FORTSCHRITTE 
DER 
PHYSIK 


ERAUSGEGEBEN IM AUFTRAGE DER PHYSIKALISCHEN GESELLSCHAFT 
IN DER DEUTSCHEN DEMOKRATISCHEN REPUBLIK 


ON FRIEDRICH MOGLICH - RUDOLF RITSCHL - ROBERT ROMPE 


3. BAND 1955 


en ry 1 Roe-VeE RLAG - BERLIN 


Unverdnderter Nachdruck 


veranstaltet vom 


ZENTRAL-ANTIQUARIAT 
DER DEUTSCHEN DEMOKRATISCHEN REPUBLIK 
LEIPZIG 


Inhalt des III. Bandes 


Heft 1 
q Seite 
| Uran, P., Uber die Streuung schneller Elektronen ............ 1 
Heft 2 
Danysz, M., Experimentelle Ergebnisse zum Problem der Hyperfragmente. . . 49 
}) Morcu is, N. D., Moderne Thermokathoden. .........2.2.2.2.2.. 57 
Heft 3 
i Crone, I., Einige Anwendungsméglichkeiten der Monte-Carlo-Methode . . . 97 
f SHDANow, G. B., Erzeugung von a-Mesonen der kosmischen Strahlung durch 
| kernaktive Teilchen mittlerersHnergiews osx caw Seu eran en eas Lote 133 
Heft 4/5 
| ELscHNER, B.,und ANDRA, W., Magnetische Elementarbezirke ....... 163 
| TscHENzOW, R.A., Die Eigenschaften des leichten Heliumisotops He?® bei 
Profenie MEM PCTACUNeN Wecur- pili Tomo cas ve rasede anct lc wedic Om cok iia, Neal vee see nes 218 
Heft 6/7 
) STEINWEDEL, H., Teilchenbahnen in Zirkularbeschleunigern. . . ...... 271 


GinsBurG, W.L., und MoTuLEwITscH, G. P., Optische Eigenschaften der Metalle 309 


Heft 8 
| Cap, F., Uber einige Methoden zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes der 
| elastischen Nukleon-Nukleon-Streuung (I. Teil: Zentralkrafte) ....... 371 
{ BontscH-Brujewitscu, W. L., Die physikalischen Grundgedanken der Methode 
Beemer Mlomentarantegungen . 0 o.. ob + WauseMpine eugene. Pe eee 408 
Heft 9/10 
Pat MCANING Scot OSIUCOMLUIN Mite ee a eR ieee oes cute'n ial Looe sila) oe s)he. ce 429 
| BocotjuBow, N. N., und Scurrkow, D. W., Probleme der Quantentheorie der 
NG Bere (is IDE Sperhaen aah eG Gia & duce Hono) iG o oo "HOR Oo a ov gee 439 
Heft 11/12 
| MiTTELSTAEDT, P., Die Verteilung der Nukleonen in schweren Atomkernen . . 497 
BELENKI, S. S., und Lanpau, L. D., Hydrodynamische Theorie der Mehrfach- 
memerzeugung yon. Leilchen) 3) 3 is. > elie ges oe) @) ee) = ss ae OCO 


i POUICHUICUNOCII ME Ee aera Messe. 6 ease us wet ries ie! ce Se ee Rmeery top hc heteahener GOK | 


j paths 

wr! eae ae ‘Mehl ety inmost 
oe 

stie a ngyla iggy eh aks ok Zombie 


ey LA Sah lie 
pale ae hii wae 


Dogpile iwi vl. wil % 


i Wegener iio 
heibe tactdaa pi Babe of a ines 


Whe” | sf a , a 
, air onlin seth siuaktanth, PR 
s yo. uk, ok teneeaeani 


ABD c>~ seomrtiliihae orang 
a ete 


— 
» ea ~ 
i ae . 

= 

~ ~ 

, 


),,Fortschritte der Physik‘ Bd. 3, S. 1—47, 1955 


Uber die Streuung sdhneller Elektronen 


Von P. URBAN 


Einleitung 


| Die Streuung des Elektrons am Kern ist schon seit langem Gegenstand von 
|theoretischen und experimentellen Untersuchungen gewesen. Ihre Wichtig- 
‘keit ist vor allem in der Tatsache zu suchen, daB sie uns AufschluB iiber die 
| Art der Wechselwirkung zwischen Elektron und Kern zu geben verspricht. 
N. F. Mott (1) war der erste, welcher unter Zugrundelegung der DrRACschen 
| Theorie des Elektrons, das Problem behandelte und eine Streuformel ab- 
\leitete, welche lange Zeit Gegenstand experimenteller Uberpriifung war. Er 
‘| entwickelte die Lésung, welche er in Reihen nach Kugelfunktionen darstellte, 
jnach Potenzen von a; = Za und erhielt eine einigermaBen einfache Streu- 
| formel 

| ca 

2 > 

| wobei R den Wirkungsquerschnitt (WQ) bezogen auf jenen der Theorie von 
| RUTHERFORD, f = v/c und $ den Streuwinkel bezeichnet. 

| TH. SEXL (2) nahm das Problem, unter Verwendung einer anderen Methode 
‘in Angriff, namlich mittels des BoRNschen Naherungsverfahrens. Er erhielt 


) auf relativ einfache Art eine Streuformel, die sich im letzten Term von der 
| MottTschen Form unterschied, 


R=1—fesint > + ayBxsin =. 


R = 1 — f* sin? ae + aha sin = cos? 


| P. URBAN (3) iiberpriifte die MoTTschen Rechnungen, auf Vorschlag von 
| Tu. SEXL, eingehend und glaubte eine Ubereinstimmung zwischen MotTT 
j und SEXL herstellen zu kénnen, die allerdings, wie sich spater herausstellte, 
_ einen Fehler in den Summierungen der Kugelfunktionsreihen enthielt. Etwa 
' sechs Jahre spaéter wurde dann das Problem noch einmal von McKINLEY 
und H. FESHBACH (4) untersucht, welche die heute allgemein giiltige Formel 


R =1 — Bf sin? = + aha sin Z. (: — sin 5) 
herleiteten. ST. KRONENBERG (5) stellte dann den Fehler in der Arbeit von 
| URBAN (1. c.) richtig urd erhielt so ebenfalls die Formel von MCKINLEY und 
| FESHBACH. s 
Wir wollen nun in der vorliegenden Arbeit eine Ubersicht tiber das ganze 
| Problem geben und dabei nach folgenden Gesichtspunkten vorgehen: 
Zuerst wird die strenge Integration der DirAc-Gleichung kurz durchgefiihrt 
und die MCKINLEY-FESHBACH-Formel abgeleitet, wobei wir uns in der 
1 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Terminologie dem ausgezeichneten Werk von MOTT und MASSEY (6) an-. 
schlieBen wollen. Dann wird, im Gegensatz dazu, der Fall des endlichen: 
Kernradius behandelt, der in jiingster Zeit in den Kreis der Untersuchungen: 
gezogen wurde. Dabei werden die grundlegenden Arbeiten von ELTON (7): 
und ACHESON (8) beriicksichtigt und eingehend erértert. Hierbei wird auch 
auf die Streuung schneller Positronen kurz eingegangen, die in einer Arbeit. 
von ELTON und PARKER (9) Behandlung findet. 

Dann folgt im Abschnitt III ein Uberblick iiber die verschiedenen experimen- 
tellen Untersuchungen und die Ubereinstimmung mit der Theorie. Dies gibt | 
Gelegenheit auf die derzeitigen Vorstellungen iiber die Ladungsverteilung: 
im Kern einzugehen und den Einflu8 der verschiedenen Kernmodelle auf die- 
Streuung zu diskutieren. Eine tabellarische Ubersicht mit den wichtigsten 
Daten und einige besonders charakteristische MeBresultate vervollstandigen 
das Bild der heutigen Situation des Problems. 

Das vierte Kapitel ist der BoRNschen Naihberungsmethode gewidmet. Hier 
wird das Problem auf Grund der in den letzten Jahren entwickelten neuen 
Gesichtspunkte von TOMONAGA, SCHWINGER und FEYNMAN erortert, die 
eine Behandlung in voller Allgemeinheit gestatten. Der EinfluB der Strah- 
lungskorrekturen, der bei hohen Energien und groBen Ablenkungswinkeln 
immer mehr ins Gewicht fallt, wird auf diese Weise beriicksichtigt. Dabei 
wird bis zur zweiten BORNschen Naherung gegangen und auBerdem auch der 
Fall des endlichen Kernradius und verschiedener Potentiale behandelt. 

I. Die Lésungen der D1RAC-Gleichung fiir den punktformigen Kern. 

Wir legen unserer Betrachtung die DirAc-Gleichung zugrunde, die wir gleich 
als simultanes Gleichungssystem (unter Auszeichnung der z-Achse) fiir die 
vier Wellenfunktionen (y,; v = 1, 2, 3, 4) anschreiben wollen: 


(Po + mc) py + (Pr —* Po) YP, + Ps Ys =O 
(Po + mc) Pp. + (Pi + ts) Ys — Ps Ys = 0 
(Po — mC) ps + ( 

( 


1 po) Yo + Psy, =O (1) 
Po — MC) Wy + (Py + Ps) Yy — Pz Yo = 0 


Hierin bedeuten py = —A/tc 0/0t + eV/c, p= h/t grad + eA/c den kano- 
nischen Impuls, h =h/2x, ferner V und Y das skalare bzw. das Vektor- 
potential. 

Die Lésung, welche fiir unser Problem in Betracht kommt, hat das asym- 
ptotische Verhalten 


Va a, et ke = Labs Cn Uy (9, ) ’ (2) 


wobei » = 1, 2; 3, 4 gilt, stellt also in groBer Entfernung eine einlaufende 
ebene Welle und eine gestreute Kugelwelle dar. Der differentielle Wirkungs- 
querschnitt (WQ) ist dann definiert durch den Ausdruck 


4 
a | Uy? 
v=l 


do => 
> -la,/? 
I 


dQ, (3) 
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als Quotient der Intensitaét des gestreuten und des einfallenden Strahles. 
Hierin bedeuten 9, y die Polarwinkeln und dQ das Element des riumlichen 
Winkels, bezogen auf die z-Achse, welche die Einfallsrichtung darstellt. 
Bekanntlich sind die Amplituden a, nicht alle voneinander unabhingig, und 
es lassen sich stets zwei davon willkiirlich vorgeben. So ist z. B. die Lésung 
unseres Gleichungssystems, welche ein freies Elektron darstellt, gegeben 
durch 


te GB ate b 4 ia Vek 2B 
1 =— Ps tee Po) ha esi (Py + a Ps ig 


mc +- i me + — 
c 
Dai ==LANS., te BS, (4) 


wobei p? = p; + p3 + p} = W4/c? — mc? (Energiesatz) gilt und S die 
einfallende ebene Welle darstellt, also die Form hat 


S = exp i: [p,2 + poy + pz -— Wet]. (4a) 


Die Zahl der Elektronen pro Einheitsvolumen, welche die Lésung beschreibt, 
ist dann 4 
eens eet (41 

a |e! SpWeanchs 2 ye ) 
Es besteht nun auch eine Beziehung zwischen den Konstanten A und B 
einerseits und der Richtung der Spinachse des Elektrons andererseits, welche 
durch die beiden Polarwinkel 0 und @ gegen die Einfallsrichtung bestimmt 
sein mégen. Und zwar gilt 


Seda Cotko eats , (4c) 
Es ist also das Verhaltnis der beiden Lésungen y, und y, fiir die Spinorien- 
tierung maBgebend. Ahnliche Betrachtungen kénnen auch fiir die u, ange- 
stellt werden, da die gestreute Welle asymptotisch aus ebenen Wellen auf- 
gebaut gedacht werden kann, die sich vom Streuzentrum nach allen Rich- 
tungen ausbreiten. Daher kann man ansetzen: 


o> | wg |® + | 4? OQ ~ 
ee ce (5) 


| Tatsichlich wird nun der einfallende Elektronenstrahl gew6hnlich unpolari- 
siert sein. Einen solchen unpolarisierten Strahl kann man sich zusammen- 
gesetzt denken aus einer gleichen Anzahl von Elektronen mit Spin parallel 
und antiparallel zur Fortpflanzungsrichtung, so dafS wir zuerst die Streuung 
in diesen beiden Spezialfallen erértern wollen. 

Wir setzen daher die asymptotische Form fiir ys und y, wie folgt an: 


ys wel + r-rel’ f(8, p) | 
yet! (6a) 
w~wd trreilrg (9g) J 


+ P. URBAN 
fiir den Spin antiparallel zur Einfallsrichtung (A'=1, B= 0) und 


yO +rrell go(3, 7) 

yy ~ ett + 171 et* 1 (9, @) 
fiir den Spin parallel zur Hinfallsrichtung (4 = 0, B = 1). Um die Funk- 
tionen f,, fo, 91, J2 Zu ermitteln, beniitzen wir jene Lésungen unseres Glei- 
chungssystems (1), welche das asymptotische Verhalten von (6a) und (6b) 
haben, wobei das Vektorpotential Null gesetzt wird und als skalares Potential 
das Coulombpotential genommen wird. Wir wihlen also, nach DARWIN (10), 
fiir die Lésungen einerseits 


te (Ne LG Ps Vi — GaP, ef, (j =n + 3/,) (7 ) 
3 s a 
Ys WG nV ln; Wa = G_nv-1 ) er, (7 =n — "/e) 


(6b) 


und andererseits 


Wer aby CF, W, = (n + 1)G, Pa, (j =n +*),) 


rae (7b) 
Y3 = —G_n-1 Pee?; Wa iG es 1566 ©) ae = ")5): 

Die Ansiitze fiir die Y1, Y2 Sind analog und werden, da wir sie nicht brauchen, 

iibergangen. Setzt man nunmehr in das System (1) ein, so ergeben sich fiir 

die G folgende zwei Differentialgleichungen erster Ordnung: 


Lis Woe eve o IGn n 
lp cca ge eae 
8) 
We ( 
— = (J —Sp—me) e+ Ft +22? r, =o. 
Cc dr 


Die G_n»_1 gehorchen demselben System, wobei man nur » durch —n—1 zu 
ersetzen braucht. 


Elimieren wir F,,, so erhalten wir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


G4, Pe PENT LES n(n +1) nN a, 
ar? +(5-2) Ae + (a6, —™ ra *2)6, = ) (9) 
wobei wir zur Abkiirzung 
le | ae ; LIiW eV 
OP ras re +me| und Cure E aoe —me] 
gesetzt haben. Die Substitution 
CREATAS ms 


fiihrt dann auf eine Gleichung von SCHRODINGERscher Form 


o + |e OUSIAY) U4(0] 6, (r) =0, (10) 


r2 
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mit der Abkiirzung 
2 eV Tee mel a, 3 a,” Wie 


U 1 OI free A aioe el Ans pe 
d Wh = h? c? hc? r a ar 4 Ze tty 
ela 1 (10a) 
k2 = R202 (W2 [a m? c) . 
Die asymptotische Form der Lésungen ergibt sich daraus zu 
Gin —n=1y2(kr) sin (zr — > + n-n-1). (10b) 


Nun miissen wir aus den Lésungen solche Kombinationen bilden, daB die 
entstehenden 3, y, das asymptotische Verhalten (6a) zeigen. Man verifiziert 
leicht durch Einsetzen von (10b), daB dies fiir folgende Ansatze zutrifft : 


Po = =, { (n +- 1) etn G, + neN—n—-1 G_y_} } an P,, (cos 9) 


(11) 
=3{ — em G, + e't—-n-1G_y_] } a” Pi (cos $) e'?, 
wobei wir die zugeordneten Kugelfunktionen nach 
mS eee etm 5 ae 
= nn! il d(cos "+m (cos 5 as 1) wihlen. 
Dabei ate sich dann 
h(%, 9) = = an. 53) {n+ 1) (em —1) $m (emma — np n (cos 9) 
ame (12) 
91(9, 9) = ey — erin + e2in_n—-1 Pi (cos 9) e'?, 
24 ie n=0 


Vergleicht man diese Entwicklungen etwa mit denen fiir den nichtrelati- 
vistischen Fall, so sieht man, daB man nur 7, = 7 n-; zu setzen braucht, um 
zu den entsprechenden Gleichungen tiberzugehen. Fiir den Fall (6b) erhalt 
man analoge Formeln, woraus dann 

h=h =f(%) und g,(9, p) = —g(9) ee“? 
(9, p) =9(% jae gilt. 
Der allgemeine Fall mit beliebiger Anfangsrichtung des Spins, fiir welchen 
die einfallende Welle gegeben ist durch 


De A etkz yo, = Berk, 


und (12a) 


kann nun durch lineare Kombination erhalten werden, zu 
U, = Af —Bge?, wu, = Bi-+ Age’, 
so daB schlieBlich fiir den Streuquerschnitt 


— A Br eiv + A*Be-ie 
do = {if + igit + do —a1*)| Ten: : |}ee (13) 
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folgt. Die daran anschlieBende Theorie der Polarisation und ihrer Anwendung 
auf das Doppelstreuexperiment wollen wir jedoch nicht weiter verfolgen (17) 
[siehe (6) ]. 

Im Coutoms-Fall ist V = — Ze/r zu setzen und entsprechend der gréBeren 
Reichweite dieses Kraftfeides werden die asymptotischen Entwicklungen 
fiir die G modifiziert. Wir gehen von dem System (8) aus, in welchem wir 
nunmehr 7 durch —n—l ersetzen und erhalten 


1 W Ze2 , Nn — 1 y 
| Pees 2! me| Fst t Gait 6.4 =0 
(14) 
ie WE age 5 (ees 
ar le ere —me| Rae MER TOR go iitepn Pe 
Substituiert man 
Ww 
7h = 1 — ives (0; Op) 
(15) 
rGinr i= Yl + oe (0; + O,). 


so erhalt man als Lésungen bekanntlich 
O, = Ae-*** ren Fy (ty + On, 20, +1, 2tkr) 
O, ='boe** ren Fy (ty +0, +1, 20, +1, 2tkr), 
wobei 
——— Le? a, iy — 
a n? — a}, —Z Sos . Vet eae oN Qn 
und yf ey ese 
gesetzt wurde. Dies gibt fiir unser G 
G_n—1 = Ne n_1 (2 ker)en r-) eth { rAd —ity’) i (ty + On. +1,.20, + 
+1, 2tkr) + (0, — ty) Fi (On +47, 20, +1, 2tkr),} (16) 


wobeiN ~n=1 die Normierungskonstante bedeutet. Beniitzen wir die bekannten 
col na Ausdriicke fiir die konfluente hypergeometrische Funktion, 
so folgt 


G41 © (rk)-) sin {er + yln2 kr — = oe ae (17) 
mit 
Baty: (Sagi ge yee tee i een ! 
P (2077-1) Sn Dig wee Mi(On—n)¢ (18) 
und 


1 


Lol Di(e ete ay 
NES tes : yh exp & ”) (vy —N) (On — ry) 


I 
2 PG, +0) ee 
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: , Lo —ty) ; 
Set 1 G = —— ge ttl, . be > 
zen wir - e- tre, TOE saree 
F() => 4D ( (=r {n 0, + (nm + 1) On4i} P, (cos 9) 
(20) 
GO) =F id ( (—[)" { 220, — (m+ 1)? Casi} Py (cos 9), 
so kénnen wir statt (12) schreiben 
kf(d) = rte F+G 
kg(9) = {iy’ (1 + cos 9) F + (1 — cos 9) G } 2m, 
sin ims Lent : 
_Es ergibt sich dann fiir den WQ pro Raumwinkel 1, 
| 1 9 9 
2 pt 12 2 ye aes ¥ 12 Py ae 
fl? + Ig| at? |F' |? cosec 5 + |G@|? sec 5 (22) 


‘Da man die Reihen (20) nicht aufsummieren kann, begniigt man sich mit 
|einer Entwicklung nach Potenzen von ay und (a,/8), damit man wenigstens 
eine fir leichte Elemente giiltige Streufromel bekommt (ay = Z/137). 

| Wir setzen daher 


/ und (23) 


F = Fy ah (F — F,) 
G=G + (4 —G,) 


)wobei F,, G, die Werte von F, G bedeuten, wenn man a = 0 setzt, d. h. zum 
| Grenzfall der SCHRODINGERschen Theorie tibergeht. Fiir diesen wird nun 


é eae , > 
ae ea exp [2ir In sin >| 5 Go = — ty F, cotg? Sie (23a) 


i} 
ahi ay) 


'Setzt man nun F — F, = F, und G — G, = G,, so ergibt sich 


Fi => Saunas + (nm +1) Dasi}(—1)" Py (cos ) 
, ae (24) 
=> Zin. —(n + 1)? Die ui (— 1)” P, (cos 9) 
-wobei D,, jetzt definiert wird durch 
, In —iy) tad (On = 89) 
= Bey —2iQy = 24 
pais KivkGleedyye (ne Lepsaleey ‘Aaa 


Hierin bedeuten die P, die gewohnlichen Legendreschen Polynome und [' 
die Gammafunktion. Entwickelt man nunmehr D, nach Potenzen von ay 
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und a,/f, so erhalt man eine Formel, die nur fiir relativistische Elektronen 
B w1 gilt: 


, (in 1 (Ye. , EY wg Vas 
D, =(—1)"41 E Ge Vi 53) . (as + Bat + 2Bn3 — Bnd — Bat 


ACI SLA (ML MO AE, Ec a Shed 
ae ai | Ben? Bn® ans t ee 


B2n3 B2n3 Bens “8 nt 2 B2n4 


2, 3 3 
— Bint T Bn? 2BPnd + 0 (a). (25) 
Hierin wurde die Abkiirzung 
dln I'(n) d 
Via ee we Y= Ta [ye—1(n)] (25a) 


verwendet, um die Formel einfacher anschreiben zu kénnen. Nur die Summen 
iiber n bis zum Term in a? kénnen exakt ausgefiihrt werden, wahrend die 
nachst hdheren numerisch ausgewertet werden miissen. Setzen wir daher 
__ J)ntl oe 1 
de a (G+) (25) 


n? n3 


und beniitzen wir die schon von MOTT (1) angegebenen Beziehungen 

ss 9 co IN cote 
> (2, + Paqi) = cosec Fa aed >. = (P, + Pa_1) =In cosec* re (25c) 
(pil s n=l - 
so erhalten wir fiir das Verhaltnis zur RUTHERFORD-Streuformel 


ies a a sn KD: 
R=1—f sin? = + 2a;f sin a (1 — sin 5). (26) 
Das ist die Streuformel von W. A. MCKINLEY und H. FESHBACH (4), welche 
derzeit mit den experimentellen Ergebnissen verglichen wird. 
Setzt man den ganzen Ausdruck (25) fiir D, ein, so erhalt man fiir F, und G, 
folgende Formeln: 
ay 


F =F, + A(9)qj + B(9) ! 4.019) 


B Be + D(9) a7, ie 
G@ =G, + E(9) a} + H(9) - + 1(9) i + J(9) af. 


Hierin ist Fy von BARTLETT und WATSON (11) tabelliert worden, E(9) kann 
analytisch summiert werden, wahrend die iibrigen Summen numerisch 
ermittelt werden miissen. MCKINLEY und FESHBACH geben (I. c.) Werte 
der Funktionen 4 (9) bis J($) in Abhangigkeit der Winkelwerte an, getrennt 
nach Real- und Imaginiarteil. Sie vergleichen auch die Formel mit den 
numerischen Werten von BARTLETT und WATSON (I. c.) fiir Hg. AuBerdem 
geben sie graphische Ubersichten fiir R in Abhangigkeit von a, an, getrennt 
nach Elektronenenergien von 1,2 und 4 Mev. Ein Vergleich mit den Experi- 
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' menten von R. J. VAN DE Graarfr, W. W. BUCHNER und anderen (12), die 
mittels eines elektrostatischen Generators durchgefiihrt wurden, liefert gute 
 Ubereinstimmung fiir eine Energie von 2MeV. Der mittlere Quotient 
zwischen experimentellem und theoretisch erwartetem WQ ergibt sich zu 
1,01 + 0,04. 


II. Kerne mit endlichem Radius. 


In den bisherigen Betrachtungen wurde der Kern als Punktladung ange- 
nommen, und die Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen 
 lehrte, da fiir die verwendeten Einfallsenergien (bis zu etwa 3 bis 4 MeV) 
» dieser Naherungsstandpunkt durchaus gerechtfertigt erscheint. Bei héheren 
_ Energien wird jedoch die DE BROGLIE-Wellenlange des einfallenden Elektrons 
vergleichbar, ja sogar kleiner als der Kernradius, so daB uns Streuexperi- 
) mente bei solchen Energien AufschluB iiber die Ladungsverteilung innerhalb 
» des Kernes geben mii®ten. Fallt z. B. ein Strahl hoch energetischer Elek- 
tronen (etwa 20 MeV) auf einen Kern, so riihrt ein wesentlicher Teil der 
Streuung von Elektronen her, die tatsichlich in den Kern eingedrungen sind, 
» so da der WQ von der Art der Ladungsverteilung im Kern abhaingen muB. 
_ Wir wollen uns daher in diesem Abschnitt der Behandlung dieses Problems 
| zuwenden und die Wirkung einer endlichen Kernausdehnung auf die Streu- 
ung studieren. Dazu nehmen wir zuerst zwei einfache Modelle fiir den Kern 
an, namlich erstens gleichmaBige Ladungsverteilung in einer Kugel vom 
Kernradius, zweitens eine Kugelschale vom Kernradius, wobei die elektrische 
Ladung auf ihrer Oberfliche gleichmaBig verteilt sein mége. Da wir hier 
noch gréBere Energien zugrunde legen, gehért das Problem natiirlich eben- 
) falls vor das Forum der DirAcschen Theorie. Auf diesem Gebiete liegen schon 
| Arbeiten vor, welche sich mit der Integration der DirAcschen Gleichung bei 
/ verschiedenen Potentialen befassen. 

Als vor etwa 14 Jahren bei Streuversuchen an N starke Abweichungen von 
der Theorie auftraten, versuchte J. M. JAUCH (13) dieselben durch die 
Annahme zu erklaren, da8 ein statisches Zusatzpotential zwischen Kern und 
| Elektron auftritt, welches er als Kastenpotential erstreckt tiber das Kern- 
) innere annahm. Er stellte einfach die Lésungen der DIRAC-Gleichung innerhalb 
und auBerhalb des Kernrandes fiir die entsprechenden Potentiale auf und 
fiigte sie daselbst, unter der Annahme eines stetigen Stromes, aneinander. 
Aus diesen Stetigkeitsbedingungen konnte er dann die Anderung des WQ 
ermitteln. Das Ergebnis dieser Arbeit war allerdings ein negatives, da es sich 
zeigte, daB zur Erklarung der damaligen Anomalien ein Zusatzpotential 
notig ware, das sich unbedingt in den Spektraltermen auBern miiBte. Trotz- 
dem ist aber die damals zuerst eingefiihrte Methode mehr oder weniger tiber- 
nommen worden. 

ELTON (7) errechnete dann spiiter den WQ fiir die Streuung von Elektronen 
an Kernen, die nicht als punktférmig angenommen wurden, sondern unter 
Zugrundelegung der zwei oben erwaihnten Modelle. Er fithrte die Rechnung 
sowohl exakt, als auch nach der BORNschen Methode durch, und zwar fiir 
Elektronen von etwa 20 MeV Energie, gestreut an Goldkernen. Dabei fand 
er, daB bei solchen Energien betrachtliche Abweichungen von den Ergeb- 
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nissen bei punktformigem Kern zu erwarten sein muBten. Er gibt keine 
Streuformel an, sondern bestimmt die Phasenverschiebungen und den WQ 
numerisch fiir verschiedene Streuwinkel bei einer Einfallsenergie von 20 MeV. 
Dabei findet er noch, da& bei der betrachteten Energie lediglich Unterschiede 
in den Phasen zu der Quantenzahl j = 1/, merkbar werden, (s- und p-Term) 
ein Ergebnis, das von JAUCH (I. c.) ebenfalls angefiihrt wird. Dies stimmt auch 
anschaulich mit unseren Vorstellungen tiber die Lage der Elektronen mit 
1 =0und/ ='1 nahe am Kern iiberein. Denn gerade diese werden am meisten 
in den Kern eindringen und daher von einer eventuellen Ladungsverteilung 
beeinflu&t werden. AuBerdem zeigt sich, da8 betrachtliche Abweichungen 
gegeniiber der MotTschen Theorie, speziell fiir Streuwinkel gréBer als etwa 


0 30 60 90 120 150 180 oS 
—— Streuwinkel 


Abb. 1. 


45° zu erwarten sein werden. Auch der Gang der erwihnten Abweichungen 
one mit den derzeitigen experimentellen Ergebnissen iiberein (siehe 
Es zeigt sich eine Verminderung des WQ bei zunehmendem Streuwinkel 
gegentiber den Werten der MotTtTschen Theorie. Versuche von LYMAN, 
HANSON und Scott (14) mit Streuung von 16,5 MeV Elektronen an Kernen 
von Be, C, Al, Cu, Ag und Au ergaben eine ganz befriedigende Ubereinstim- 
mung mit den Ergebnissen der Arbeit von ELTON. 

Etwas spater erschien eine ausgezeichnete Arbeit von L. K. ACHESON jr. (8). 
die ebenfalls den EinfluB eines endlichen Kernradius auf die elastische Streu- 
ung von Elektronen zum Gegenstand hat. Dieser betrachtet Elektronen mit 
einer Energie von etwa 20 MeV (wie ELTON 1. c.) und legt ebenfalls die 
bereits erwihnten zwei Modelle zugrunde. Als Kernradius wird ein Wert 
angenommen, der aus der bekannten Formel 


R =1,45- 10-18. Asem 


Uber die Streuung schneller Elektronen el 


iir die entsprechenden Elemente folgt (gegeniiber 1,41 als Faktor bei ELTON). 
Ynd zwar wird fiir beide Modelle der gleiche Radius zugrunde gelegt, was 
tbenfalls der Annahme von ELTON entspricht. ACHESON gibt Phasenver- 
ychiebungen fiir folgende Elemente an: Z = 13,29,50 und 79 wobei die 
Verte als Funktion der Einfallsenergie fiir den Bereich von 15 bis 35 MeV 
jufgetragen werden. Auch das Verhaltnis des WQ fiir endlichen zu dem fiir 
punktformigen Kernradius wurde’ graphisch aufgezeichnet. Er findet auBer- 
em, daB die Unterschiede fiir die Streuung nach beiden Modellen groB genug 
pein miissen, um experimentell zwischen den beiden Modellen zu unter- 
icheiden. 

\llerdings hangt natiirlich dieser Unterschied stark von der Genauigkeit ab, 
soit welcher der Kernradius bekannt ist. Wir wollen nun auf den Berechnungs- 
sang der Arbeit von ACHESON etwas niher eingehen. 

\CHESON geht von unserer Formel (8) aus und setzt darin statt n >x — 1, 
jesp. F,_1, G,_; > F,, G,, wodurch wir erhalten 


V opie 
a ue —_— — + me] F Bigs pees cab A ==) 
Ree c r (28) 
-+|- en Ae —me|G, +F Bi OTE Fi op 
h [ec r 
tierbei ist nun x = + (j + 1/2), 7 =1+1/2, ferner hat G, die asymptotische 
orm 1 1 
G,, ~ (kr) + Sin (ir = > lx + in) : (29) 


Mittels dieser kann man die Phasenverschiebung 7, ermitteln, welche be- 
xanntlich vom Potential V des Streuzentrums abhangt, wie von der relati- 
vistischen Energie W der einfallenden Elektronen. Der Streuquerschnitt ist 
ann in Termen der Phasenverschiebungen gegeben durch 


o(9) = |f(9)? + |g(9) 2. analog zu (22) 


wobei die ¢(9) und g(#) aus (12) durch unsere Substitution n + x — 1 hervor- 
lzehen. 


Qik - t(9) = SS Ne XGa — 1) Py + (e?!1-x —1) Pd | 


2ik-g() = > | — et PL_y + e2in-x Pi}. | 


DieTerme in n,Sstellen nun den Beitrag der Zustiinde 7 = / + 1/2 zur Streuung 
dar, wihrend jene in 7_,,den j = / — 1/2 Zustinden entsprechen. (7, und 4_, 
korrespondieren in dieser Bezeichnungsweise den 7, und n-1-2 von frither). 
Fiir die betrachtete Energie von 20 MeV und mehr spielt die Ruheenergie 
des Elektrons eine untergeordnete Rolle, so daf’ ACHESON dieselbe wegla8t. 
Dies fiihrt, wie wir gleich sehen werden, zu einer wesentlichen Vereinfachung. 
Wir setzen zur Abkiirzung in (28): 
W p P LS 
c= ey C= he 


a 
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Dann erhalt man 


1 
jeu +5] Re +a 7S GS) 
hee (28a) 
—[e-v-"flatm+ F,=0 


Macht man nun die Substitution: 
F=irth (Ay —BO), G= rh (Ap + BO), (28b) 


wobei A, B Konstante sind und eliminiert man B®, so ergibt sich fiir yp) 
folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


ime a 
” , h a ; 4 
py’ +y eran ass Wee ona ee ve 
sy ee 
amc 
1 he m? c? 
Pho Soul SEOs (pe ETN ai [eee ee 
x 2r amcer ee Y) 2 h? (28) 
v4 S 
h 
Analog findet man fiir @: 
oO’ +’ ; +OJj(k — VU)? ——(k— U — 10’) — > 
imer r 
h 
ame 
1 R E mc? 
Tio app en he Se) ed os =e (284) 
= 


ACHESON setzt nun mc — 0, wie bereits erwahnt, wodurch die Gleichungen 
die einfache Form annehmen: 


At + A, (k — Uy $ — (k —U —rU')——,—| =0 (28e) 
mite = Ae sD -_ y*. Das Problem vereinfacht sich also durch 
diese Vernachlassigung insofern, als man nur eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zu lésen braucht. Die Gleichung fiir y wird nun fiir ein 
Potential gelést, welches innerhalb des Kernes vom speziell verwendeten 


Modell abhangt, auBerhalb aber gleich dem gewéhnlichem Coulombpotential 
ist. 
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Man mu8 nun fordern, daB die Lésungen dieser zwei Gebiete fir r= R 
setig ineinander iibergehen. Diese Annahme, zusammen mit der Rand- 
edingung, daB y(0) =0 ist (damit G im Ursprung endlich bleibt), be- 
vimmt yp eindeutig, bis auf eine multiplikative Konstante. 

etrachten wir nunmehr die Lésungen fiir r > R (Gebiet II) so gilt wegen 


a 
iF Yu =A, Ye, + Ag pe, 
ait ene 
: Ee es i one Ps (Qx + tay, 20, + 1, 2ikr) 
2 Gy) 
| d as 2 e—tr Fi (— ex + tay, — 20, +1, 2ikr), 


‘obei 0x = Vx? — a} gilt. Dies entspricht unseren friitheren Lésungen, wobei 
/ =a, gesetzt wird. (8 = 1, also sehr schnelle Elektronen!). Die Randbe- 
ingungen lauten dann: 

pr(R) = 4ye,(R) + Aspe, (R) 
vi(R) = Arye, (R) + Aaye,(B) 


a bedeutet die Lésungen im Innenraum I). Daraus ergibt sich fiir die 
eae ee 


(29) 


A, — a [pr Ui Pe, Yr I 
A = Ye, Yeo — Yes Por 


1 j , 
A, =, A [We, YI ip YrYe, |. 


ba uns nur das asymptotische Verhalten von G interessiert, bendtigen wir 
ir y ebenfalls nur ihre asymptotische Form, die wohlbekannt ist. Das Ver- 
“iltnis von y,, zu y,, ist asymptotisch konstant und ergibt sich zu 


P(=2ee +1) Fo +1 tay) 
Fo, +1) THe +t—ia) 


amit erhalt man yyy ~ A,y,, (1 + %q Ae/Ai) ~ Ye, (1 + €), wenn man die 
tonstante A, willkiirlich 1 wahlt und 


ha = (— 2ik)2e (31) 


= — 4° 5 : (32) 


YI + Pe, TF 
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setzt. Es tritt also nur die logarithmische Ableitung von yy auf. Nun suchen 
wir die Beziehung zwischen £ und der Phasenverschiebung 7, aus der asym-. 
ptotischen Form von G,. Fiir den Fall des punktférmigen Elektrons erhaltt 
man: 


A, me peten. (2 Oar en tay) Fo, eo he 
Le (a, dak opoeeon 
mit Fes a= (0 4+ Uy, 20re tly 2tkr). 


Da dieser Quotient, wie erwaihnt, konstant sein muB, bestimmen wir seinen 


Wert im Ursprung (r = 0) zu 


A, nt (ee Eee As Uy) 
Bae (Ge ice tOe)e 
Daher kann man die asymptotische Form von G, folgendermafgen anschreiberm 
1 : ’ el | 
Gy, ~ Ay - sin G + ay ln 2kr — = + ral: (33) 


mit (0. —% +ta,) I(o, + 1 —‘ta,) 


e2* kn — 6 < eat (Q,—) , (34) 


(Ox —% —ta,) I'(o, +1 + tay) 


Wir bestimmen nun die Anderung dieses Ausdruckes unter der Annahme 
eines endlichen Kernradius. Dann erhilt man 


Gy, ~ reh (Ap + By*) Sr [A(1 + & yp, + BL + &) y,* 1, 


1 \ 
oder G, ~ ae sin Gi + agin 2kr — As Ao eas 6,). (35) 
* 
wobei e210, — “ee eae 


BiAngd aes 


gesetzt wurde. Die Phasenverschiebung im Falle eines endlichen Kernes 
(gegentiber dem reinen COULOMB-Fall) ist dann 


Yu = Xx =e oy. (36: 


Wir benétigen nunmehr das Verhaltnis 4/B, das wir aus der ersten Gleichung 
fiir den radialen Bestandteil ermitteln. Es ergibt sich dann 


yee Lak K* 
Ay nde ce is 


1 


: (37) 
emg 1+ (3) rtex 


1 


unter Beniitzung der Abkiirzungen 
Ae, = 0, —% + tay 
The Agee 
rFe, + Aoy Per 


und iC ss 


(37a 
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) Zur Auswertung dieses Ausdruckes benutzt man wieder die asymptotischen 
Entwicklungen fiir die konfluente hypergeometrische Funktion, wobei aller- 
| dings zu beachten ist, daf fiir die Bildung der Ableitung ihre vollstandige 
| Form verwendet werden muf. Dann reduziert sich der Ausdruick fiir 4/B 
_ auf 


if {A,\* 
gee i Ree 
AA, Lt] He +m) (2) 
Beak. i ‘Ac (38) 
L +> (a + x) 3) 
} mit ; 
° La — 20x) L(0z zi Or) 
My == (20K) Ren — . eee 38 
PEAS Sao A NET SERTD ant 
Die Phasenverschiebung 6, ist dann schlieBlich 
A A 
Ao 9 (Hq + Xp) (3) 1 + x,* (3) 
e2t oy, — _ z ae a, A Ay a Ay ‘ 
1 : fa); A, - (39) 
1 + > a + %») Ga 1 + %q (2) 


/ Nun lassen sich die GroBen %, und x, unter Verwendung der bekannten 
| Relation (1 — z) I'(z) = a2/sin xz zu 


2 


__ Sin 7% (Ox + tas) Ox — tay [“ + tay) 


E~ 71D, (2k)? | 


" sin 270, 20, I'(20.) ie 
se ih Sin % (Qy — tay) Ox — tay | I"(0, + tay) |? ein, (2b)? 2x 
: sin 270, 2 Ox | L'(2 0x) : 


vereinfachen. Damit ist nun die Phasenverschiebung 6, ausgedriickt in 
! Termen von 4d,/A,, welche wieder nur vom Wert der logarithmischen Ab- 
‘ leitung der Wellenfunktion im inneren Gebiet J an der Stelle r = R ab- 
| hangen. 

) Nun bestimmen wir den Ausdruck fiir den WQ. Setzen wir fc By Pras ts 
) so lauten die Ausdriicke fiir f und g 

Vf=he+ sh Dit Me? ie (6? Px eth) Presa pele tar (A) D?,] 

; a UN x=) 


| i (41) 
19 =9.+ oh ee (ee 1) Peg etn (289-4 — 1) Pa 
{ < en 


} wobei fes Je die Werte von f, g fiir den COULOMB-Fall darstellen. 
In unserer Naherung (Ruheenergie Null) gilt nun zy, = 7_, und 6, = 6_,, 
) so daB wir erhalten 


TD ; 
f=f Az 9k 2) we? * kx (6?! x eet 1) (Px oe P,.-1) 
i ‘ ce (41a) 
9 =Ge + oy Sethe (e? on — 1)\( BP} i) 
veea || 
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Beniitzt man die Relation P,, —- P,,1. = - tg 3/2 (P, + P,-1), so kann man 
die Beziehung ableiten 


a 
g = 9 + te > (f —f.)- 
Der Streuqnerschnitt wird dann 
o a 
a =o, +2Re [i+ ates) 0 for + if —fePsect , (42) 


wobei o, =| fel? + |gcl? gilt. | 
McKINLEY und FESHBACH gaben den WQ im CouLomB-Fall in folgender 
Form an [siehe Formeln (21) bis (23)]: 

kf, =G —iy’' F, 


v a $ 
kg. = G tg > + iy F cotg =» (43) 


2a, =|G|? sec? = + y'? | F|? cosec? = ; 


; mc? 
wobei sie y = a (1 — B?)’?2, = =; y x ay WT 


setzten. Hierbei sind die /, G durch folgende Ausdriicke gegeben: 
G=G6, 6; £ =F, +f) mit 
Be Ona eee Eel) ; ani 
C 5 cotg PEP TE) exp | 2¢a,1n sin x) 
Fy = (=) tet 5-6, 
ay 2 

G, = E(9) a; + (9) af + {1(3) + J(9)} a}, 

F, = A(S) a} + B(9) a} + {0(9) + D(9)} af, 
wobei die Winkelfunktionen tabelliert wurden. 
Die Terme welche y’ enthalten, sind vernachlassigbar; auBer fiir groBe 


Streuwinkel, wo F viel gréBer als G wird. Daher kann man den WQ fiir 
Coulombstreuung bis zu Winkeln von etwa 150° niherungsweise durch 


(43a) 


k?o, =|G|? sec? a (44) 


angeben, mit einem Fehler von weniger als 1%. Das Verhaltnis des WQ bei 


endlichem Kernradius zu dem bei reinem CoULOMB-Feld wird dann, unter 
Beriicksichtigung von 


D coat aan 


c sito 9 
Tet G eB oy 2 
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oO ye See [etd — 1\* 
— —- Ca ee | ee 
meg ee ee oe || 
1 co Pp ss e2%6, — 4\ |2 
paren Op ea (een Se 
. | G/? ia . as Hea if ( 24 ) *) 


Die Phasenverschiebung 6, wird nun mit zunehmendem x sehr rasch ab- 
sinken, wie bereits iiberlegt wurde, so daB fiir die hier verwendeten Energien 
ullein 6, von Wichtigkeit sein wird. Da nun 


Py + Py = cos 9 +1 = 2 cos? > 


hee ve Z 4 cost — 
ee eee alee eae eens a (48) 
Oe |G? 2% ap a 


Oieser Ausdruck gilt fiir jene Energien, fiir welche 6, vernachlissigbar ist, 
ur alle Z und fiir Streuwinkel bis zu 150°. 

fiir Elemente mit niedrigerer Kernladungszahl Z (so daB aj vernachlassigbar 
8 t), gilt G ~ G, und fiir Energien von einer solchen GréBe, daB 6, und 6? 
vuch vernachlassigbar sind, wird der WQ 

o Sdeege so rea 

ra ei 1+ ae a * 008 E In sin? oe +24). (47) : 
Nachdem wir nun gesehen haben, wie der WQ von 6, abhangt, ist als nachster 
Behritt notwendig, die GréBe der 6, fiir die verschiedenen Kernmodelle zu 
irmitteln. Zur Bestimmung der Phasenverschiebungen mu man (28e) fir 
lias Gebiet J (Kerninneres) lésen und y,/y; im Kernradius berechnen. Am 
‘eichtesten ist die Behandlung des schalenférmigen Modells, in welchem Falle 
)as Potential einfach 


U = — + = konstant 
Jst. Dann wird die Wellengleichung 
| , a F H 
| a \?2 i(k Es +) 4 ae (48) 
vi tone +R) + . oe ate ifm 


Geese r * 
es) ce ea 21; ; (b+ %)r). (49) 


Wir betrachten nur positive x-Werte, daher kann das Absolutzeichen 
treggelassen werden). Zur Bestimmung von A,/A, aus (30) verwenden wir 
eu cere 
: On To 5 SEG 
We, = ¢. er Of Fo, , (ie a - F-o,, 
} Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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1 


pres 
yr sentatr "Fy (50) 
mit Fo, =F, (On 4 tay; 20, +1; 2¢kr) 
und F,, = Fy («#; 2% +1; Qtkar). 
a 
Dabei wurde noch ko =k + = 


gesetzt. 
Man findet damit 


x 


, ; F,, 
RFe, + (on —# + tay — BF) Poy 


Aa ie ae Ee 
, : F; 
ay RP og + (— Qe —% + bay — BGP) Pe 
wodurch 6, mittels Gleichung (39) zu berechnen ist. 
Fiir die gleichférmige Ladungsverteilung in der Kugel vom Radius £ ist 
DP pol Y Freak 
2h ie 
zu wahlen, wodurch wir die Differentialgleichung 
1 
@ cake a ae: 3 
se — |g A RT > ey + argh Ro® — 
La We x6 
Heap tor (52) 
erhalten. Hierin wurde zur Abkirzung 
if Ta 3 ay 
CL —— ine k == k ath oR 


gesetzt. Diese kann auf keine bekannte Form reduziert werden, wird daher 
zur besseren Behandlung mittels der Substitution 


Lei 

alot Ass (ze) (52a) 
YI dx 

auf eine Riccatische Differentialgleichung erster Ordnung zuriickgefiihrt: 


d 
Wh (2) ota Near ee), (52b) 


wobei. J (x) den Koeffizienten von yw; in (52) darstellt. Man lost sie mittels. 
Potenzreihenansatz, indem man setzt 


P= > 6, 2, (52c¢) | 
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fund bestimmt die Koeffizienten durch Vergleich. Fiir r — R gilt. 2 =, dwh. 


os = > a, . 
n=0 
‘Daher wird schlieBlich 


, iL 
RF, + (+ > sale Pall — Rv) Fe, 
2 
24 ==) — 22 0,— i 
RF “0, +{= Ont 5 —tkR — RY) ivan 


(52d) 


mit den Kern- 
vadungszahlen Z = 13, 29, 50 
and 79, bei Einfallsenergien 9250 
tron 15 ‘und 35 MeV. Die ent- 
yprechenden Werte fiir die 
Epo (46) stellte er in zwei 0.200 


W 0,100 

| =e 

'= 0,507 - 1011 WMeVv . em-}, 

rhalt man fiir kR den Wert 
(AR =7,35 - 10-3 WMP A's, 


Die Phasenverschiebungen 6, 
verden graphisch alsFunktion 
jer Energie in den Abb. 2a 
nd 2b wiedergegeben ; ebenso Abb. 2b. 


0,050 
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die W@Q fiir beide Modelle und die erwihnten Z-Werte und Energien in 
Abb. 3. 

Als allgemeine Wirkung des endlichen Kernradius kann ein Absinken des 
Streuquerschnittes festgestellt werden, besonders im Bereich gréBerer 
Streuwinkel. Dies steht in Ubereinstimmung mit den Untersuchungen von 
ELTON (I. c.). 


0.4: 205 40... 60m 80 100 4 20a OR 160» 


= HUGel i — == Senge 


Abb. 3. 


Uber die Streuung schneller Elektronen 2 


Bei punktformigem Kern werden die Streuwellen im Beobachtungspunkt 
|,,in Phase“‘ ankommen, so da8 maximale Intensitit auftritt. Bei endlichen 
_ Kernausdehnung dagegen werden die Streuwellen von den verschiedenen 
/Elementen des Kernes nicht in Phase eintreffen, sondern interferieren, die 
(Intensitat wird also geschwacht sein. Weiter wird die Vorwartsstreuung 
} weniger geschwicht werden, als die Riickwartsstreuung, da die Weglingen 
-der verschiedenen Streuwellen fast gleich sein werden und daher ungefahr 
| Phasengleichheit eintritt. Wegen der Abhangigkeit der Phasenverschiebung 
' von kf erzeugt eine Variation des Radius R bei konstantem Z den gleichen 
| Effekt, wie eine Variation der Energie. Daher liefern die Kurven fiir die 
| Phasenverschiebungen als Funktion der Energie auch gut die Abhingigkeit 
svom Radius. Die verschiedenen Ladungsverteilungen ergeben auch bei 
» ACHESON einen betrachtlichen Unterschied in der Streuung, besonders bei 
»hohen Energien und hohen Z-Werten, so da er auch zum SchluB kommt, 
'daB genaue Streuexperimente Auskiinfte iiber die Kernstruktur liefern 
/miiBten. Da dieser Effekt jedoch bei groBen Winkeln am stirksten auftritt, 
jist er schwierig zu beobachten, schon deshalb, weil der COULOMB-Streuquer- 
i schnitt bei groBen Winkeln sehr klein wird. AuSerdem kann man die zwei 
j Hinfliisse, einerseits den Typus der Ladungsverteilung, anderseits die GréBe 
ides Kernes selbst, schwer trennen. Es ist ja nur eine Phasenverschiebung, 
jnimlich 6,, zur Beschreibung der Streuung nétig. Im allgemeinen wird die 
| Phasenverschiebung, welche man bei Zugrundelegung des gleichférmig ver- 
i teilten Modells erhalt, bei gegebener Energie und gegebenem Z auch vom 
{ Schalenmodell erzeugt, wenn man einen Radius des Kernes von etwa drei- 
|) viertel der GréBe vom gleichférmig verteilten Modell annimmt. AuBerdem 
| differiert die Variation der Phasenverschiebung mit der Energie bei den zwei 
*betrachteten Modellen nicht geniigend, um zwischen beiden unterscheiden 
jzu kénnen. Die zweite Phasenverschiebung 6, variiert von 0,4°% von 6, bei 
}Z = 13 und W = 15 MeV bis zu 3% fiir Z = 79 und W = 35 MeV, ist daher 
* vernachlassigbar, ausgenommen vielleicht fiir sehr hohe Z und hohe Energien. 


}Der Nachteil der erwihnten Methode liegt darin, da8 nur kugelsymme- 
itrische Ladungsverteilungen betrachtet werden konnen, daher der EinfluB 
{des Kernquadrupolmomentes nicht berechnet werden kann’). Ferner wurde 
(von ACHESON nur der elastische Streufall behandelt. Es miBten die Wir- 
{kungen der Strahlung beriicksichtigt werden. Letzterer Effekt wird spater 
(noch eingehend zu behandeln sein, wenn wir auf die Strahlungskorrekturen 
}zu sprechen kommen. 

)Neuere Arbeiten befassen sich hauptsichlich mit gewissen Eigenschaften 
‘der Phasenverschiebungen und dem Einflu8 des verwendeten Kernmodells 
jauf dieselben, wie auf den Wirkungsquerschnitt. So zeigte ELTON (/6) noch, 
ida® die Phasendifferenz zwischen den Partialwellen der gestreuten Elek- 
itronen an punktférmigen und ausgedehnten Kernen fiir geniigend grofe 
| a-Werte positiv ist, im Gegensatz zum SCHRODINGER-Fall und daf dies nicht 
fallein dem relativistischen, sondern auch dem SpineinfluB zuzuschreiben ist. 
1) K. ParKER (18) zeigte, daB der EKinfluB des elektr. Quadrupolmomentes und magne- 
itischen Momentes des Kernes auf die Streuung schneller Elektronen beim heutigen 
Stand der experimentellen Technik nicht festgestellt werden kann. 
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Er leitet in der erwihnten Arbeit auch eine Naherungsformel fir 6, ab und 
diskutiert ihre Verwendung zur Ermittlung des Einflusses der verschiedenen 
Kernmodelle. Ferner finden ELTON und FESHBACH (17), da die Streuung 
schneller Eiektronen bis zu einem gewissen MaBe sogar dann vom gewahlten 
Kernmodell (Ladungsverteilung) unabhangig ist, wenn die Energien so groB 
gewihlt werden, da8 die Partialwellen der Streuung durch die endliche Aus- 
dehnung des Kernes modifiziert werden miiBten. Es besteht daher nach 
ihren Untersuchungen wenig Hoffnung, da Elektronenstreuversuche mit 
Energien der GréS8enordnung 
von etwa 40 MeV KEinblick in 
die Ladungsstruktur des Kern- 
inneren geben. 

Eine vor kurzem erschienene 
interessante Arbeit aus der 
Schule ELTON, SHEILA BREN 
NER, G. E. BROWN und 
L. R. B. ELTON (18) behandelt 
die elastische Streuung von 
125 MeV-Elektronen an Hg, 
(Z = 80) unter der Annahme 
von verschiedenen kugelsym- 
metrischen Modellen fiir die 
Ladungsverteilung. Die ge- 
nannten Autoren fanden, daB 
eine Rechtecksverteilung 


10 =25) 


10°26 


70.22 


Q—_ 


10 -28 
10°29 


10°30} ...-.--- Punktladung 
geglattet, rox 12 0=-0,7< Rk; 


m--- rechteckig, ro=12 a s 
a ; 9 @ = 0" fir a kh. 


zu einem ziemlich stark oszil- 
30° 60° 90° 120° 150° lierenden differentiellen Wir- 
— 2% kungsquerschnitt bei groBen 

Winkeln AnlaB gibt, wogegen 

der WQ bei einer Verteilung 
vom Radius R = 1,2-10-. A’/s em, in welcher die Kante der Rechtecks- 
verteilung abgerundet ist, die monotone Abnahme des experimentell ge- 
fundenen WQ wiedergibt. In Abb. 4 ist der Einflu8 der verschiedenen Ver- 
teilungen auf den WQ als Funktion des Streuwinkels sehr anschaulich zu 
sehen. Dabei legten die Autoren, neben dem punktférmigen Fall noch zwei 
Grenzfalle zugrunde, namlich die Rechtecksverteilung (zwei Varianten 
d.h. R =7)- 10-8 Asem mit r7 = 1,2 und ry = 1,4) einerseits und eine 
Verteilung mit einem ziemlich langen Ubergangsbereich derart, daB die 
elektrische Dichteverteilung von r=0O bis 7 ~©0,74 R naherungsweise 
homogen ist und anschlieBend sanft gegen Null abfallt, anderseits. Sie 
nehmen dazu zwischen r ~0,74 R und +r ©1,3 R folgende elektrische 
Ladungsdichte an: 


Abb. 4. 
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Dabei ist anzunehmen, daB die tatsichlichen Verhaltnisse ungefahr zwischen 
diese beiden Grenzfille zu liegen kommen. Im gegenwiirtigen Stadium der 
jexperimentellen Technik reicht die Genauigkeit allerdings nur aus, ziemlich 
allgemeine Higenschaften des Kernes zu bestimmen, weswegen man iiber die 
wenaue Kernstruktur noch nichts aussagen kann. Der differentielle Wirkungs- 
)querschnitt ist natiirlich sehr empfindlich gegeniiber der Wahl des Kern- 
vadius und die Rechtecksverteilung mit r) = 1,4 gibt die experimentellen 
/Ergebnisse nicht gut wieder. Sicherlich werden Streuversuche mit hdheren 
iEnergien empfindlicher gegeniiber den speziellen Eigenschaften der Kerne 
jsein. Dann wird vielleicht eine Entscheidung zwischen den beiden vor- 
Mringlichsten Fragen moglich sein, nimlich 1. Wie gro ist die zentrale 
i\Ladungsdichte ? 2. Wie scharf ist in Wirklichkeit der Radius des Kernes 
yiiberhaupt ? 
(Beispielsweise kann man fiir den Fall, daB® der differentielle Wirkungs- 
jquerschnitt im Energiebereich von 150 bis 200 MeV sanft verlauft, schlieBen, 
(zrenzung in diesem Bereiche ein oszillierendes Verhalten des differentiellen 
)WQ zur Folge haben wiirde. Die Verf. definieren ferner den Kernradius 
)rgendeiner Ladungsverteilung als den Radius jener homogenen Verteilung, 
Wie die gleiche niederenergetische Streuung liefern wiirde, wie das betrachtete 
{Partikelmodell. Wie bereits erwihnt (17), zeigte bekanntlich FESHBACH, 
jlaB niederenergetische Streuung modellinvariant ist. 

)Aus Abb. 4 ist ersichtlich, daB der oszillierende Charakter des differentiellen 
WQ bei einer rechteckigen Ladungsverteilung im Kern vollstandig ver- 
ischwindet, wenn die Kante dieser Verteilung abgeflacht wird. Diese stetige 


Die Streuung schneller Positronen wurde ebenfalls von mehreren Autoren 
ntersucht. Hier treten auch bei héheren Einfallsenergien starke Abwei- 
ishungen von der MotTtschen Theorie auf, so daB der EinfluB endlicher Kern- 
#ausdehnung zu untersuchen war, der bei kleinen Energien unmafgeblich ist. 
/ELTON und PARKER (9) behandelten die Streuung von Positronen der 
jEnergie von 20 MeV an Gold, unter der Annahme des Schalenmodells des 
iKernes. Sie fanden z. B eine Phasenverschiebung von 0,024 im Gegensatz 
sum punktférmigen Kern, wo sie 0,160 errechneten, also einen betracht- 
Jichen Einflu8. Wahrend nun im Falle der ersten BORNschen Naherung 
ixein Unterschied im Vergleich zur Elektronenstreuung auftritt, ergibt sich 
pei der Winkelverteilung fiir das Verhaltnis der WQ des ausgedehnten zum 
bunktformigen Kern im Positronenfall, eine ungefaihr symmetrische Kurve 
cur BorRNschen Naherung?) (Abb. 5a). 

Die Verminderung des WQ mit Zunahme des Streuwinkels ist also im Posi- 
/ronenfall kleiner als im Elektronenfall. Dies geht besonders augenscheinlich 
dius Abb. 5b hervor, in welcher das Verhaltnis zwischen Elektronen- und 
#Positronen WQ als Funktion des Streuwinkels aufgetrageu wurde. 

}dier sehen wir auch, da8 Kugel- und Schalenmodell sich nicht sehr unterschei- 
len, nur im Vergleich zum CoULOMB-Fall tritt eine merkbare Abweichung auf. 


) Dies ist aber bei Gold von rein theoretischer Bedeutung. 
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Die Autoren untersuchten auch zum ersten Mal den EinfluB der Strahlungs-. 
korrektur erster Ordnung im Anschlu8 an die Arbeit von SCHWINGER (19). . 
Dieser ergibt sich fiir Elektronen- und Positronenfall als gleich, wobei darauf! 
hinzuweisen ist, daB der Elektronenfall in einer Arbeit von ELTON und | 
ROBERTSON [(20) einige Druckfehler!] behandelt wurde. Er ist merkbar, , 
speziell bei hoheren Energien, wihrend der Einflu8 der Kernausdehnung im} 
Positronenfall geringer ist als im 
Elektronenfall, wie wir bereits ge- 
sehen haben. 


Abb. 5a. Abb. 5b. 


Was nun die experimentellen Arbeiten anbelangt, welche sich mit der 
Elektronenstreuung befassen, so wollen wir nunmehr einige der wichtigsten 
uns zuginglichen Untersuchungen vergleichen und einander gegentiber- 
stellen. 


III. Experimentelle Arbeiten und ihre Ergebnisse. 


Wie bereits in einer fritheren Arbeit (3) erwihnt wurde, ist das experimentelle 
Studium der Streuung schneller Elektronen weit schwieriger als das ent- 
sprechende Problem bei a-Teilchen. Wir haben in der folgenden Tabelle die 
wichtigsten experimentellen Arbeiten der letzten Jahre, welche uns zur Ver- 
fiigung standen, zusammengestellt, dabei wurden die Ergebnisse und ihr 
Vergleich mit der Theorie kurz charakterisiert. 

Die Versuche von F. C. CHAMPION und R. R. Roy (21), sowie von VAN DE 
GRAAFF, R. J. BUECHNER und H. FESHBACH (22) beziehen sich auf einen 
Energiebereich von etwa 0,5 bis 2,5 MeV sowie Ablenkungen fiir alle Winkel 
und ergaben gute Ubereinstimmung mit der alten MoTT-Formel (1). 

W. BOTHE (23) unterzog als erster die korrigierte MoTT-Formel (3) einer 
sorgfaltigen Uberpriifung und untersuchte bei einer Energie von 100 keV 
die Streuung an diinnen Folien verschiedener Ordnungszahl (Al, Au, Ag, Ni) 
unter einem mittleren Streuwinkel von 110°. Dabei ergab sich eine bessere 
Ubereinstimmung als nach der alten Mottschen Formel. In einer weiteren 
Arbeit (24) wurde vom gleichen Autor die Mc KINLEY-FESHBACH-Formel 
iberpriift und fiir Energien von 210 und 370 keV bei einem Streuwinkel von 
106° eine erhebliche Abweichung der Z-Abhangigkeit von der theoretisch 


madeeteve oo 
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8 geforderten gefunden. Als Bezugssubstanz wurde dabei Aluminium heran- 
® gezogen. Die iiberlagerte Vielfachstreuung wurde durch eine entsprechende 
» Korrektur beriicksichtigt. In der gleichfalls aus der Schule BOTHE stammen- 
»den Arbeit von E. KINZINGER und W. BoTHE (25) wurden die Unter- 
 suchungen verbessert fortgesetzt, wobei gegeniiber friiher (RaD + £) als 
) Elektronenquelle ein Bandgenerator Verwendung fand, der 245 keV- 
» Elektronen an diinnen Folien streute. Die Einzelstreumessungen wurden als 
¥ Relativmessungen von Ni, Ag und Au zu Al durchgefiihrt, als Messung der 
) Winkelverteilung fiir Al und als Absolutmessung des Streuquerschnittes von 
» Al fir den Streuwinkel von 50° Der Vergleich mit der Formel von 


— Theorie 
—-= experim. 


o---- experim. theor. 
Abb. 6. Abb. 7. 


Mc KINLEY-FESHBACH ergab folgendes wichtiges Ergebnis: Fiir Al wurden die 
theoretischen Absolutwerte des Streuquerschnittes itiber dem Winkelbereich 
+ = 30° — 150° bestatigt, fiir die hdheren Elemente ebenso fiir $ < 70°. 
Fiir die h6heren Elemente und fiir Streuwinkel 3 > 70° waren die gemessenen 
Streuquerschnitte kleiner als die theoretischen. Die Abweichungen nehmen 
mit 9 und Z zu und erreichen 37% fiir Au bei 150°: Wir haben in Abb. 6 zur 
Illustration die Resultate dieser Arbeit nach dem Original wiedergegeben. 
_ Die Autoren weisen in ihrer Diskussion bereits auf die Méglichkeit der Ein- 
wirkung einer endlichen Kernausdehnung, als Ursache der Abweichungen, 
hin. Aber auch die Strahlungskorrektur [SCHWINGER (19)] und der Einflu8 
der Bremsstrahlung wird als mégliche Ursache erwahnt. In Fortsetzung 
dieser Arbeiten wurden von E. KINZINGER (26) im wesentlichen die eben 
besprochenen Ergebnisse bestitigt. Die Abweichungen beim Verhaltnis der 
WQ von Au zu Al vom theoretischen Wert wurden im Energiebereich von 
150 — 400 keV bei einem Streuwinkel von 120° konstant gefunden. Es ergab 


enh Kernladungszahl 2 — 
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Tabelle 1: 


Elektronen- : 
gare BRC ee coe Vergleich mit 
Autor | Positronen- a substanz Theorie von 
MeV 
quelle 
1 2 3 4 5 
——————————————_——____—_ 0 ee 
F.C: CHAMPION U- Rak 0,5—1 N P (alteMottformel) 
R. R. Roy (27) ; 
VAN DE GRAAFF, | 
R. J. BUECHNER u. 1,5—2,3 P (alteMottformel) 
H. FESHBACH (22) 
| : 
Al, Au, P (Mott-URBAN- 
W. BoTHE (23) RaD+# 0,1 Ag, Ni SEXL) | 
| Al, Ni, 
W. BoTuHE (24) | RaD + £ | 0,21 u. 0,37 | ren: Pp 
E. KInZINGER u. Band- Ni, Ag, p 
W. BoTHE (25) generator | 0,245 Au, Al 
1 
KE. KINZINGER (26) Band: 0,245 Al, Au? (oP 
generator 
| Betatron Al, Cu 
W. PAUL u. > eae 
H. Rercu (27) | ee ~ 0,03 ee mee - 
E. M. Lyman, Betatron C, Al, P, R, Mott (alte 
A. O. HANSON u. AE 0,03 15,7 Cu, Ag, Streuformel, erste 
M. B. Scott (29) ER Au Ordnung in a) 
R. HorstaDTer, Li b He DS Bes 
H.R. FECHTER u. ae T1295 uo 160) } Os Tay Aenean | 
J.A. McInNtTyRE(30) | S°UeUMser Pb 
2 p : — 
R. W. Pip le 
C.L. Hammer u, | Synchro: | 39 4s |Z=46—82/ p 
E. C. RaKA (32) fron | 42> 14 
R. T. BAYARD u. Band- 
J. L. YntEma (34) | generator : Al Aus. cE: 


Es bedeuten: U Ubereinstimmung P Theorie der Punktladung 


| (Fortsetzung) 
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Winkel- stich 
boraicnis® Ubereinstimmung Anmerkungen 
| e 7 8 
| 20—180 U 
U 
110 | U 
106 starke Ab- Relative Streuquerschnitte in Abhangig- 
weichungen ke‘t von Z 
| Fiir héhere Elemente und &@ > 70° sind 
| U. far @ — 70° die gemessenen Streuquerschnitte kleiner 
| 30—150 her Al als die theoretischen. Zunahme der 
Abweichungen mit # und Z, fiir Au bei 
150° etwa 37% 
25 —150 Al: U Au zeigt fir # > 70° Abweichungen um 
Au: U fir #< 70° (25 + 2)% gegeniiber der Theorie 
+1: ° Fiir schwere Flomente und # > 60° 
60, 90, 1 bis # = : 
pe tae pepe ue Streuquerschnitte um etwa 15% kleiner 
Beriicksichtigung der Strahlungskor- 
rektur 1. Ordnung (SCHWINGER). Ver- 
30—150 UR besserung der Ubereinstimmung bei Ver- 
: wendung eines um 20% verkleinerten 
| Kernradius 
2 Vier verschiedene Typen von Ladungs- 
porate” UR verteilungen werden diskutiert 
60—100 UR Annahme: gleichmifige Ladungsver- 
teilung im Kern 
Gemessen wurde die Streuung bei 
30, 60, 90, ° ° : 
1960180 U # = 30°, 60°, 120°, 150°, relativ zu 
( ae == 90" 


R_ Theorie des endlichen Radius des Kernes 
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sich, daB dieser Quotient der WQ von Au und Al um (25 + 2)% kleiner war, 


als er nach der Theorie sein sollte. 

Ahnliche Ergebnisse veréffentlichten auch W. PAUL und H. REICH (27) 
ungefahr zur gleichen Zeit. Hier wurde ein Betatron als Elektronenquelle 
verwendet und die Einzelstreuung von 2,2 MeV-Elektronen um groBe 
Winkel von 60, 90 und 120° in Abhangigkeit von der Kernladungszahl Z der 
streuenden Substanzen studiert. Die Ergebnisse sind in der sehr instruktiven 
Abb. 7 wiedergegeben. Die Autoren stellten bis 50° Streuwinkel Uberein- 
stimmung mit der Theorie (Mc KINLEY-FESHBACH) fest und fanden von 
60° an bei schweren Elementen Abweichungen bis zu 15% unterhalb des 
theoretischen Wertes. Dabei wurde Al, Cu, Ag, Sn und Pt als Streusubstanz 
untersucht. Sie wiesen in der erwaihnten Arbeit darauf hin, daB nach den 
Berechnungen von ELTON und ACHESON (l.c.) ein EinfluB des endlichen 
Kernradius bei der verwendeten Energie noch nicht auftreten diirfte, was 


wegen der Energie, die das Elektron durch das Coulombfeld erhalt, bei — 


schweren Kernen nicht ganz stimmen diirfte. [Vgl. FREESE und HAIN (27a)]. 
Allerdings stellten BOTHE und KINZINGER (l.c.) schon bei kleineren 
Energien die gleichen Abweichungen bei Winkeln oberhalb 60° fest, wo nach 


Rechnungen von FREESE und HAIN (28) eine Beeinflussung durch endlichen — 
Kernradius keinesfalls in Frage kommt. Auch bei 2 MeV macht sie nur bis~ 


9% aus, bei kleinerem Kernradius noch weniger. So ware nur mehr ein 
Strahlungseffekt, wie er von SCHWINGER zum ersten Male berechnet wurde, 
als Ursache ins Auge zu fassen. Eine Herabsetzung des WQ um etwa 10% 
kann hierdurch verursacht werden, wie wir spiter eingehender ausfihren 
wollen, ist aber in erster Naherung von Z unabhangig und miiBte sich dem- 
nach nur in der Winkelabhangigkeit des WQ bemerkbar machen. Daher 
kamen PAUL und REICH abschlieBend in ihrer Arbeit zu keiner plausiblen 
Erklarung fiir die gefundenen Abweichungen. 

Eine weitere sehr interessante Arbeit wurde von E. M. LyMAN, A. O. HANSON 
und M.B.ScoTr (29) 1951 verdffentlicht. Diese verwendeten auch ein 
Betatron als Elektronenquelle fiir 15,7 MeV-Elektronen und C, Al, Cu und Ag 
als streuende Substanz. Sie verglichen ihre Messungen iiber den Winkel- 
bereich von 30 — 150° mit der alten MotTschen Formel (nur bis zur 1. Ord- 
nung in @,) und mit Mc KINLEY-FESHBACH einerseits, andererseits aber auch 
mit den Ergebnissen der oben erwihnten theoretischen Arbeiten von ELTON 
und ACHESON iiber die Streuung bei endlichem Kernradius. Hierbei zeigte 
sich gute Ubereinstimmung bei Annahme eines Kernes mit kugelférmiger 
Ladungsverteilung innerhalb der Grenzen der MeBgenauigkeit und der 
Unzulanglichkeit der theoretischen Annahmen. Als weiteres interessantes 
Ergebnis der Arbeit kann die Feststellung angesehen werden, da8 bei 
Zugrundelegung eines um ca. 20% kleineren Kernradius als jenem, der aus 
der Formel mit R & 1,37. A’. 10-33 em gewonnen wird, bessere Uber- 
einstimmung erzielt werden kann. Dies deutet auf eine dichtere Packung der 
Protonen innerhalb des Kernes hin, obwohl Griinde fiir die Erwartung be- 
stehen, da die Ladungsverteilung ihre groBte Dichte gerade gegen die 
Peripherie des Kernes zu haben miifte. AuBerdem verwendeten diese 
Autoren auch die Strahlungskorrektur 1. Ordnung und fanden durch ihre 
Beriicksichtigung eine Verbesserung der Ubereinstimmung. 
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| Als sehr instruktiv ist auch die Arbeit von R. HOFSTADTER, H. R. FECHTER 
fund J.A.McINTYRE (30) anzusehen. Diese verwenden einen Linearbe- 
schleuniger als Elektronenquelle der von ihnen untersuchten Streuung von 
(125 und 150 MeV-Elektronen in den Winkelbereich von 30 — 100°. Als 
/Streusubstanz wurde H, D, Be, C, Ta, Au und Pb herangezogen. Dabei 
4 diskutierten die Autoren vier ver schiedene Typen von Ladungsverteilungen : 


)1. Exponentiell 0 = e+/4 
\2. Halb gleichférmig und halb nach Gauss verteilt 


-3(F) 
oo, 10 0 <7 —c: oO = pe... fir roc, 


l r 2 

13. Gauss O10; er" ts) 

14. gleichférmig verteilt (Kugel) 
oso, fir 0<r<,¢;" 0 = 0 fir r>"c. 


| Sie verfolgten in ihrer Arbeit eine Vermutung weiter, die sie bereits in einer 
| kurzen friiher veréffentlichten Note (30), betreffs des Kern von Au machten, 
) namlich, da& dieser Kern keine scharfe Begrenzung habe. Als vorliufiges 
| Ergebnis fanden sie: Die Winkelverteilung bei Ta, Au, Pb weist in Richtung 
dieser Vermutung und die Ladungsverteilung schw erer Kerne weicht ziem- 
lich stark von der Annahme einer gleichférmigen Verteilung ab. Versuche in 
dieser Richtung werden jedoch zur Klarstellung sicherlich noch vonnéten 
sein. 

| Der Untersuchung des Streuproblems bei Annahme endlicher Kernaus- 
dehnung ist auch die Arbeit von R. W. PIDD von R. L. HAMMER und E. C 
| RAKA (32) gewidmet. Diese verwenden 30 bis 45 MeV-Elektronen von einem 
Synchotron als Elektronenquelle und untersuchten Streusubstanzen, von 
Z = 46 — 52 und Z = 74. Sie fanden Ubereinstimmung mit der Theorie bei 
endlichem Kernradius fiir den Winkelbereich von 60 — 100°. Dabei legten 
sie gleichformige Ladungsverteilung zugrunde. Fiir Wolfram (Z = 74) wurde 
ein Kernradius nach der Formel 


R= (1,0; 0,1) - 10-18 .. Avs cm 


-angenommen, dabei gute Ubereinstimmung mit ACHESON festgestellt, 
_wihrend fiir Zinn (Z = 50) 


R= (131.4 0,1) 10-38 Asem 


benutzt wurde. Dabei wiesen die Autoren darauf hin, daB ein von R. R. 
Witson (33) vorgeschlagenes Kernmodell zur besten Ubereinstimmung aller 
Daten fiihrt. Dieses Modell sieht einen festen Kern, umgeben von einer 
exponentiell abklingenden Ladungsverteilung, vor. 

Als letzte und neueste zu besprechende Arbeit sei die von R. T. BAYARD und 
J. L. YNTEMA (34) erwiihnt, welche die elastische Streuung von 1 MeV- 
Elektronen an Al und Au zum Gegenstand hat. Als Elektronenquelle beniitzten 
sie einen Bandgenerator und fiihrten Messungen der relativen Zahl ge- 
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streuter Elektronen in die Streuwinkel 9% = 30°, 60°, 90°, 120° und 150° 
durch. Dabei wurde das Verhaltnis der Streuung zu der bei 90° bestimmt und 
mit der Formel von MCKINLEY und FESHBACH verglichen. Die Abweichungen 
zwischen Theorie und Experiment betragen interessanteweise nicht mehr 
als 1,5%, so daB sie die von den anderen Autoren gefundenen Diskrepanzen 
nicht bestatigen konnen. 

Wir sehen also, daB die Resultate der Experimente zur Streuung schneller 
Elektronen sehr verschieden sind und derzeit noch weitere Experimente 
erforderlich sind, um eine sichere Entscheidung herbeifiihren zu kénnen. Im 
weiteren Sinne kommt diesen Streuversuchen mit Elektronen auBerdem 
noch deshalb Bedeutung zu, als hier ein Versagen der Theorie gleichzeitg eine 
Begrenzung der Giiltigkeit der DIRACschen Theorie an sich zur Folge hatte 
und man bisher vermutete, daB hierfiir Anzeichen vorlagen. Wie wir gesehen 
haben, lassen sich aber alle Diskrepanzen zwischen Theorie und Experiment 
immer wieder durch Verbesserung der Anpassung der Annahmen an die 
Wirklichkeit beseitigen; so stellte sich z. B. bei héheren Energien heraus, 
daB die Idealisierung des Kernes durch eine punktférmige Ladung die Ver- 
haltnisse nicht richtig wiedergibt und man zu endlichen Radien tibergehen ~ 
mu8, um der wirklichen Situation gerecht zu werden. Wir sind also noch 
lange nicht am Ende des Giiltigkeitsbereiches der D1RACschen Theorie 
angelangt. 

Im nachsten Abschnitt IV wenden wir uns einer anderen Behandlungs- 
methode des Problems zu, namlich dér BORNschen Naherungsmethode. 
Unter Benititzung der neu entwickelten Methoden von SCHWINGER, TOMO- 
NAGA und FEYNMAN wird sie in eine besonders iibersichtliche Form gebracht 
und gestattet unser Problem, unter Beriicksichtigung aller noch auftretenden 
Effekte, wie Bremsstrahlung, Abstrahlung usw. verhaltnismaBig einfach zu 
behandeln. Wir geben eingangs zur besseren Erklarung eine kurze Einfiihrung 
in die neue Stérungsmethode und beriicksichtigen alle auf unser Problem 
beztiglichen neueren Arbeiten. 


Wahrend des Erscheinens dieser Arbeit sind einige wichtige neue Veréffent- 
lichungen publiziert worden, die wir im Nachfolgenden noch referieren 
wollen. Die Theorie wurde besonders durch Verwendung aneinanderge- 
stiickelter Potentiale verbessert. Es werden fiir jedes Gebiet getrennt 
Lésungen aufgestellt, die an der Grenze stetig aneinandergestiickelt werden. 
Daher sind also fiir jeden Bereich zwei gekoppelte Differentialgleichungen 
erster Ordnung zu losen. Da die Lésung nur fiir wenige Potentiale in ana- 
lytischer Form moglich ist und da selbst in diesen Fallen fiir Anpassung kom- 
plizierte Rechnungen nétig sind, gibt man die Losung am besten in Potenz- 
reihen an, die an der Trennstelle an eine Linearkombination der COULOMB- 
Lésungen angeschlossen wird. Die zugehérigen Phasenverschiebungen 

erhalt man durch die entsprechenden fiir den COULOMB-Fall ausgedriickt. 
Diese wurden ebenso wie die entsprechenden Losungen tabelliert. Hier mu8 
auf einen Kunstgriff hingewiesen werden1), der es gestattet, bei der Auf- 
summierung der Reihen von f(#) die Konvergenz des Verfahrens wesentlich 


; P. R. YENNIE, D. G. RAVENHALL, R. N. WILSON, Phys. Rev. 95, 500 (1954) ibid. 96, 
239 (1954). 
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zu verbessern. Bisher setzte man an: f(#) = f, + (f — f,), wobei f, die tabel- 
lierte COULOMB-Funktion ist, und 


1 : : : J 
f-f= dik (e2*ar <2 424) (i af 5) (?,_2 sie Pp | 


| Die Summe konvergiert rasch genug, obwohl 7; und y, fiir sich nicht klein 
werden. Nachteil dieser Methode ist, daB fiir hohe Energien und groBe Streu- 
winkel f < f, gilt, so daB sich f, und (f — f,) nahezu aufhebt und man beide 
| Ausdriicke sehr genau bendtigt, um ein genaues Resultat zu erhalten. Zur 
| Verbesserung der Konvergenz geht man so vor: 

| Man betrachtet statt 

j 1 


g(?) — >) a, P, (cos #) 


~ 2b 4 
die ,,reduzierte‘‘ Reihe 


m —_ 1 yom > 
(1 — cos 8)” g(8) = sik = a,’ P; (cos #). 


Durch Verwendung der bekannten Rekursionsformeln fiir die P; laBt sich 


at” durch a, ausdriicken; diese Reihe konvergiert nun ungleich rascher, und 
es geniigt m = 3 zu setzen, um gute Resultate zu erhalten. Die Berechnung 
' wird daher meistens nach diesem Verfahren vorgenommen. Sie muB fiir jedes 
_Z, jede Energie und jede Ladungsverteilung getrennt numerisch erfolgen. Die 
Arbeitsgruppe der Universitat Stanford+) ging in der Summierung der Reihe 
bis zu l = 9. Dabei war die experimentelle Anordnung folgende: Ein Strahl 
_,,monoenergetischer‘‘ Elektronen aus einem Linearbeschleuniger wurde durch 
-ein System von zwei Magneten abgelenkt, wobei der erste den Strahl zer- 
streut, der zweite ihn wieder fokussiert. Dazwischen wurde durch eine Blende 
eine Beschrankung auf eine bestimmte Energie (+ 0,5 bis 3%) erreicht. Die 
Fokussierung erfolgt auf einem Fleck von 1x3mm. Die Divergenz des 
'Strahls ist wegen der groBen Brennweite von etwa 3m klein. Gamma- 
-strahlen von der Blende und vom Beschleuniger selbst kénnen wegen der 
-doppelten Ablenkung das MeBresultat nicht stéren. Der Strahl wird auf eine 
Kammer gerichtet, in der die Streufolie angebracht ist. Das ganze Ab- 
lJenkungssystem und die Kammer sind hochgradig evakuiert. Die gestreuten 
Elektronen verlassen die Kammer durch ein diinnes Aluminiumfenster, 
fliegen etwa 3cm durch Luft und gelangen dann in den §-Spektrographen. 
_Das ist eine weitere evakuierte Kammer, die sich zwischen den Polschuhen 
eines starken Magneten befindet, der ein inhomogenes Feld hervorruft. Er 
_wiegt 2!/, t und ist auf der Biihne eines Flakgeschiitzes montiert. Es wurden 
liber gréBere Zeiten Felder von 12 bis 13000 Gau8 mit grofer Konstanz er- 
halten. Im Magnetfeld fachert der Strahl der gestreuten Elektronen auf. Mit 
einer engen Blende wird der interessierende Teil herausgesondert und mit 
einem Gerenkov-Zahler und Photovervielfacher gezaéhlt. Das sekundire Auf- 
lésungsvermogen soll 0,28 bis 0,5% betragen. Unter ,,Auflosungsvermégen‘‘ 
versteht man die durch die endliche Breite der Blende gegebene Energie- 


1) HOFSTADTER, HAuN u.a., Phys. Rev. 95, 512 (1954). 


i 


32 P. URBAN 


unschirfe. Es werden also Elektronen im Bereiche # + AFH als ,,monoener- 
getisch“ registriert. 4 #/# heiBt das Auflésungsvermégen. Die Maximalener- 
gie, die an ein Bremsquant abgegeben werden kann, ohne daB der ProzeB als 
,,inelastisch‘‘ verworfen wird, ist daher ebenfalls 1 #. Gemessen wurde die 
Zahl der Teilchen fiir eine Stellung des Magneten bei Durchlaufen aller Feld- 
stirken. Beobachtet wurde die Streuung von Elektronen mit Energien 
zwischen 80 und 180 MeV an Gold, Blei, Tantal und Beryllium. Die Folien 
waren 2 bis 4 mil dick (bei Be etwa 50 mil). Die Mehrfachstreuung gibt einen 
Fehler. von héchstens 0,1°%, ebenso die Doppelstreuung bei gréBeren Streu- 
winkeln. 


Disskussion der Ergebnisse: 
1. Definition des Kernradius. 


Da meist Ladungsverteilungen mit sanftem Abfall diskutiert werden, muB 
der ,,Radius‘‘ definiert werden. Wir normieren die Ladungsverteilung o (2) 
4a f g(x) adx = Ze und definieren einen ,,mittleren Radius“ 


V=rs = Fe | a(x) a1. 


Mit Hilfe der Beziehung 


definiert, man den Kernradius R. 
Wir setzen auBerdem 


= REV 10s 
2. Mittlere Energien: 
> me, aber, A= R: 


In diesem Bereich mu8 unter Umstianden, trotz der letzteren Bedingung, eine 
endliche Kernausdehnung betrachtet werden, da die Elektronen in der Nahe 
des Kernes eine héhere Geschwindigkeit haben als vor und nach dem. StoB 
und ihre Wellenlange doch klein genug wird. Man braucht nur die ersten Partial- 
wellen zu betrachten, fiir nicht zu schwere Kerne geniigt sogar 7. Studiert 
wurden hauptsachlich die gleichmaBige Verteilung und die Schalenverteilung. 
Ks stellte sich jedoch heraus, daB es nicht mdglich ist, zwischen verschiedenen 
Ladungsverteilungen zu unterscheiden, da alle Verteilungen denselben 
Wirkungsquerschnitt liefern, die unsere Bedingungen mit Ry = 1,2 erfiillen. 
Der Wirkungsquerschnitt hingt nimlich nur von V<rs> ab. Dadurch wird 
die Definition von R besonders sinnvoll. Man kann etwa den Kernradius 
einer gegebenen Verteilung als Radius jener Rechtecksverteilung definieren, 
welche dieselbe niederenergetische Streuung liefert. Das ist mit unserer 
zweiten Definition vereinbar, da fiir die Rechtecksverteilung 


folgt. 
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3. Hohe Energien (Stanford-Experimente). 


Hs stehen nur mehr 2 Modelle zur Diskussion: 


Die ,,abgerundete gleichmaBige“ Verteilung 


ont Ze 
| a(x) = jiaackies a ek(@—e) 
Fir e** S> 1 ist 
1 Cc 
6 0 = Tel oie) a 


ind die ,,wine bottle“-Verteilung 
__ Ze(1 + (2/d)*) 
Oe rt tet le—oy] 


Diese Modelle sind alle mehrparametrig zum Unterschied von den ersten 
seiden. Die bisher studierten einparametrigen Modelle wurden durch Ver- 
zleich des Wirkungsquerschnittes fiir dasselbe Element bei verschiedenen 
Energien ausgeschlossen. Nimmt man nur eine Energie, so gibe es noch Aus- 
wahl zwischen mehreren Verteilungen, insbesondere kime die Expotential- 
verteilung 


vu 


o = Ze -e-*/* in Frage. 


Die beste Ubereinstimmung liefert die abgerundete gleichmakige Verteilung 
inter der Annahme 


k = 2,20, c = 6,63 - C, das entspricht R, = 1,2 
und einer ,,Dicke der Kernoberflache“ s = 1,65, also etwa !/, des ,,Radius“ C. 
Dabei wurde s folgend definiert 


| o (x —C)? dx. 


0 


1 

a 
 teaze 
Die Ladungsverteilung hat nach 7,99 - 10-!8 auf 1/9 abgenommen.) Es 1aBt 
sich zeigen, daB die DE BROGLIE-Wellenlange des Elektrons gro8 gegen s ist 
und daher die genaue Form des Abfalls unwichtig ist. Durch Rechnung wurde 
gezeigt, daB Modelle mit verschiedener Form (sogar mit linearem Abfall) aber 
mit gleichem C und s denselben Wirkungsquerschnitt liefern. Bei h6- 
heren Energien wird das nicht mehr der Fall sein (bei 600 MeV betragt 
few 2-10-18). 
Noch eran kleine Abweichungen bei 150 MeV wollen die Stanford- 
leute eventuell mit dem letzten Modell erklaren, wobei zu erwahnen ist, daB 
die Birmingham- Gruppe dasselbe Resultat erhalten haben soll. Hierbei handelt 
es sich jedoch nur um vorlaiufige Angaben. AbschlieBend ist zu ersehen, dah 
man bei sehr hohen Energien noch genauere Auskiinfte tiber die Ladungsver- 
teilung erwarten darf, weil man dann Modelle mit noch mehr Parametern 
verwenden muB. 

3 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 


34 P. URBAN 


IV. Die Bornsche Niherung 
1. Allgemeine Erlauterung der Methode. 


a) Stérungsrechnung?). 
Zum Unterschied von der exakten Lésungsmethode handelt es sich bei der 


Bornschen Naherung um ein Approximationsverfahren, das sich vor allem: 
bei Streuproblemen sehr bewihrt hat. Besteht die HAMILTON-Funktion 


5 =| Hdr 
aus zwei Teilen, von denen einer eine kleine Stérung darstellt, 

§=H+ 9 (1), 
so kann man eine Storungsrechnung betreiben, d.h. man kann Lésungen: 
eines Problems | 

Lay 
Ane (2) 
suchen, die mit Hilfe von ,,Potenzreihen‘ in §’ aus solchen von 
Liroy 
Paeiis, Losier we — 0 3 | 
Slay coe (3) 


aufgebaut sind. Eine genauere Entwicklung der Stérungsrechnung findet 
man in den meisten Lehrbiichern der Quantenmechanik. In den letzten 
Jahren wurden nun neue Gesichtspunkte herausgekehrt, die es gestatten, 
die Rechnung in wesentlich einfacherer und iibersichtlicherer Weise als in 
der iilteren Theorie aufzubauen. Wir werden im folgenden stets diese Me- 
thoden verwenden; fiir ihre genaue Entwicklung mu8 auf die einschlagigen 
Arbeiten verwiesen werden. Der Vollstandigkeit halber skizzieren wir trotz- 
dem ganz kurz den Weg. 

Mit Hilfe des Ansatzes 


D0. (4) 

U, = exp 1 Dot (4a) 

gehen wir zu einem anderen Zustandsvektor @ iiber. Dieser erfiillt dann die 
Gleichung wae 

Fea: CED Ua @ = Oe (5) 


Die Transformation (4) ist eine kanonische Transformation, die Darstellung, 
in der ® das physikalische System beschreibt, hei®t Wechselwirkungs- 
darstelliing. Wir bezeichnen die Operatoren in dieser Darstellung mit “: 


en 
DiS, Ore 


1) Wir setzen hier 4 =c = 1 und verwenden das HEAVISIDEsche MaBsystem, in 
e2 e2 
‘lel ites ——— = ——! 
welchem gilt a dake Ta 
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Die Bewegungsgleichung (5) lautet dann 
1 ae 


+ 


+9 =0. (5a) 


Denken wir uns die Stérung zur Zeit t = — 00 adiabatisch eingeschaltet, so 
lautet die Randbedingung fiir ® 


Di. = ®, = konst. (7) 


Lassen wir ®(t) aus ®, durch Wirken einer unitiren Transformation U,(t) 
hervorgehen, 


P(t) = U,(t)B, (8) 
so gilt fiir U,(t) dieselbe Differentialgleichung (5a) wie fiir ®. Zusammen 
mit der Randbedingung 

: U,(—oo) =1, (9) 
die sofort aus (7) folgt, ist diese Differentialgleichung aquivalent der Integral- 


gleichung : 


: aN 
U,(t) =1—if §°U,(r) dr. (10) 
Durch Iteration finden wir als Lésung die Reihe 
“SN 


Hy =1 4 Be) t) dt + (—?) fat [at's 9 GCE ree 


—co 


p(%—1) e 


co £ uv’ “™. 
ye 1 eal OD dt’ dt’ : di@— 1) t Ht ) 7 , AG) “aa iki 
Peden nd he “ing Gt) 9 (t)--- (11) 


Durch elementare Umformungen und Vertauschung der Integrations- 
variablen kann dieser Ausdruck vereinfacht werden zu 


Uy) =1+ 5 (-4 


x [a at ro fae Be 1) 8 t") SH) (12) 


—co 


dabei bedeutet 7’ das DySoN-Wicksche Symbol, d.h. die Faktoren sind in 
der Reihenfolge anzuschreiben, in der die Argumente von rechts nach links 
wachsen, wobei bei antikommutativen Faktoren noch das Vorzeichen der 
Permutation dazukommt. 

Von besonderer Bedeutung fiir die Berechnung der WQ bei Streuvorgingen 
ist der Operator U(oo) = S, den wir im folgenden ausschlieBlich beniitzen 
wollen. Er beschreibt die gesamte Anderung am System infolge der Wechsel- 
wirkung. 

3* 
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b) Spezielle Wechselwirkungsterme und Abgrenzung der Niherung. 


Im allgemeinen besteht §’ aus zwei Ausdriicken, die die Wechselwirkung des 
Elektrons mit dem duBeren Feld (speziell mit dem statischen Feld des Atom- 
kernes) und mit einem Strahlungsfeld beschreiben 


%' = §O + 9” (13) 
HO = — ep(x) AP(x) p(x) (14) 
HO = — ep(x) At(z) y(2) (15) 


1 
ih 0 

Hierin bedeutet |A| > A = A, y“; unsere Metrik ist g,, = On Ons 
0 


0 
Aj, bedeutet dabei das Vektorpotential des iuBeren Feldes. Wir betrachten 
stets ein zeitlich konstantes Potential von der Form 


Af, (22) = (p(), 0, 0, 0). (16) 
Die Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld beschreibt entweder die 


Emission von reellen Bremsquanten (inelastische Streuung, Strahlungs- 
verlust des Elektrons) oder die Emission und nachfolgende Absorption 
virtueller Quanten, die Wechselwirkung mit dem Vakuum, Selbstenergie- 
effekte usw. (Strahlungskorrekturen). Wir erhalten so eine Doppelreihe fiir S 
[| 


m!n! // 


+oco 
-[ dt dt’ ...dim+ 7 


— co 


Si Lay (0) ae 


“N TaN “~N 
(s) 


(HOU) «He omy "Ger eorryy. . Ge come). (17) 


Der (m,n)-Term dieser Doppelreihe heiBt m-te BORNsche Naiherung zum 
ProzeB n-ter Ordnung. Natiirlich gelten fiir die beiden Summen im allge- 
meinen verschiedene Konvergenzkriterien. Wir betrachten nun kurz eventuell 
vorkommende Entwicklungsparameter, beziehen uns dabei aber nicht auf S, 
sondern auf die fir den WQ notige Gréfe |S|?. Vernachlassigt man 9 
gegen 9), so erhalt man eine Reihe, deren Entwicklungsparameter a ist. 
Wegen der Kleinheit von a@ sind jedenfalls die niedrigsten Terme ausreichend. 
Vernachlassigt man hingegen ), so lautet der Entwicklungsparameter fiir 
reines oder abgeschirmtes COULOMB- Potential, wie aus der Form der S-Matrix 
ersichtlich ist, Za/B [vg]. MUI (35)]. Uber eine Erweiterung der Betrachtung 
auf andere Potentiale wird noch zu sprechen sein. Fiir schwere Kerne einer- 
seits und kleine Geschwindigkeiten andrerseits wird daher die BORNsche 
Naherung keine gute Approximation darstellen. Daher werden wir im folgen- 
den ©) nur in erster Niherung beriicksichtigen (Prozesse erster Ordnung), 
hingegen werden wir im Rahmen der mathematischen Méglichkeiten auch 
héhere BORNsche Niherungen, insbesondere die zweite, betrachten. 


c) Zur Berechnung der Matrixelemente und Graphen. 


Fir die Berechnung der einzelnen Matrixelemente der S-Matrix wurden von 
Dyson, FEYNMAN, WICK und anderen iibersichtlichen Methoden entwickelt. 
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Durch Verwendung der Methode der zweiten Quantelung erhalt man mit 
Hilfe von 


<T (p(x) p(y)So = iS, (x+y) "1 en tt.t-) (p + m) 


—4 

rv care P p? —m2 +76 
die Matrixelemente fiir die einzelnen Uberginge. Wir setzen die Kenntnis 
der oben erwihnten Methoden hier voraus. 

Es kann jedem Matrixelement bekanntlich ein graphisches Bild in eindeutiger 
Weise zugeordnet werden, das eine gewisse anschauliche Bedeutung besitzt. 
Die Zuordnung wird durch eine Substitutionsvorschrift gewiahrleistet, die 
jene mathematischen Ausdriicke angibt, die den einzelnen Zeichenelementen 
der Graphen entsprechen. Nun ist die Rechnung im Impulsraum stets ein- 
facher als im Ortsraum. Wir geben daher stets die Impulsraumformen der 
Matrixelemente an. Diese haben fiir die elastische Streuung, bei zeitlich 
konstantem Potential, stets die Form (36) 


(18) 


U(p') Qu(p) 6 (Po — Po) (19) 
bzw. fir inelastische Streuung 
u(p') Qu (p) 5 (Po — ky — p4). (20) 


d) Wirkungsquerschnitt. 
Wir haben zunichst Pa M;} M zu bilden, wobei die M; als Matrixelemente 


zu verstehen sind. Es edeuret M} das Matrixelement (M #) zum umgekehrten 
ProzeB, in dem alle Operatoren in umgekehrter Reihenfolge zu stehen haben 
und ‘iberall ¢ durch -7 zu ersetzen ist. Das Resultat ist tiber die Spinrichtungen 
des Elektrons vor der Streuung zu mitteJn und uber die Spinrichtungen 
nach der Streuung zu summieren. Mit Rilfe der Projektionsoperatoren 
k6nnen wir in bekannter Weise die Spinsummationen in solche tiber alle vier 
Spinoren iiberfiihren und die Spur der Operatoren bilden. Durch geeignete 
Umordnung der Faktoren geht M,;Mf in M}M, iiber, so daB wir stets nur 
einen der beiden Terme zu betrachten brauchen. Aufferdem sieht man, daB 
die Imaginarteile von Mj M, wegfallen. 

Nach Division durch den einfallenden Strom ergibt sich fiir den Wirkungs- 
querschnitt 


© = oapage | HP’ ap, SPA +m) OUD’ +m) Op —myy (2H 
po>0 
Fiir die elastische Streuung hat Q; stets die Form ’ 
Q; = Qi 6 (Po — Po) (22) 
und wir finden einfach 
a =2 ol dP, a Sp (p + m) Q;* (p+ m) Q (23) 


mit ; me ast, 
P =p, und |p| =|p']. (24) 
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Mittels (20) wird der WQ fiir die unelastische Streuung, wegen 
1 
vider d4 i é ee m?*) 
= [ap d(p 
| Bl 2) ae > 
6(k?) 6 (> — Py) — ho) f =/Ue d | p’| dQ 6 (p? — 2 poky + 
0 


+B py oy f= 4 | dQ a 5(K) f (25) 
& P 


. =; 

5 = 5a | a0 de® 30) 1 Sp + m) OF (p +m) Oy 28) 
22 lp| 4 

-wobei 


a es 
|p’ Syn pone Po = Py + ko (27) 


gesetzt wurde. 

Der Wirkungsquerschnitt enthalt im allgemeinen noch Divergenzen, und 
zwar zwei verschiedene Typen: 

1. Ultraviolettkatastrophen. Sie sind mittels der titblichen Verfahren abzu- 
trennen und bewirken nur eine Anderung der Konstanten e und m. Wir ver- 
wenden stets die beobachtbare Ladung und Masse, denken uns die Renor- 
mierung also bereits durchgefiihrt. y 

2. Infrarotkatastrophen. Uber diese wird noch gesprochen werden. 


e) Beseitigung der Infrarotdivergenz. 


Die bei kleinen Impulsen auftretenden Divergenzen sind viel weniger kritisch 
als die Ultraviolettkatastrophen, da man ihr Zustandekommen physikalisch 
besser verstehen kann. Sie treten dann auf, wenn bei einem ProzeB virtuelle 
Photonen im Spiel sind. Es ist bei solchen Prozessen stets tiber Energie und 
Impuls des virtuellen Photons zu integrieren. Mit Hilfe der Substitutions- 
vorschrift kann das sofort erkannt werden. Fiir eine innere Photonlinie tritt 
ein Ausdruck D, (k) = — 1/k? auf, der bei Integration fiir kleine k Divergenzen 
liefert. Hat nun das virtuelle Photon eine sehr kleine Energie, so 1aBt es sich 
von einem eventuell emittierten reellen Photon nicht unterscheiden, wie 
gleich gezeigt werden soll. Sind nur virtuelle Ubergange zugelassen, so bleibt 
der Impuls und die Energie des Elektrons erhalten (bei Streuprozessen spricht 
man von elastischer Streuung). Werden hingegen reelle Photonen emittiert, 
so wird ein Teil von Impuls und Energie an diese abgegeben (inelastische 
Streuung, Emission von Bremsstrahlung). Handelt es sich um kleine Energie- 
und Impulsbetrage, so laBt sich durch die begrenzte Genauigkeit der experi- 
mentellen Anordnung (Endliches Auflésungsvermégen des 8-Spektrographen) 
nicht kontrollieren, ob das beobachtete Teilchen seine Energie beim ProzeB 
andert oder nicht, daher 148t sich nicht kontrollieren, ob der StreuprozeB 
elastisch erfolgt ist oder nicht, ob also nur virtuelle oder ob auch reelle 
Photonen beteiligt waren. Eine streng elastische Streuung 14Bt sich also nie 
beobachten. Hine diesem experimentellen Tatbestand angepaBte Beschrei- 


Sees 
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bung ist offenbar die, daB man zu dem WQ des entsprechenden elastischen 
Streuprozesses den des unelastischen addiert, wobei iiber Energie und Impuls 
les abgestrahlten reellen Photons (Bremsquant) zu integrieren ist, weil ja 
Photonen aller méglichen Energien abgestrahlt werden kénnen. Eine obere 
jorenze fiir die Energie des Bremsquants stellt natiirlich die kinetische Energie 
des Streuteilchens dar, das nicht mehr Energie als seine kinetische abgeben 
xann. Daher wire im allgemeinen bis zu dieser Energie zu integrieren. 
Meistens ist jedoch die Betrachtung des inelastischen Streufalles sowohl aus 
‘heoretischen als auch aus experimentellen Griinden nicht erwiinscht. Die 
Integration tiber die Energie des oder der abgestrahlten Quanten laiuft dann 
von Null bis zu einem gegen die kinetische Energie des Elektrons kleinen 
iEnergiebetrag A #, der durch das Auflésungsvermégen des 6-Spektrographen 
bestimmt ist (Quasielastische Streuung). Bei einem kleineren Energieverlust 
Is A E wird die Streuung als quasielastisch angesprochen. AE geht als dem 
Experiment zu entnehmender Parameter in die Streuformel ein. Der Vorteil 
ist, daB im W@ fiir die inelastische Streuung fiir kleine k genihert werden 
darf, wodurch sich dieser meist betrachtlich vereinfacht. 

Tatsachlich 1a8t sich nun ganz allgemein zeigen (37), da& durch diesen Vor- 
gang gleichzeitig alle Infrarotdivergenzen herausfallen. Es treten nimlich 
im WQ der inelastischen Streuung bei k ~ 0 ebenfalls Divergenzen auf, die 
sich gegen die entsprechenden im elastischen Streuquerschnitt genau weg- 
heben. Wir bringen hier nicht den allgemeinen Beweis, da fiir jeden ProzeB 
die Rechnung fiir den elastischen und inelastischen Streufall getrennt durch- 
gefiihrt werden mu, weil die Prozesse zu verschiedenen Graphen gehoren. 
‘AuBerdem stellt das Herausfallen der Infrarotdivergenzen eine wertvolle 
Kontrolle fiir die Richtigkeit der Rechnung dar. Damit jedoch die ver- 
bleibenden endlichen Teile richtig sind, miissen die Divergenzen in lorentzin- 
varianter Weise weggekiirzt werden. Dies erreicht man uach FEYNMAN so, 
daB sowohl in den Matrixelementen der elastischen als auch der inelastischen 
Streuung k? durch k? — /? ersetzt wird (man betrachtet also ein Photon mit 
endlicher Ruhemasse p. =f A/c). Im Endresultat 1iBt man dann A > 0 gehen. 


2. Spezielle Rechnung. 


a) Matrixelemente und Graphen. 


Wir behandeln die elastische Streuung mit Strahlungskorrekturen. Die 
entsprechenden Graphen sind 


erste Naiherung: 
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zweite Niiherung: 


Die zugehérigen Matrixelemente kénnen zu folgendem Ausdruck zusammen- 
gefaBt werden [MU III (38)] 
Eee Amis ; ta 
M =—2xntreu(p) ta 6 ere 2 Nema gas! hae 

/ (4 / é , 
—Yo Ree (p — p)] By (Pp —P) — sa | [P(e = 1) San (1) Bo SB) ig 

ia : ml) , G , 

iia {Iv (Ds 1) — Yeh (p — 1)] By (p —7) - 8, (7) Br —p) + 
+ Be(p' —1) 8, (r) Br (p — 7) (Vi (e, p) — ¥e Re (r — p)] + 
Fp p wr) Oot) Y (ays. (1) Bee — py 


+ Bre(p’ —r) To2(p', 7, p) Bre (r — »)| -u(p) O(Py — Py). (28) 
Dabei bedeutet 
A°(p) = 2226 (po) B*(p) (29) 


und 
ptm 
S30) = — = 73° (30) 


Die Funktionen V,, R,,, Y und T,, sind in MU III (1. c. 38) angegeben. 


Fiir die inelastische Streuung kommen folgende Graphen in Betracht: 
Erste Naiherung: 
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iweite Niherung: 


613 On 


Mz =2nieru(p’ ) EB (n +k—v*p) — 


ame! We Be (p' — s) 8, (s) Be(s + k — p)] 8S, (p —k) ee + eS, (p' + &) 


[Bo +p) — po af oem e +b —9) 8.09) Bs— mht. 
6(p) om ky = ae Po) (31) 


jusammengefaBt werden, wobei s) = p,, im ersten Term und 8) = py im 
tweiten Term zu setzen ist. 


>») Wirkungsquerschnitt. 


Der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung hat daher allgemein, nach Addi- 
‘ion der unelastischen Streuung, die Form 


= = 22a x(p —p’) [208 (1 — B? sin? )e (p —P) 


a Za : Y t 
{1 + £ 59148, p,9)} 2S farezip —H x0 p) asl: 


|| 2m ng + 293 (1 — B? sin? — 3 5) Sy Cie Ora 8 0: 
E + = A, (AE, p, »)| EAA, (AE, p, o) $e A*(t.9.9)} (32) 
4 M4 4a 


wobei x(p —p') = SDE Ze P) gilt. (33 


¢) Diskussion der Resultate. 


‘Der erste Term gibt die RUTHERFORD-Formel mit relativistischer Korrektur 
(Mott-McKINLEY-FESHBACH) und Strahlungskorrektur (SCHWINGER) wie- 
der. Dabei hat dz die Form (38) 


| ) 
| m 20 -° 
ae darblickiai® tga da — 
i 2 (In 5 t) (1 a5) +9 tgO+; a5) fe vada 
6 
2+ 4sin?0 0) 2 2 m? @ sin? O 
me Tare | aol er e! 


sin (20) - p? (1 — 6 sin? $) 
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+7 in(7=5) ety ee 7 ds 2 
B xc Bsin > (1 — pee) s* cot 2 
cos me 
2 
V+ PE 
tn (743) ee 
mit der Abkiirzung 2 9 
sin? @ = —? sin? —. (35) 
m 2 


Der Einflu8 ist nur fiir hohe Energien merklich. Numerische Werte findet 
man allein in der Arbeit von ELTON-ROBERTSON fiir verschiedene Streuwin- | 
kel, Energien und A #. Eingehendere numerische Rechnungen fiir A = az/dz 
wurden in unserem Rechenzentrum, Wien, unter der Leitung meines ver- 
ehrten Freundes Prof. Dr. HLAWKA in liebenswiirdigster Weise durchgefiihrt. 
Wir geben die Resultate in der folgenden Tabelle an: i 


Energie MeV # = 30° | & = 60° 


@ = 90° | = 120° | & = 150° | Auflésungsvermégen ~ 


30 MeV 0,1318 0,1563 | 0,1768 | 0,1836 | 0,1889 K = 2,555 
15 MeV 0,0847 0),0902 0,09997 0,1111 0,1147 
ae Bet Al OSD Sewn 
8 MeV 0,0496 0,0734 0,0843 0,0912 0,0942 Ki = 2,505 
E =100kY 
0,0595 0,0879 0,1010 0,1092 0,1129 TG—ro, 
EH =50kV 
0,0839 0,1216 | 0,1398 | 0,1510 | 0,1564 K = 26,55 
BH ==10kV 
6 MeV 0,03983 | 0,0591 | 0,0696 | 0,0757 | 0,0799 K = 2,555 
0,04840 | 0,0718 | 0,0845 | 0,0919 | 0,0968 Keo 
0,06831 0,1012 | 0,1191 | 0,1295 | 0,1361 K = 25,55 
-4 |- 
4MeV 0,0255 0,0386 | 0,0507 | 0,0566 | 0,0605 K = 2,555 
0,0316 0,0486 | 0,0629 | 0,0702 | 0,0748 RSet 
0,0458 0,0721 | 0,0914 | 0,1018 | 0,1079 K = 25,55 
ES. dn — =e | 
2MeV 0,00956 | 0,0199 | 0,0260 | 0,0307 | 0,0342 K = 2,555 
0,01228 0,0256 0,0338 0,0397 0,0439 Ke Ont 
0,01860 | 0,0388 | 0,0519 | 0,0607 | 0.0565 K = 25,55 


Dabei ist zu beachten, daB die A-Werte alle negativ sind, also —A aufge-— 
tragen wurde. Der Einflu8 der Strahlungskorrektur nimmt bei groBeren 
Energien zu und erreicht, wie man aus der Tabelle entnehmen kann, bei 
etwa 30 MeV und einem Streuwinkel von 150° etwa 18,89%. 
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t Term ~ (aZ) gibt die zweite BorNsche Naherung wieder. Ihr EinfluB 


ogt auBer von Z auch sehr von der Form des Potentials ab. Wir werden - 
‘iter dies naiher diskutieren. 


|, A,, A; sind Strahlungskorrekturen, und zwar ist 
) 
m 20 1 2 
= 2(1 aii {1 the ) te ae zat 
(een )( tg20)) 2 0tgO + 5 | ate ade 
6 


in2 
El BE a 8 rg 1 w(t +8) 


3 sin? O tz O B 1p 
1 

1 p* 20 d | 

a eb in |S (36) 
sin = (1 — p2é2) /s2 cose | 
ide 
4m? p, @ sin? 

Apes M @ sin? O (37) 


sin (20) 


| ist eine auBerordentlich komplizierte Funktion, welche Dilcgurithmen und 
tegrale iiber solche enthalt. Sie hangt noch von der Integrationsvariablen r 
|, beeinfluBt daher das Integral tiber r. Uber die Auswirkung dieser Strah- 
ngskorrektur kann somit vor der Vorgabe des Potentials nichts Niheres 
isgesagt werden. Ihre genaue Form ist in der Arbeit (38) (Formel (17)) 
igegeben. Numerische Rechnungen fiir den hauptsiichlich interessierenden 
tremrelativistischen Fal] sind noch im Gange und werden nach AbschluB 
r tiberaus langwierigen Rechnungen verdéffentlicht werden. Die in der 
*beit, (1.c.(38)) gegebene Abschatzung hat sich als viel zu grob erwiesen. 
‘doch kann eines schon mit Sicherheit gesagt werden: Auf keinem Fall ist 
| zulassig, die Strahlungskorrekturen bei héheren Energien zu vernach- 
ssigen, vor allem oberhalb etwa 5 MeV und bei groferen Streuwinkeln. 


| Verschiedene Potentiale. 


>i kleineren Energien ist es, wie wir friiher bereits gesehen haben, physi- 
lisch durchaus gerechtfertigt, die Wechselwirkung des Kernes mit dem 
ektron durch die elektrostatische Wechselwirkung einer Punktladung zu 
schreiben. Jedoch wird bei gewissen Winkeln und kleineren Energien der 
nfluB der Elektronenhiille spiirbar werden. 

2m wird am einfachsten dadurch Rechnung getragen, dai ein YUKAWA- 
tential Ze 


pls . e-4 |t| 
dn |t| € (38) 


y(t) = 


rwendet wird, wobei a ein Parameter ist, der dem Experiment angepaBbt 
arden kann. Bei gréBeren Energien kann @ ohne weiteres vernachlassigt 
arden. Es tritt @ namlich in den Formeln stets in der Form 


y? {(9) + a (39) 
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auf, wobei {(%) eine Winkelfunktion ist. Durch a — 0 erhalt man die Streuw 
am reinen COULOMB-Feld (nackter Kern). In den héheren Naéherungen kann 
nun vorkommen, daB fiir a—> 0 Divergenzen auftreten, und zwar daduret 
daB Pole von ¥(p —r) mit denen von 1/p? — 1? zusammenfallen. In di 
zweiten BorRNschen Naherung auf ert sich das nur im Imaginarteil d; 
t-Integrals, der fiir a > 0 logarithmisch divergiert. Jedoch treten die Dive 
genzen im Realteil in Erscheinung, wenn die dritte Naherung betrachtet wim 
[MU I (35, 39)]. DaLiITz vermutet, daB alle diese divergenten Terme nu 
einen Phasenfaktor bilden. Er schatzte die Divergenzen in der dritten Nah: 
rung grob ab und fand sie proportional zu o (In a)?. Der divergente Ter1 
von der zweiten Naherung verhalt sich dagegen wie (iIn a), es liegt daha 
tatsichlich nahe, anzunehmen, daB alle Terme einen Phasenfaktor dé 
ungefahren Form 

ei Zalna (4¢ 
beisteuern, der fiir den Wirkungsquerschnitt belanglos ist. Dieser SchluB is 
jedoch keineswegs erwiesen. Es wurde nun, nach Richtigstellung der Fehle 
in MU I (35) versucht, alle Integrale wegzulassen, die fiir a > 0 divergieres 


Tabelle II. 
: 0 Bezeichnung 
Bokential @{t) | Ladungsverteilung x(P) | Autor 
Ze 1 CoUuLOMB 
4x [rt] HALAS, p2 (nackter Kern) 
a2 
Ze — Ze4063(t) + — abgeschirmtes 
Fourie [c| 1 } 
4x|r| pe al CouLOMB-Potentia 
(—a|r|) exp(—a|r \ : (YUKAWA-Pot.) 
Ze (3 r 3 Ze 3 : 
4nR\2~ 2m eta Ds Bp {sin ([p| 2) homogene Kugel 
fir |tl|<R — R\p| (uniform modell) 
Vie ELTON (7) 
Peery fir |r|=>R 0 cos (| | n)\ (1. Naherung) 
_ Ze ficiein Kugelschale 
4nR FZ’ 8 (eR) sin (|| 2) (shell modell) 
Ze 4n R23 Rip i3 ELTON (7) 
fiir |r| =R 
4n|r| (1. Naherung) 
Ze Z : 
4n|t| 1 bien {ic masks RAL MMP bar Pd Vacuaspati (40) 
ZeC Big CB pi bE een ae ot (2. Naherung) 
4x|t| 4n|t| } 


Das erhaltene Resultat wich jedoch sehr stark vom experimentellen Ergebni 
elnerseits und von den aus der exakten Formel erhaltenen numerische. 
Werten von FESHBACH (I. c.) ab. 
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3 mag daran liegen, da’ der Grenziibergang sehr schwer durchzufiihren 
Jedoch liefert die Formel, welche man erhalt, wenn man nur die Beitraige 
fter Naherung vom Matrixelement zu G; nimmt und Beitrage vom Graph 


x Xx x 


wrhaupt wegliBt, fiir alle Winkel 9 und alle Z eine Verbesserung der 
i KINLEY-FESHBACHschen Streuformel, wie man durch Vergleich mit den, 
#} der exakten Formel durch maschinelle Rechnung erhaltenen, Werten 
i FESHBACH (4) feststellen kann. Diese lautet: 


| o ZG" 
bo > = 5 zt — PP sin? 5 + anf sin 5 (1 —sin ) + 
i 2 (Sh oer Bed A 4 
if 4B? p? sin 5 
Lt toni gt Gl ama 
y tg 5} (1 sin at (41) 


a 


éehe MU III (38), Anhang, A 8.] 

_hohen Energien kann, wie wir im Abschnitt II besprochen haben, nicht 
‘hr angenommen werden, daB der Kern punktfoérmig ist; unter der An- 
ime rein elektrostatischer Wechselwirkung wurde versucht, ein anderes 
Grnpotential mit endlichem Radius zu verwenden. Wir geben in der 
izenden Tabelle eine Zusammenstellung der verwendeten Potentiale. 
sonders interessant ist eine kiirzlich erschienene Arbeit aus der Schule 
‘BoHR von VACHASPATI (40). Dieser berechnete in zweiter BORNscher 
herung den Wirkungsquerschnitt fiir die elastische Streuung von Elek- 
jnen am Kern, unter Zugrundelegung eines Modells, fiir welches die 
ttrixelemente besonders einfach sind. Das Potential seines Modelles setzt 
#1 aus einem anziehenden CoULOMB-Potential und einem abstoBenden 
KAWA-Potential zusammen, wobei letzteres die Reihenweite 1/B und 
fative Starke C besitzt. Die Ladungsverteilung hat die Form: 


v 


CB 
— ; SSifan ee De 

o= Ze \(C 1) 63(r) rere | (42) 
/, wie man wei, die Streuung gegeniiber der feineren Form des Kern- 
idells ziemlich unempfindlich ist, kann man diese Berechnungen dazu 
hiitzen, um die Wirkungsquerschnitte der Streuung an verschiedenen 
dellen zu ermitteln. Das angenommene Potential enthalt zwei willkiirliche 
jrameter B und C, die dem Experiment angepaBt werden konnen. Durch 
tignete Wahl von B und C kann jedes andere einparametrige Modell (die 
leren Modelle enthalten den Kernradius & als Parameter!) hergestellt 
irden. So erhilt man das Modell mit kugelférmiger Ladungsverteilung 
hiform modell) indem man 


| (BR)? = 14,8 und C = 1,75 setzt, 
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das schalenformige Modell mit 
(BR)? =7,4 und C = 1,75 


und das Modell mit einer exponentiellen Ladungsverteilung 9 ~e Pt 
dem man 

(B.R)*.=2 und -C = 151 
wahlt. 


Dieses Modell ist also das allgemeinste. AuBerdem gestattet es, die zwet 
Naherung zu finden. Die entsprechenden Integrale findet man bei DALI 
{l. c. (39)], MU I (1. c. (35)] und bei VACHASPATI (40) selbst. Rechnungen 

Beriicksichtigung der Strahlungskorrekturen werden gerade an unser 
Institut durchgefiihrt, gemeinsam mit dem bereits erwahnten Reche 
zentrum. 

VACHASPATI vergleicht seine Ergebnisse mit denen von ACHESON (8) f 
20 bis 35 MeV-Elektronen unter Zugrundelegung des ,,uniform modell 
bis zu Ordnungszahlen von Z = 50. Er findet eine gute Ubereinstimmun 
mit seinen Rechnungen. Die Experimente von LYMAN, HANSON und SCO? 
(29) ergaben, wie wir friihererwahnt haben, eine gréBere Konzentration d' 
Ladung gegen das Zentrum des Kernes. Das Modell mit der Ladungsv, 
teilung (42) erfiillt diese Forderung. AuBerdem ergibt sich die Tatsache, de 
die BorNsche Naherungsmethode eigentlich nicht so schlecht ist, wie me 
vermutete, sondern gute Resultate liefert, solange man nicht zu vi 
verlangt (Giltigkeit fiir hohe Z oder niedere Energien!). 


Ich méchte nicht verabsAumen, meinem Schiiler, Herrn Dr. HEINRICH MITTE: 
(derzeit am Max Plank-Institut fiir Physik, Gottingen) fiir wertvolle Mi 
hilfe und zahlreiche Diskussionen zu danken. 


Graz, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 
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Experimentelle Ergebnisse zum Problem 
der Hyperfragmente 


Von M. DANYSZ 


Einleitung 


Das Problem instabiler Kernfragmente riickte in den Kreis der Betrach- 
jtungen, als von PNIEWSKI und mir (J) ein Ereignis gefunden wurde, in dem 
jein schweres Kernbruchstiick hoher Ladung, das bei einer Kernexplosion 
jemittiert wurde, zu zerfallen scheint, nachdem es in der Emulsion zur Ruhe 
jgekommen ist. 

(Unter den méglichen Erklarungen sind die zwei plausibelsten die folgenden: 
11. Kin negatives 7-Meson umkreist das Fragment auf einer Bahn und wird, 
enachdem das Fragment zur Ruhe gekommen ist, von ihm absorbiert. 

12. Das Fragment enthalt ein gebundenes, geladenes oder neutrales instabiles 
Teilchen, dessen Zerfall die Zerst6rung des Fragmentes verursacht. 

Es wurde auch vermutet, daB das fir diese Zerst6rung verantwortliche 
(Teilchen ein A°-Teilchen gewesen sei oder ein geladenes Teilchen ahnlichen 
Typs. 

Wenige Zeit spiter wurden ahnliche Beobachtungen auch von anderen 
jAutoren mitgeteilt (2, 3), und heute ist die Anzahl der analysierten Ereig- 
inisse dieser Art auf etwa sechzig angewachsen (4—27). 

In einigen giinstigen Fallen war es méglich, die beim Zerfall des Fragmentes 
‘freiwerdende Energie zu bestimmen; man fand, daB sie sehr nahe bei der 
'Zerfallsenergie des freien A°-Teilchens liegt. Aus den energetischen Ver- 
altnissen der Zerfallsprozesse kann man eine Abschaétzung der Bindungs- 
venergie des (°-Teilchens in dem Fragment erhalten; in solchen Fallen war 
‘diese Bindungsenergie vergleichbar oder etwas kleiner als die eines Neutrons 
‘in einem ahnlichen stabilen Kern. In mehreren Fallen war jedoch die frei- 
werdende Energie wesentlich gréBer als die freie Zerfallsenergie des A°- 
‘Teilchens. 

'GemaiB einem Vorschlag von GOLDHABER, der auch von FRY u.a. (27) 
angenommen ist, werden wir ein Kernfragment, das ein gebundenes Hyperon 
jenthalt, ein Hyperfragment nennen und werden — in einigen speziellen 
Fallen — das iibliche Symbol fiir einen Kern verwenden mit einem Index, 
‘der die Art des Hyperons, das im Kern gebunden ist, angibt. Z. B. wird ein 
'A°-Teilchen in einem Be? Kern mit ,Be® zu bezeichnen sein. 

‘Dank der immer mehr anwachsenden Zahl der Beobachtungen von Hyper- 
fragmenten hat unsere Kenntnis der wesentlichen Eigenschaften dieses Pro- 
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blems ein gréBeres statistisches Gewicht erreicht, und diese Tatsache i 
der Grund fir diesen Bericht. 
Etwa die Halfte des unserem Gegenstande zugrunde liegenden Material: 
besteht aus schon veroffentlichten Angaben, die restliche Halfte jedoch ver: 
danken wir hauptsichlich den Arbeiten von FRY u. a. (27), die bisher nu 
in einem Vorabdruck vorliegen. 

Ich werde das in Frage stehende Problem in zwei Punkten behandeln. Der 
erste bezieht sich auf das Problem der Erzeugung von Hyperfragmente 
und der zweite auf ihren Zerfall. 


Erzeugung 


Es gibt zwei bekannte Arten von Prozessen, die zur Emission von Hyper- 
fragmenten fiithren: Die Wechselwirkung eines Teilchens hoher Energie mit 
Kernen der Emulsion (iiberwiegende Zahl der beobachteten Falle) und die 
Absorption eines negativen schweren Mesons in einem Kern der Emul- 
sion (13). 

Die Primiarteilchen dieser Wechselwirkungen entstammen entweder der 
kosmischen Strahlung (in groBen Hohen exponierte Platten) oder einem: 
Cosmotron-Strahl (3 BeV Protonen oder 1,5 BeV 2~-Mesonen). 

Angaben iiber diese Primirteilchen sind in Tabelle 1 zusammengestellt.. 
wahrend Tabelle 2 Auskunft tiber die relative Ausbeute der Erzeugung von 
Hyperfragmenten gibt. 


Tabelle 1: Primarteilchen, die Emission von Hyperfragmenten bewirken 


Sterne der kosm. Cosmotron- 
Strahlung Sterne 


Primarteilchen 


Die Unterschiede zwischen den Angaben von FRY u. a. (27) und den unseren 
k6nnen leicht auf Grund von statistischen Schwankungen, verschiedenen 
Arbeitsbedingungen und vielleicht auch verschiedenen Auswertungsvor- 
schriften erklart werden. Die Resultate entsprechen einer relativen Aus- 
beute von 10-4 bis 10-° Hyperfragmenten pro Stern. 
Primar-Wechselwirkungen werden im allgemeinen gekennzeichnet durch 
die Anzahl Ng der Spuren stark ionisierender Teilchen und die Anzahl Ng 
der Spuren von Schauerteilchen. 


Haufigkeitsverteilungen fiir Ny und n, bei solchen Wechselwirkungen 
findet man in den Abb. 1—3. 
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Abb. 1: Haufigkeitsverteilung von Vy fiir kosmische Strahlungs- und 
Cosmotron-Sterne mit Emission von Hyperfragmenten. 
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Abb. 4: Winkelverteilung der Hyperfrag- 
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Abb. 5: Energieverteilung der Hyperfragmente. 
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Abb. 6: Z-Verteilung der Hyperfragment-Emission. 


Abb. 7: Z-Verteilung derEmission 
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Tabelle 2: Relative Ausbeute der Erzeugung von Hyperfragmenten 


Cosmotron-Sterne 
FRY u.a. 


1,5 BeV 
z-Mesonen 


Sterne d. kosm. Strahlung 


FRY u.a. Warschau 


Anzahl der beobachteten 
Sterne 


Anzahl der Hyperfrag- 
mente 


ae ee ee | 

Verhaltnis der Zahl der 
Hyperfragmente zu der 
der Sterne 


Aus diesen Verteilungen folgt, daB die zur Emission von Hyperfragmenten 
fihrenden Wechselwirkungen vorzugsweise, wenn nicht ausschlieBlich, auf 
‘Zusammenst6Ben primaérer Teilchen mit schweren Kernen der Emulsion 
| beruhen und daB8 ihre Energie nicht allzu gro8 ist (von einigen bis zu einigen 
_zehn BeV). Die Abbildungen lassen uns auferdem vermuten, daB wir es 
hier mit mehr oder we- 
niger zentralen StoBen (P| pasesces Unstable 

Bencceinenticleinen:StoB-— hep eh te | oe? ek Stabile x(A-Z) 
parameter zutun haben. 
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Dank der systema- 
tischen Arbeit von Fry 
u. a. (27) haben wir 
auch einige Kenntnis 
tuber die Energie und 
den Emissionswinkel 
der Hyperfragmente 
erhalten; diese Angaben 
sind in den Abbildun- Oe gee ee Te a ae ee 
gen 4 und 5 zusammen- Kernladungszahl Z der Fragmente 

gestellt. Sie zeigen, daB Abb. 8: Vergleich der Haufigkeitsverteilungen nach Abb. 6 (Hyperfrag- 

Hyperfragmente vor- mente) mit der nach Abb, 7 (stabile Fragmente). 

zugsweise in Vorwarts- 

richtung mit einer relativ geringen kinetischen Energie emittiert werden. 

Unter Beriicksichtigung aller verfiigbaren Daten k6énnen wir auch eine 

Z-Verteilung fiir die Emission von Hyperfragmenten angeben, deren sta- 

tistisches Gewicht nicht unverniinftig gering ist (Abb. 6). Diese Verteilung 

kann man mit einer ahnlichen vergleichen, die sich auf stabile Fragmente 
bezieht, welche von Sternen mit Ny =7 (28) stammen (Abb. 7). Es ist 
augenscheinlich, daB hier eine bemerkenswerte Diskrepanz besteht. Ver- 
gleichen wir jedoch die Z-Verteilung der Hyperfragmente mit der Z-Ver- 
teilung der GroBe N(A —Z) der stabilen Fragmente, so verschwindet dieser 


ausgepragte Unterschied (Abb. 8). 


& 
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Zerfall 


Von den bis heute analysierten Hyperfragment-Zerfallsprozessen sind alle, 


drei Falle ausgenommen, nicht unvereinbar mit der Hypothese eines ge- 
bundenen A°-Teilchens. Leichte Hyperfragmente (mit Z <3) erleiden 
sowohl nichtmesonischen wie mesonischen Zerfall (schraffierter Bereich der 
Abb. 6); bei den schwereren (Z > 3) wird allein nichtmesonischer Zerfall 
beobachtet. Dieses Ergebnis steht in Ubereinstimmung mit Uberlegungen 
von CHESTON und PRIMAKOFF (29) tiber den nichtmesonischen A°-Zerfall 
innerhalb der Kernmaterie. 

In den wenigen Fallen, in denen eine detailliertere Analyse des Zerfalls- 
prozesses méglich ist, liegt die gesamte freiwerdende Energie sehr nahe bei 


der Zerfallsenergie des freien A°-Teilchens. Die Bindungsenergie des A°- 


Teilchens in dem Fragment in solchen Fallen findet man in Tabelle 3. Sie 
wird hier verglichen mit der Bindungsenergie des ersetzten Neutrons. 


Tabelle 3: Zerfallsdaten von Hyperfragmenten 


Literatur | Z Zerfallsschema Exo, [MeV] | Bac [MeV] | B, [MeV] 
(8) 1 AH —>*He + a7 41,77 +1 1+1 
(23) 1 3 42,14+4,2} 0,24+4 6 
(25) 1 i. 41,5 ay 6 
(16) 2 | 4He>%He +1H +27 35 2 20 
(7) 2s ss 35 + 0,8 2+1 20 
(3) 2 y 48 44 Steal, 6 
(15) 2 if 34,2 2 0.9) 93:1 aie 
(27) 2 Ae > 3H +3H 4+ 2° 36,1 +1 3,9 +1 20 
(27)* | 2 | 3He>?H+1H + 2° 3562-1.) 59 44 7,7 
(3)* 3 Ali > i + 1A 4+ a 35 + 4 2+4 u 
(27) 4 ABe>'He +1H+1H +n 169,7 +8 5,9-+8 9,8 
(10) 4 ABe—>*He + 4He +n 170 +3 3,2+3 18,9 
(10)* 4 ABe ‘He + 4He +n 176 +3 —0,7+3 7 
(27) 6 uc > li + 3He + 1H 147,5 + 6 13 +6 1201 
(6) 7 | 4N>Be +14 41H 1684:nttiiae seb ltl 20 
~ weitere Zerfallsméglichkeit 


E,o, gesamte freiwerdende Energie 
Bac Bindungsenergie des A°-Teilchens 
B, Bindungsenergie des ,,letzten‘‘ Neutrons 


Von Interesse ist die Feststellung, daB in allen den Fallen, in denen der 
ZerfallsprozeB unzweideutig dem gleichen Zerfallsschema zugeordnet werden 
kann, die Bindungsenergien innerhalb der Fehlergrenze gleich sind. Diese 
Tatsache ist vielleicht am iiberzeugendsten in den einfachen Fallen des 
H?.Zerfalls, wo wir es mit einem Zwei-Kérper-Zerfall zu tun haben und wo 
der Zerfallsproze8® eindeutig definiert ist. 
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3emerkenswert ist auch, daB in einigen Fallen (27) die plausibelste Er- 


arung des Zerfallsprozesses zu einem anderen mdglichen hypothetischen 
Zerfallsschema des A°-Teilchens fiihrt: 


A°>mn+nx°. 

Jieses Zerfallsschema dirfte, sofern es existiert, kaum direkt feststellbar 
sein. 

‘Aus Uberlegungen iiber die Flugzeit abgebremster Hyperfragmente kann 
pine untere Grenze ihrer Lebensdauer abgeschatzt werden, mit dem Ergebnis: 


: TH yr > 107}? sec. 


(Andererseits weisen mehrere Fille, die sich als Zerfall von Hyperfrag- 
‘menten im Flug deuten lassen, darauf hin, daB ihre Lebensdauer nicht viel 
zroBer als diese untere Grenze ist und daB sie gréBenordnungsmaBig etwa 
10-79 bis 10-"! sec betraigt (12, 13, 24). 

‘Alle bis hierher diskutierten Falle geben eine sehr starke Stiitze fiir die 
Hypothese des gebundenen A°-Teilchens. Es gibt jedoch drei Beobachtungen 
von Fry u.a. (27), die in offensichtlichem Gegensatz zu dieser Annahme 
stehen. In allen diesen drei Fallen ist die beim Zerfall des Hyperfragments 
freiwerdende Energie wesentlich hoher als diejenige, die der Hypothese des 
gebundenen A°-Teilchens entspricht. Dariiber hinaus wird in einem Fall 
ein schweres Meson mit einer Masse von ~ 1000 m, unter den Zerfalls- 
produkten beobachtet. 

Diese Beobachtungen weisen darauf hin, daB das Problem der Hyperfrag- 
mente nicht allein auf A°-Teilchen beschrankt ist, sondern da8 auch andere 
instabile Teilchen eine Rolle innerhalb der Kernmaterie spielen. 

Sie fiihren auch, speziell der letzte Fall, notwendigerweise dazu, die Existenz 
eines neuen schweren instabilen Teilchens zu fordern. 


Warschau, Physikalisches Institut der Universitat Warschau 
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Moderne Thermokathoden!) 


Von N. D. MORGULIS 


emission und die weitere Verbesserung der Thermokathoden gro8e wissen- 
schaftliche und technische Bedeutung erlangt. Hierfiir kann man zwei 


ttechnik, deren Zeugen wir sind, eine dauernde Vervollkommnung der alten 


. 
4] 


jaund eine Schaffung immer mehr neuer elektronischer Gerite. Auf dem Wege 
zur Losung dieser Probleme bildet haufig die Thermokathode den schwierig- 
‘sten Abschnitt; von ihrer Zuverlassigkeit und Wirksamkeit hangt die ganze 
/Arbeit des elektronischen Gerats und damit auch der Apparatur als ganzes 
‘ab. Zweitens bilden die physikalischen Vorgange, welche das Emissions- 
avermégen der Thermokathoden, in erster Linie der Halbleiter-Oxydkathoden 
{s. unten) bestimmen, einen auBerst schwierigen und interessanten Komplex, 
zu dessen Loésung man eine groBe Anzahl neuer Untersuchungsmethoden ins 
‘Feld fiihren mu8. Dadurch sind heutzutage schon wesentliche Fortschritte 
erreicht worden, und iiber dieses wichtige Problem der modernen Elektronen- 
physik sind sehr viele Untersuchungen ver6ffentlicht worden. 

“Es wurde ferner auch eine Reihe von zusammenfassenden Arbeiten (Z) tiber 
‘das Problem der Thermokathoden, vor allem der Oxydkathoden, veréffent- 
Jicht; infolge der schnellen Entwicklung der Forschung sind aber diese 
JArbeiten schon etwas veraltet und kénnen demzufolge kein klares Bild der 
izegenwartigen Problemlage geben. Dieser Umstand war es, der neben der 
iWichtigkeit des Problems den Verfasser zur Niederschrift des vorliegenden 
PArtikels veranlaBte, welcher die Literatur bis Ende 1953 erfaBt. 

sWenn wir nun zum eigentlichen Thema des Artikels tibergehen, miissen wir 
feststellen, daB die heute bekannten Thermokathoden ihrer Natur nach sehr 
tmannigfaltig sind. Es wird also zweckmafig sein, die Thermokathoden in 
ifolgende Gruppen einzuteilen: 

al. Metallkathoden, und zwar 1. reine Metalle und 2. Metalle, bedeckt mit 
teinatomigen Schichten; 

II. Nichtmetallkathoden, und zwar 1. Erdalkalioxyde, 2. verschiedene 
ichemische Verbindungen von Metallen und 3. gemischte metallkeramische 
\Systeme. 

*Natiirlich ist jede derartige Einteilung nur von relativem Wert; fiir unsere 
Darlegung wird sie jedoch sehr niitzlich sein. SchlieBlich weisen wir noch 
idarauf hin, da& wir beim Vergleich der verschiedenen Kathodenarten fiir 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi Fiz. Nauk 58, 501, 1954. 
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Vakuumgeriite ihre Giite durch die Dichte der thermischen Elektronen- 
emission bei der Arbeitstemperatur und die Geschwindigkeit, mit der hierbei 
das Kathodenmaterial verdampft, kennzeichnen werden; es wird sich dann 
auch um qualitative Unterschiede der einzelnen Materialien handeln. 


I. Metallkathoden 
1. Reine Metalle 


Die Verwendung reiner Metalle fiir Thermokathoden ist naturgemaB auf das 
Gebiet beschrankt, in dem man unter so ungiinstigen und extremen Be- 
dingungen arbeiten muB, daB die verschiedenen Kathoden vom Aktivierungs- 
typ praktisch nicht mehr normal funktionieren. Bei der Auswahl von Me- 
tallen fir Thermokathoden 148t man sich am besten durch ihr Emissions- 
vermogen, ihre Wirtschaftlichkeit und ihre Verdampfungsgeschwindigkeit, © 
die ihre Lebensdauer bestimmt, leiten; die Tabelle I enthalt die entspre- 
chenden Daten fiir die fiinf héchstschmelzenden Metalle, die also fiir die 
Anwendung am ehesten in Frage kommen (2). 


Tabelle 1 


Ver- 
dampfungs- 
geschwindig- 
keit bei 7, in 
mg/cm? sec 


T, (°K) fir 
J =3 A/cm? 


Man muB beachten, daB die in der Tabelle angegebenen Werte fiir die Aus- 
trittsarbeit em und die Konstante A Mittelwerte sind, die fiir polykristalline 
Proben gewonnen wurden; die Werte dieser GréBen fiir verschiedene Ein- 
kristallflichen kénnen sich erheblich unterscheiden, wie aus Tabelle II hervor- 
geht; die hier angegebenen Werte beziehen sich auf Wolfram. 


Tabelle 2 


Flachenindex 


eg [eV] 
A [A/cm? Grad?] 35 


Abb. 1 zeigt einen schematischen Vergleich der Arbeitstemperaturgebiete 
und der Thermoemissionsdichten fiir eine Wolframkathode und verschiedene 
Kathoden anderer Typen, deren Eigenschaften erst spaiter behandelt werden. 
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iar Wolfram und Tantal in Frage; beide werden heute auch verwendet, und 
‘var das Wolfram als direkt und das Tantal als indirekt geheizte Kathode 
|). Die Frage, ob auch das Rhenium. das héchstschmelzende Metall, in Frage 
‘pmmt, ist noch ungeklart, da wir hierzu nur tiber sehr beschrankte Angaben 
erfiigen (3); diese Angaben wurden aus Untersuchungen an Rhenium- 
thichten, die auf einen Wolframkern aufgebracht waren, gewonnen. In 
jesem Fall fallt besonders das sehr hohe Emissionsvermégen und die gleich- 
ipitige sehr geringe Verdampfungs- 

ieschwindigkeit (kleiner als beim J[Amp/em?] 


\Wolfram) ins Auge. Die Emission be- Fahy es Vi-kathode | | |] 
»/pchnet manmit Hilfe der bekannt 10 a ee 
WEE GnisoNschen rasiiell 04 {WA coe AAS 


|| Pmpuie/ | | AG w-mh |e 
Ere AA ARG 
PEAR Mei Aes 


: ala are Walkie N38 . 

fabei ist A = A, De i ; Dist die "x99 600 1000 +~+-«400+~«1800+~«2200 
jittlere Durchlissigkeit der Poten- Tel; 
alschwelle und a der Temperatur- ADS 


‘ Tab. 1 verdient der auSergewodhnlich hohe Wert des Koeffizienten A in der 
jmissionsformel fiir das Re (720 A/cm? Grad?) Beachtung; ihm steht der 
‘imeoretische Wert A, = 120 A/cm? Grad? fiir reine Metalle gegeniiber. Ahn- 
“6che Anomalien wurden vor kurzem auch fiir Ni, Pt und Zn becbachtet. Im 
jusammenhang mit dem Versuch, diese Erscheinung durch ein Uberlappen 
or Elektronenbander zu erklaren (4), hat man gefunden, daB bei spateren, 
thr genauen Messungen diese Anomalie fiir den Fall des Ni, Pt und Zn durch 
»hr sorgfaltige Reinigung der Oberfliche beseitigt werden konnte; man kann 
itzt fiir diese Metalle folgende Werte der Emissionskonstanten annehmen (3) 
1. Tab. 3). Im Fall des Re kann man, da es sich hier um die allerersten 
a4essungen handelt, natiirlich keine allzu groBe Genauigkeit erwarten. 


Tabelle 3 


ih Metall A [A/cm? Grad?] 


ep [eV] 


Sum SchluB dieses Abschnitts erwihnen wir noch einige Messungen der 
imissionskonstanten A und e@ fir eine Reihe leichtschmelzbarer Metalle 
“i, V, Cr, Mn, y-Fe, Co, Ni, Cu, Ag, Au sowie fiir Graphit; die Werte wurden 
Jewonnen, indem die CLAUSIUS-CLAPEYRONSche Formel auf das Elektronen- 
as angewandt wurde, das sich in einem bis auf eine kleine Offnung geschlos- 
‘yenen erhitzten Hohlraum ausbildet (6). Ubrigens ergab sich hierbei der 


60 N. D. MorGULIS 


Wert der Emissionskonstanten A in keinem Fall hoher als der oben ange: 
gebene theoretische Wert. Eine Zusammenstellung der Austrittsarbeiten fiz 
die einzelnen Elemente befindet sich in der Arbeit (7). 


2. Metalle mit einatomigen Bedeckungen 


Bekanntlich waren die ersten wirtschaftlichen Thermokathoden Metalle, die 
mit einatomigen Schichten einer aktiven Substanz bedeckt waren. Die erste: 
bekannteste und ziemlich weit verbreitete Kathode dieses Typs war das 
thorierte Wolfram, Th-W, das gleichzeitig der Gegenstand der heute schon 
klasisschen Untersuchungen tiber Metalle mit einatomigen Bedeckunger 
war (8). Seine praktische Bedeutung als Kathode fiir Elektronengerate hat 
jedoch das thorierte Wolfram ziemlich schnell verloren, da die aktive 
einatomige Thoriumschicht bei einer gelegentlichen Uberhitzung und der 
Ionenbombardierung sehr instabil ist. Die vor einiger Zeit untersuchter 
Systeme Ba-W und Cs-W (8) sind zwar im Prinzip hinsichtlich ihrer Elektro: 
nenemission noch giinstiger als das Th-W, wurden aber nie in der Praxis 
verwendet, da sich keine Konstruktion herstellen lieB, die den hoher 
technischen Anspriichen in hohen Elektronenrohren genigte. 
Folgt nun hieraus, daB alle Systeme des erwaihnten Typs fiir die praktischa 
Anwendung ausscheiden ? Um diese Frage beantworten zu k6nnen, musser 
wir etwas ausholen. | 
Die Méglichkeit, lange Zeit hindurch eine stabile Elektronenemission be: 
solchen einschichtigen Kathoden zu erhalten, beruht auf einer giinstiger 
- Bilanz der aktiven Atome an der Kathodenoberflache (9): 

dN 4 

7a A — B. (2! 
Dabei ist N die Oberflichenkonzentration der aktiven Atome, A die Anzah: 
der in der Zeiteinheit in die Oberflache eintretenden und B die aus der Ober: 
flache infolge Abdampfens, Vergiftung, Ionenbombardierung (Kathoden: 
zerstéubung) usw. austretenden aktiven Atome. Unter den praktisch vor. 
liegenden Arbeitsbedingungen fiir die Kathode kann die Gré8e B recht groBe 
Werte annehmen. Beispielsweise erreicht bei einer Elektronenemission det 
Dichte J, = 1 A/cm? (d.h. bei Vz ~1kV) und einem Druck des trager 
Teils des Restgases in der Réhre von etwa 10-® Torr die Dichte des Ionen: 
stroms, der die Kathode bombardiert, 10-° A/cm?, d. h. die einatomige Ober- 
flachenschicht wird in wenigen Sekunden zerstaubt, ungeachtet simtliches 
anderer Faktoren. Unter solchen Bedingungen kann also die Kathode nui 
dann stationaér emittieren, wenn wiihrend der Emission eine standige unc 
hinreichend intensive Reaktivierung unter Verwendung irgendwelchen 


Vorrate aktiven Materials erfolgt (so daB ae a) wind] . Diese Methode zur 


Herstellung praktisch wirksamer monoatomarer Schichtkathoden ist gegen- 
wartig in der Tat mit Erfolg verwirklicht worden, und wir werden drei Bei- 


spiele hierfiir angeben, deren Eigenschaften in Tab. 4 zusammengestellt 
sind: | 
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| Tabelle 4 


ne 

| A [A/cm2 ° N (Tarp) 
{ System Spl Ie |ie Pees lK I | Tagof8fomtl | 1 assoc) 
| a 3,0 2,6 2000 3,0 = 
1320 3,0 4-10-4 
iM dacs 2,0 1,6 1540 50 4-10-72 
mw... 3,2 1,4 1400 79 ae 


vl ‘Als erstes Beispiel betrachten wir die alte Kathode aus thoriertem Wolfram, 
vein zahlreichen Arbeiten beschrieben (8) und bis heute in grofen Generator- 
»hren verwendet wird (10). Der Grundgedanke ihrer Anwendung liegt in der 
Jhsatzlichen Benutzung des schon seit langem bekannten Verfahrens der 
#arburierung der Kathode, d. h. einer entsprechénden Behandlung der Ka- 
is thode bei hoher Temperatur in einer Atmosphare von Kohlenwasserstoff- 
impfen. Hierdurch bedeckt sich die Wolframoberfliche mit einer Schicht 
n Wolframkarbid, deren Dicke von den Behandlungsbedingungen ab- 
(past. Diese Wolframkarbidschicht hat folgende Eigentiimlichkeiten (1/): 
) das dem Wolfram zu Anfang zugesetzte Thoriumoxyd (etwa 2%) wird 
i ‘tzt standig bei der Arbeitstemperatur fast ohne besondere Aktivierung 
. »duziert; b) infolge der aufgelockerten Struktur der Karbidschicht kénnen 
‘ie aktiven Thoriumatome verhaltnismaBig leicht und gleichmaBig an die 
iberflache diffundieren. 
Waneben besitzt die Karbidschicht aber auch wesentliche Nachteile, vor 
‘Gllem ihre auBerordentliche Briichigkeit und die allmihliche Reduktion des 
iVolframkarbids wahrend der Emission der Kathode, durch die deren Lebens- 
Xauer begrenzt wird. Daraus geht hervor, da man optimal die Karbid- 
ichicht so dick zu wahlen hat, da8 erstens die Dauer ihrer allmahlichen 
Neduktion wesentlich héher ist als die vorgegebene Lebensdauer der Ka- 
iShode, und daB diese Dicke zweitens bedeutend geringer ist als der Radius 
er Kathode, so daB der aus reinem Wolfram bestehende Kern der Kathode 
Jinreichende mechanische Festigkeit verleiht. Diese Bedingungen lassen sich 
(Jur fiir geniigend dicke Wolframkathoden erfiillen, die also nur zur Ver- 
@yendung in groBen Elektronenréhren geeignet sind (hier werden sie heut- 
®utage auch verwandt), wo ihre Wirtschaftlichkeit weitaus gro8er ist als die 
“einer Wolframkathoden. 
A. Als zweites Beispiel betrachten wir eine Kathode, die etwa aus Wolfram 
\besteht und mit einer einatomigen Bariumschicht bedeckt ist. Die elektro- 
iQischen Eigenschaften eines solchen Systems wurden schon recht frith unter- 
ucht (8); jedoch hatten die Versuche zur praktischen Verwendung solcher 
‘Kathoden, die in unserer Industrie schon im Jahre 1932 gemacht wurden 
#Kathode zum Entladungsrohr vom Typ RB), nur begrenzten Erfolg (12), 
und zwar nur in Anwendung auf Gasentladungsréhren ; fiir Vakuumroéhren 
Sind diese Kathoden nicht brauchbar. Erst in allerletzter Zeit sind Kathoden 
Mieses Typs, aber mit ganz neuer konstruktiv-technologischer Form unter 
Her Bezeichnung Metallkapillarkathoden oder L-Kathoden bekanntge- 
ivorden und werden fiir verschiedene Elektronenréhren verwendet (13). 
‘Wir beschaftigen uns deshalb mit ihnen etwas naher. In ihrer heutigen 


i 
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Form bestehen diese Kathoden aus einem Wolframschwamm; in diese 
befindet sich ein Hohlraum, der mit einer in der Technik der Oxyd: 
kathode verwendeten Substanz, nimlich einem Gemisch von BaCo, une 
SrCo, oder einfach BaCo, (Abb. 2) angefiillt ist. Bei der Aktivierung, die d 
Aktivierung einer Oxydkathode ahnelt (s. unten), werden diese Verbindunger: 
reduziert, und zwar vermutlich bis zum metallischen Barium bzw. Stron- 
tium, das dann durch die Poren des Schwammes leicht an die Kathoden- 
oberfliiche gelangen kann. Das Glied A in der Formel (2) ist also hier sehn 
groB, und damit ergibt sich die Méglichkeit, das Arbeitsgebiet der Kathod 
zu erweitern, d. h. man erhilt eine ziemlich hohe Lebensdauer der Kathodd 
bei einer hohen Temperatur, bei der sie eine hohe Thermoemissionsdichte 
liefert, und sogar bei einer intensiven Verdampfung und Ionenbombardierung: 
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Hierbei kann man, indem man eine entsprechende Menge aktiver Fiill- 
substanz in die Kathode einbringt, grundsatzlich die Lebensdauer regeln und 
hinreichend grofs machen. Eine Kathode dieser Art hat viele vorteilhafte 
Eigenschaften als praktische Quelle fiir thermische Elektronen mit hoher 
Stromdichte und zur Verwendung in verschiedenartigen Elektronenrohren, 
und zwar um so mehr, als sie nach Literaturangaben dem EinfluB einer Ver- 
giftung, einer Ionenbombardierung und hohen Feldstarken verhaltnismaBig 
wenig ausgesetzt ist. 

Eine Vorstellung von der Stromdichte J,, die man mit Kathoden dieses Typs 
erhalt, gewinnt man aus den Stromspannungscharakteristiken fiir eine 
Kathode mit 7 mm? Oberflache, die in Abb. 3 dargestellt sind. Man kann 
hiernach bei 1265° C leicht eine Stromdichte von etwa 50 A/cm? erhalten. 
In dieser Abbildung ist besonders beachtenswert die eigenartige Facherform 
der Kurven, d. h. das friihzeitige Abweichen von ¥,'/:-Gesetz. Dies laBt sich 
auf verschiedene Ursachen zuriickfiihren, beispielsweise a) auf eine Inhomo. 
genitat der Emissionsaktivitat der Oberflache, d. h. der Emissionsdichte det 
aktiven Schicht, b) einen infolge der Strukturinhomogenitat der Oberflache 
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Jitark ausgepragten anomalen SCHOTTKY-Effekt usw. Daf wenigstens der 
wirste dieser Faktoren von Bedeutung ist, wurde sowohl durch Beobachtung 
‘fies Emissionsbildes einer derartigen Kathode mit Hilfe eines Elektronen- 
@nikroskops als auch durch Beobachtung ihrer zusitzlichen Aktivierung bei 
diner Senkung der Temperatur der Kathode von der Arbeitstemperatur 
9 1255° C) auf einen niedrigeren Wert (990° C) nachgewiesen. 


He 
i 7 on groBer Bedeutung fiir die Kennzeichnung der Metallschwammkathoden 
st die Verdampfung der aktiven Fiillsubstanz, denn durch diesen 
?rozeB wird, abgesehen vom Anfangsvorrat an aktiver Fiillsubstanz 
lie praktische Lebensdauer 

jlieser Kathoden in erster Linie 107" 
»estimmt. So betragt z. B. bei 
a” = 1270°C mit J = 50 A/cm? 
pei einem urspriinglichen BaO- 
}Worrat von 2 mg die Lebens- 


berflache etwa 200 Stunden. 

ur Untersuchung des Ver- 

jlampfungsprozesses wurde hier 

jlie schon vor langer Zeit von § 
)3ECKER fiir Oxydkathoden vor- ° 
yreschlagene Methode der -Ab- 33%” 
‘abcheidung der aktiven Substanz 
wn einem Wolframfaden und 
‘tXontrolle des zeitlichen Verlaufs 
seiner Thermoemission benutzt. 
tAuf diese Weise ergaben sich oe 
hnuch die Daten, die in Abb. 4 
@usammengestellt sind und die 
tlen ungewohnlichen Wert von 
2,61 eV fir die Verdampfungs- 
wwarme der aktiven Substanz aus 1400 1300 1200 


| er L-Kathode liefern. Eine os 06 an? e 08 
a adhere Betrachtung fiihrt zu 7% 108 
ue 


dem Schlu8, da es sich hier Abb. 4. 


idampfung der Bariumatome handelt, denn 1. liefern die Messungen der 
jAustrittsarbeit fiir diese Kathode allerdings in ziemlich grober Na&herung, 
erte, die dem Wert 1,6 eV, der das System Ba-W_ kennzeichnet, 
naher liegen als dem Wert 1,0 eV, der das System BaO-W charakterisiert ; 
2. mu8&B auBerdem bei der Diffusion von Bariumoxyd durch den erhitzten 
)Wolframschwamm eine chemische Reduktion dieses Oxyds durch das Wolfram 
} erfolgen (14); diese Reaktion wird heute zur Beschleunigung und Erleich- 
iterung der Aktivierung von Oxydkathoden angewendet (s. weiter unten). 
‘SchlieBlich erwahnen wir noch, da8 man Kathoden von ahnlichem Typ 
‘sowohl mit einem Molybdanschwamm als auch mit verschiedenen anderen, 
jaktiven Fiillsubstanzen hergestellt hat. Die charakteristischen GroBen fiir 
‘einige dieser Systeme sind in Tabelle 5 zusammengestellt. 
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Tabelle 5 


Arbeits- 


Emissions- 
System tempera- ciahta A 
(Schwamm-Fillsubstanz) tur 
[A/cm?] [A/em?Grad?] | 

PARRY PLE” satiate 100 
WeBalSr) CO jas tun aenn ae 1 = 1,5 
WeBaC On 2S amicus ma tertmicnne -—- 
WeBa Bemerenetes ratte 900 2.3 
WSBT HE Bag oof Shae ia 850 — 


In letzter Zeit wurden schlieBlich Systeme entwickelt, die aus einem gepreBten 

und gesinterten Gemisch eines Metallpulvers (W und Ni) und einer’ 
aktiven Substanz (BaO, ThO, usw.) bestehen; mit ihnen werden wir uns _ 
jedoch erst etwas spaiter beschaftigen, nachdem wir die Oxydkathoden he- 

handelt haben. 

3. Als drittes Beispiel betrachten wir eine Kathode, die aus Wolfram besteht 

und mit einer Casiumschicht bedeckt ist. Das elektronische Verhalten und die 
Adsorptionseigenschaften dieser Systeme wurden schon vor langerer Zeit sehr 

eingehend untersucht, und fiir solche Untersuchungen eignet es sich auch 

in ungewohnlich hohem MaBe. Obwohl ein System dieses Typs, d.h. ein 
Metall mit einer einatomigen Casiumschicht, sehr hohe Emissionsaktivitat 

besitzt, ist die Frage nach seiner praktischen Verwertbarkeit noch nicht 

einmal aufgeworfen worden, denn die Casiumschicht auf der Kathode 

ist auBerst instabil. In letzter Zeit haben aber diese Systeme einen ganz 

anderen und neuen Aspekt hinsichtlich ihrer Anwendung erdffnet (15). Eine 

Stabilisierung der Casiumschicht bei héheren Temperaturen, wie sie zur 

Gewinnung einer hinreichend hohen Thermoemissionsdichte notwendig sind, 

14Bt sich natiirlich durch Steigerung des Caisiumdampfdrucks in der Rohre 

erreichen; hierbei kann jedoch der Dampfdruck so gro8 werden, daB eine 

Spannung an der Rohre eine Gasentladung erzeugt. Diese Entladung ist 

dadurch ausgezeichnet, daB der Potentialabfall an ihr infolge der geringen 

Ionisationsspannung der Casiumatome sehr gering ist. Wir kommen so zu 

den Casium-Gasentladungslampen, die Casiumatmosphare bei hohem Dampf- 

druck spielt hierbei eine doppelte Rolle: Sie erhalt die Adsorptionsschicht 

auf der metallischen Kathode bei héherer Temperatur aufrecht und 

sorgt damit fir eine hinreichend hohe effektive Thermoemission und 

schafft ferner ein Gasentladungsplasma mit dem _ geringstméglichen 

Potentialabfall. Zur Veranschaulichung des Gesagten verweisen wir auf die 

Literatur (15); hier findet sich ein Beispiel, bei dem eine stationire Thermo- 

emission mit einer Dichte von etwa 70 A/cm? bei einem Potentialabfall am 

Bogen von 3,4 Volt und einer Temperatur der Lampe von etwa 250° © 

herrscht. Solche Réhren lassen sich auch als duBerst wirtschaftliche Gleich- 

richter verwenden. 

Wir wenden uns nun wieder der Frage nach der Natur der Erscheinungen zu, 

die der Thermoemission der Metall-Schicht-Kathoden zugrunde liegen. Hier- 
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‘i sind zwei Gruppen von Arbeiten beachtenswert, die in letzter Zeit auf 
jesem Gebiet ausgefiihrt wurden. 
jie erste Gruppe dieser Arbeiten befaBt sich mit der genauen Behandlung des 
femlich alten Problems des Einflusses absorbierter Atome und Molckiile auf 
e Austrittsarbeit von Metallen. Bis in allerletzter Zeit nahm. man namlich 
#wohnlich an, daB das Minimum der Austrittsarbeit des Elektrons €Mmin und 
a as entsprechende maximale Kontaktpotential V, max, die man beim all- 
)Jarin ihre Ursache haben, daB diese Schicht die optimale, nahezu einatomige 
yedeckung erreicht hat (der optimale Bedeckungsgrad betragt gewéhnlich 
jopt ~ 0,67). Die vor kurzem angestellten sorgfaltigen Versuche (16) zeigten 
‘doch, daB im Fall der Abscheidung von BaO und SrO an einem Metallkern 
/N, Mo, Ta, Zr) die Situation ganz anders liegt. Dies sieht man beispielsweise 
, 2 Abb. 5, wo die Austrittsarbeit ep 
‘nddieRicHADsONscheKonstanteA  ¥1eV] 


‘A, Abhiangigkeit von der Anzahl der 5 pw Eo 
n adsorbierten BaO-Molekillagen i ETI! SL 2 Sa ie | ae 
tie a aes 
= 


gufgetragen sind. Wir sehen hier ? 
“ine unerwartet groBe Anfangs- 

eigung der GréBe ep bis zu 0 as 10 15 20 40 60 10 20 30 
30 eV/Schicht. Das bedeutet, daB Zahl der monomolekularen BaO-Schichten 
Jer Hauptabfall der GroBe ey (von 
7,5 eV bis auf 1,5 eV) und der 


al 


‘),monomolekularen“ Bedeckung ent- a7 GS JO) “15 rom 40n6O) 70m0m 30 
y pricht; eine weitere Aufbringung Zahl der monomelekularen Ba0- Schichten 
ron BaO bis zu etwa 25 monomole- Abb. 5. 

tularen Schichten hat kaum noch 

finen wesentlichen EinfluB. Ahnliche Experimente fiir das System 
SrO-Mo fiihrten zu einem Wert Oop ~ 0,2 usw. Die Verfasser fiihren 
Shre Ergebnisse darauf zuriick, daf die Molekiile BaO und SrO ein 
(%roBes permanentes Dipolmoment p = ed besitzen, das eine starke 


‘ier noch einen Versuch, diese Daten durch Anwendung eines Massen- 
selektors zur dosierten Abscheidung genau bestimmter Portionen zu 
i ip razisieren (17). 

+n engem Zusammenhang mit dieser Arbeit steht eine andere (18), in der der 
@EinfluB genau dosierter Mengen von Ba-Atomen und polaren BaO-Molekeln, 
Hie keilformig auf die Oberflache eines Wolframbandes von etwa 200 mm 
(Linge aufgedampft werden, untersucht wird; die Arbeit erfolgte unter 
ivakuumtechnischen Bedingungen, die den héchsten Anspriichen geniigten. 
*Gemessen wurde nach der Methode des Kontaktpotentials, d. h. ohne Er- 
Jhitzung der untersuchten Oberfliche und die dadurch hervorgerufenen St6- 
irungen; die Ermittlung der Menge adsorbierter Teilchen erfolgte mit einer 


/auBerst genauen polarographischen Methode. Die Ergebnisse des ersten 


15 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Teiles dieser Untersuchungen sind in Abb. 6 dargestellt; man sieht daraus, 
daB die Austrittsarbeit ey bei der Adsorption von Ba-Atomen bis zu einem: 
Wert egmin ~ 1,6eV abnimmt, der einer Oberflachenkonzentration der Ba-. 
Atome von 4 - 1014 cm-? entspricht (ohne Beriicksichtigung der Reflexion bei: 
der Kondensation). Das urspriingliche Dipolmoment der an Wolfram absor- 
bierten Ba-Atome betragt 7,6. 10-18 cgs-Einheiten, entspricht also einer: 
Anfangsneigung von etwa 11 eV/Schicht. In der Arbeit wird auch die Ande-. 
rung der mittleren Flachenladungsdichte: 
glev] bei Anderung der Dichte der adsorbierten: 
: Bariumatome bestimmt. Ahnliche Unter-. 
suchungen wurden in letzter Zeit auch an’ 
einer ganzen Reihe weiterer interessanter! 
Systeme vorgenommen. 
Das gleiche Problem wurde schlieBlich auch: 
an den Schichten untersucht, die von einer! 
Thoriumoxydquelle auf eine Molybdan-: 
oberflache aufgedampft wurden (19). Die: 
Schichten hatten ebenfalls Keilform, d. h. 


0 es 5 7510 linear veranderliche Dicke, und ihre Eigen- 
N[cm?] schaften wurden durch Bestimmung ihrer 
Debye Austrittsarbeit eg und der RICHARDSON- 


schen Konstanten A aus der Thermoemission 
untersucht; die Zahl der adsorbierten Atome wurde im dicken Teil 
des Keils mit Hilfe der Kontaktphotographie an Hand der Anzahl der a-Teil- 
chenspuren aus der natiirlichen Radioaktivitaét des Thoriums bestimmt. Die 
ermittelte Abhangigkeit der GroBe m vom Bedeckungsgrad @ ist in Abb. 7 


Atomschichten 
Abb. 7 


dargestellt. Die Verfasser deuten diese Abhaingigkeit folgendermagen: Im 
diinnen Teil des Keiles ist das Thoriumoxyd infolge der Erhitzung bis zum 
metallischen Thorium reduziert worden, und die hier gewonnenen Werte von 
ey und A fiir © = 0,7 sind praktisch identisch mit den bekannten Werten fiir 
das thorierte Molybdin bei O = Oop, = 0,7, dagegen stimmen die Werte fiir 
QO =2 mit den bekannten Werten fiir metallisches Thorium iiberein, Im 
dicken Teil des Keiles bei 9 > 4 ist das Thoriumoxyd nur teilweise reduziert 
worden, hier liegt also eine aktivierte Thoriumoxydkathode vor (s. weiter 
unten), und dementsprechend stimmen die hier gewonnenen Werte fiire g und A 
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‘} mit den bekannten Werten fiir diese Kathode iiberein. Diese drei Arbeiten 
i) sind mithin von wesentlicher Bedeutung fiir das Problem der Metall-Schicht- 
“\) Kathoden. 
nit Die zweite Gruppe von Arbeiten beschiiftigt sich mit dem Problem der Ad- 
ty sorption und Verdampfung von Alkaliatomen an einer Metalloberflaiche, d. h. 
ti] einem alten Problem, das aber in neuster Zeit mit viel besseren experimen- 
4[§ tellen Mitteln untersucht werden konnte. In der ersten dieser Arbeiten (20) 
#) werden die Adsorption und die darauffolgende Verdampfung von Kalium und 
it Natrium bei Auftreffen eines Molekiilstrahls dieser Metalle auf Wolfram 
4 untersucht. Der Molekiilstrahl wurde mit Hilfe einer Blende, die mit einer 
‘ Frequenz von 100 Hz vibrierte, wihrend eines Zeitraumes At, auf das 
Wolfram auffallen gelassen und fiir einen Zeitraum At, von ihm ferngehalten. 
Mit Hilfe eines Kathodenstrahloszillographen konnte unmittelbar die Ab- 
| nahme des Ionenstromes J, dieser Metalle innerhalb der Zeit At, beobachtet 
werden; die Ionen bildeten sich am Wolfram infolge der bekannten Erschei- 
1 nung der Oberflachenionisierung. In einem bestimmten Temperaturbereich 
i} gehorchte die Zeitabhingigkeit der GréBe J, einem reinen Exponential- 
% gesetz und man konnte daraus die mittlere Aufenthaltszeit eines Atoms im 
_adsorbierten Zustand bestimmen. Aus den Werten dieser GréBe bei ver- 
i Schiedenen Temperaturen kann man mit Hilfe der reinen Exponential- 
4 abhangigkeit beim Kalium und der etwas komplizierteren beim Natrium 
_ die Adsorptionswarme ihrer Ionen @, bestimmen. Es ergaben sich folgende 
| Werte: fiir das Kalium 2,55 eV und fiir das Natrium 3,3 eV. In einer anderen 
4 Arbeit (27), in der praktisch die gleiche Methode und das gleiche Grundmetall 
| (Wolfram) benutzt wurden, ergab sich fiir das Kalium 2,9 eV und fiir das 
Casium 3,6 eV. Dieses Ergebnis mutet etwas seltsam an, denn man miBte fiir 
das Casium einen kleineren Wert Q, erwarten als fiir das Kalium; nach einer 
bekannten qualitativen Beziehung ist nimlich Q, = e?/4R, wobei R der 
Radius des entsprechenden Ions ist. 
Zum SchluB verweisen wir noch auf die grofe Bedeutung, die auch der 
systematischen Untersuchung und Herstellung fiir die Praxis geeigneter 
Metallkathoden mit elektronegativen Schichten zukommt; diese elektro- 
negativen Schichten erhdhen die Austrittsarbeit em des Elektrons. Leider 
k6énnen wir in dieser Hinsicht nur auf eine in letzter Zeit durchgefiihrte Arbeit 
verweisen (22); sie beschaftigt sich mit dem Wolfram, die Schicht besteht aus 
Platin. In diesem Fall kann die GréBe eg von 4,53 eV bis auf etwa 5,45 eV 
erhéht werden. Eine Anwendung dieses Systems zur Untersuchung der Ober- 
flaichenionisierung von Natriumatomen fihrte leider zu recht komplizierten 
und noch ziemlich unklaren Ergebnissen. In das gleiche Gebiet fallt auch die 
aiuBerst -wichtige Frage nach einer Antiemissionsbedeckung, die auch gegen 
eine Anderung der Kontaktpotentiale stabil ist, d. h. die Frage nach Grundsub- 
stanzen, die bei der Abscheidung eines aktiven Gemisches von Ba und BaO, 
beispielsweise aus einer Oxydkathode, keine starke Anderung der Grofe ep 
und dementsprechend keine starke Erhéhung der Emissionsaktivitat er- 
fahren; diese Eigenschaft ist von groBer Bedeutung fir die Gitter von Radio- 
rohren (23). Die experimentelle Erfahrung weist insbesondere auf die Eignung 
diinner Goldbedeckungen fiir diesem Zweck (24) hin, deren Wirkung jedoch 
noch unklar ist. 
5* 
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II. Nichtmetallkathoden 


Wahrend der Untersuchung und Entwicklung wirksamer Thermokathoden 
wurde man bald auf Nichtmetallkathoden aufmerksam. Hierzu gehort in 
erster Linie die Oxydkathode, die vor nicht weniger als 50 Jahren entdeckt 
wurde und ihre Bedeutung bis heute nicht verloren hat. AuBerdem haben die ~ 
standig wachsenden Anforderungen, die heutzutage an Thermokathoden 
gestellt werden miissen, zur intensiven Erforschung einer ganzen Reihe an- 
derer Verbindungen gefiihrt, unter denen sich einige als sehr aussichtsreich 
erwiesen haben. Da alle diese Kathoden naturgema vom selbstaktivie- 
renden Typ sein miissen, kann es sich hierbei nur um chemische Verbindungen 
der elektropositiven Atome der I., II., III. und IV. Gruppe des periodischen 
Systems handeln. Unter diesen kommen wiederum nur stabile Verbindungen 
in Frage, bei denen also die sich entgegenwirkenden Faktoren, wie Emissions- 
vermégen und Verdampfungsgeschwindigkeit des Kathodenmaterials, in 
geeignetem MaBe vereinigt sind. Kathoden dieser Art bilden ein kompliziertes 
System, meistens einen Halbleiter, mit vielen interessanten physikalischen 
Eigenschaften; dies wird im folgenden am Beispiel eines der wichtigsten 
Vertreter dieser Gruppe, nimlich der Oxydkathode, veranschaulicht werden. 


1. Erdalkalioxydkathoden 


Die bereits im Jahre 1904 entdeckte thermoelektronische Bariumoxyd- oder 
einfacher Oxydkathode (OK) ist bis heute die wichtigste Kathode fiir die 
verschiedensten modernen Elektronenrdhren, insbesondere auch fur die 
Massenproduktion geblieben. Andererseits ist dieser Kathodentyp ein physi- 


Vakuum eer ea ai, 
\ Oberfl.-Schicht 
| | | | | | | } | | | | | | | | | | | | Volumen der Schicht der Oxyd ~-Kath. 
~Kontaktschicht 
pri der Oxyd -~Kath. 
Abb. 8. 


kalisch auBerst kompliziertes und interessantes System; zur Untersuchung 
und Verbesserung dieser Kathode sind im Zusammenhang mit den neu auf- 
. tretenden Anforderungen in den letzten Jahren zahlreiche neue Methoden 
ausgearbeitet worden (s. weiter unten). Die Fruchtbarkeit dieser Unter- 
suchungen der letzten Jahre beruht in erster Linie darauf, daB erst jetzt 
die Forscher dazu iibergegangen sind, diese Kathode als Halbleiterschicht 
auf einer Metallunterlage anzusehen (25) und die Halbleitertheorie in die 
Untersuchungsmethodik dieser Kathoden einzufiihren. Die Ergebnisse dieser 
Untersuchungen sind schon in verschiedenen zusammenfassenden Artikeln 
und Monographien dargestellt (7). 

Die Struktur der Oxydkathode kann man schematisch folgendermaBen dar- 
stellen (Abb. 8). Auf einer Metall (gewohnlich Nickel-) Unterlage befindet 
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sich die Hauptschicht des Oxyds in einer Dicke von etwa 50; sie besteht 
“9 gewohnlich aus einem Gemisch von Barium- und Strontiumoxyd mit einer 
“g entsprechenden Beimischung von atomaren Barium und Strontium. An. der 
| Grenze zwischen der Unterlage und dem Oxyd kann eine diinne Kontakt- 
“— schicht mit erhdhtem Widerstand liegen; an der auBeren Oberfliche der 
"{ Oxydschicht kann ebenfalls eine diinne Oberflaichenschicht mit erhéhtem 
| Widerstand liegen; an der auBeren Oberfliche der Kathode schlieBlich liegt 
‘i die aktive Oberflachenschicht. Im Betrieb wird diese Kathode bis auf etwa 
 1100° K aufgeheizt, ihre Emission erfolgt im Hochvakuum; durch diese 
9 beiden Faktoren wird ihre Untersuchung wesentlich erschwert. Trotzdem 
‘= brachten die letzten Jahre groBe und vielseitige Fortschritte bei ihrer Erfor- 
9 schung, veranlaBt durch ihre immer groBer werdende praktische Bedeutung. 
si) Ks: kann also nicht ohne Interesse sein, einmal die universellen Methoden 
if Zusammenzustellen, die bei dieser Untersuchung benutzt wurden. 
| 1. Die Impulsmethode zur Messung der Emission der Oxydkathode im Laufe 
\§ sehr kurzer Zeitintervalle. Unter diesen Bedingungen wurde bekanntlich 
) auch ihr gesteigertes Emissionsvermégen zum erstemnal beobachtet (26). 
) 2. Die Sondenmethode zur Messung der Potentialverteilung innerhalb der 
{ Oxydschicht wahrend des Emissionsprozesses mit besonderer Bestimmung 
»@ ihres Volum- und Kontaktwiderstandes an der Grenze der Unterlage (27), 
»§ ferner auch dieradiotechnischen Methodenzur Messung dieser Widerstinde(28). 
_» 3. Die Verwendung eines elektrostatischen Analysators (29) zur Bestimmung 
|) des Gesamtwiderstandes der Oxydschicht und zur Abtrennung des Ober- 
| flichenanteils dieses Widerstandes (29). 
+ 4. Messung der Thermospannungen (30) und des HALL-Effekts (31). 
| 5. Optische Untersuchungsmethoden, und zwar: Spektrale Abhingigkeit von 
/ Absorption und Photoleitung (32), duBerer Photoeffekt (33) und Lumineszenz 
» (34). 
| 6. Réntgeno- und elektronographische Untersuchungen der Struktur der 
} ganzen Oxydschicht sowie auch der Kontaktschicht an der Grenze gegen die 
_ Unterlage (35). 
) 7. Die Methoden zur Ziichtung reiner und mit Fremdsubstanzen versetzter 
> Bariumoxydeinkristalle und ihre Anwendung zur Untersuchung der primaren 
EKigenschaften des Kathodenmaterials (36). 
4 8. Anwendung des Emissions-Elektronenmikroskops zur Untersuchung der 
) stationiren Emission der Kathode sowie des sphiarischen Projektors zur 
> Untersuchung ihrer Impulsemission (37). 
{ 9. Die spektrochemische (38) und die massenspektrometrische (39) Unter- 
suchungsmethode fiir die Teilchenemission aus der Kathode und die Anwen- 
! dung des Massenselektors zur dosierten Abscheidung von Barium an der 
) Oxydkathode. 
10. Thermochemische Berechnungen und experimentelle Untersuchungen 
der méglichen thermochemischen Reaktionen in der Oxydkathode (40). 
11. Anwendung der Methode der markierten radioaktiven Atome (41) zur 
Untersuchung der Diffusion innerhalb der Kathode, der Verdampfungs- 
geschwindigkeit aus ihr usw. 
12. Untersuchung der Sekundarelektronenemission von Oxyd-Thermo- 
kathoden (42), die nicht nur in bezug auf die Thermokathode von Interesse sind. 
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Zwar sind alle diese Untersuchungen heute noch in vollem Flusse, haben aber 
schon jetzt sehr viele wichtige und interessante Ergebnisse gezeitigt, tiber die 


wir jetzt kurz berichten wollen. | 

In den gegenwirtigen, allerdings recht elementaren Vorstellungen tiber die 
Natur der thermischen Elektronenemission aus der Oxydkathode wird 
letztere in ihrer Struktur als véllig homogene Schicht (der Dicke d) eines 
Elektronenhalbleiters aufgefaBt, etwa Bariumoxyd als Halbleiter mit einer 
Beimischung von metallischen Bariumatomen, die als Donatoren wirken. Die 
Emission dieser Kathode hat den 
Charakter einer einfachen Verdamp- 
fung. In diesem Fall gelten folgende 
Bedingungen fiir den dimensionslosen 
Strom 4 und die Abschirmtiefe zy: 


Dabei ist J die Dichte des Emissions- 
stromes, o die Leitfihigkeit der Katho- 
hey denschicht, ¢ die Dielektrizitatskon- 
stante, n, die Konzentration freier 


CJ 
Mes okT a 
° \8me2n, } 


Elektronen in der Kathode, die sich aus dem aus der Halbleitertheorie 


stammenden Ausdruck 


2 s C / 
Ne = 55 (Qa mekT)hexp (— i) = Bsexp (— cn (4) 
ergibt (¢ ist die innere Austrittsarbeit, vgl. Abb. 9). 


In diesem Fall gentigt die Dichte des Emissionsstroms der allgemeinen Formel 
Li ee i 2 5 RO 
Ne Den fee exp (— Zs) = DA,T? exp (— “7. (5) 


Dabei ist y die 4uBere Austrittsarbeit, 4, = Cpa 
ist die bekannte universelle Konstante aus der Emissionsformel, ep=C+y 
die gesamte von den thermischen Elektronen zu leistende Austrittsarbeit. 
Sie wird gegeben durch den energetischen Abstand zwischen der Fermi- 
grenze (dem chemischen Potential ~) und dem AuSenraum (dem Vakuum: 
vgl: Abb. 9). Dieser Abstand ey bestimmt auch das Kontaktpotential. Indem 
wir etwas vorgreifen, kénnen wir sagen, daB8 fiir eine aktivierte Oxydkathode 
im stationdren Fall unter den Betriebsbedingungen (7 ~ 1100° K) folgende 
Werte typisch sind: 


J ~0,1 —1,0 A/em?, n, ~ 1014 — 104 em-3, (5a) 


und daraus folgt (bei einer effektiven Elektronenmasse m* = 
Formel (4) ein Wert ¢ = 1,0 — 1,2 eV. 2 = mM) wegen 
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) uf dem hier betrachteten einfachsten Fall der Emission aus einer Halbleiter- 
wfthode basiert auch eine neue Theorie des SCHOTTKY-Effektes (43), in der 
ye Wirkung des auBeren elektrischen Feldes H nicht nur auf eine Verringe- 
sng der auBeren Austrittsarbeit x sondern auch deri inneren Austrittsarbeit C 


Wberflachentermen des Halbleiters, d. h. 


2kT sh 4x 
are Ue Sin aes 420 Xy ag POO Ry. 
Ded ie 1 ed lie Sy oo 


€ 


jsegeniiber atomaren Mikrodipolen sehr groBen ,,Lainge’‘ —; diese betragt 
€ 


“ir die Oxydkathode unter deren Betriebsbedingungen etwa at 8 cm. Diese 
*heorie mu nun noch auf die Falle o = f(#) und o = f(T) ausgedehnt 
verden, die unter realen Bedingungen eintreten konnen. 


<Onnen, und zwar im wesentlichen im inaktiven Zustand der Kathode. Wir 
ae ennen (vgl. Abb. 9) mit N die Konzentration der Donatoren und mit q 


ao 


(8) 


Pe) oR) 


iC ist also eine recht komplizierte Funktion: 

| ¢ =f(N, N’,¢,9',9, 7). (8a) 

‘Das Hauptaugenmerk richten wir auf die Temperaturabhangigkeit der 
inneren Austrittsarbeit ¢. Unter diesem Gesichtspunkt kann eine unvor- 
jsichtige Anwendung der allgemeinen Formel (5) fir Halbleiter- und ins- 
* besondere Oxydkathoden zur Bestimmung der gesamten und damit auch der 
jinneren Austrittsarbeit aus der Temperaturabhangigkeit der Thermo- 
emission manchmal zu schwerwiegenden Fehlern fiihren. Dieser Umstand ist 

‘leider wenig bekannt, obwohl er in der Literatur durch ein sehr augenfalliges 
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und tiberzeugendes Beispiel veranschaulicht wird (44). Hierzu kommen noer 
die im Gebiet der aktiven Metall-Schicht-Kathoden bekannten Kompli- 
kationen (43), die auf der hier bestehenden Oberflicheninhomogenitat beztig 
lich der AuBeren Austrittsarbeit des Elektronsy = f(x, y) beruhen. AuBerden 
hangen die drtlichen Werte dieser GréBe wahrscheinlich auch von der Tempe- 
ratur ab, und zwar infolge der dynamischen Bedingungen in der aktiven 
Obertlachenschicht. SchlieBlich erwihnen wir, daB die gelegentlich fiir die 
Oxydkathode benutzte Emissionsformel (46) 


1 A 
spd’ 


J =DBYNT' exp rare 4 


(9)! 


ein Spezialfall der allgemeinen Formel (5) ist, der nur bei N’ = 0,! 
kT <(Q—) und kT < (q — £) gilt, d.h., wenn die Thermoemission nur auf 
den Donatoren eines bestimmten Niveaus beruht, das durch einen ganz be-- 
stimmten Wert der GroBe q gekenn-- 
% SrO zeichnet wird; im allgemeinen Fall be-- 
steht jedoch kein Grund zu der An-- 
nahme, daB dieser Fall verwirklicht: 
ist. Wir kénnen also abschlieBend fest- . 
stellen, daB vom Standpunkt dieser 
Eroérterungen (vergl. [5]) die hohe 
Emissionsaktivitat der Oxydkathoden 
auf der Erzielung kleiner Werte der 
inneren und auf eren Austrittsarbeit 
des Elektrons (€ und x) beruht. Dies 
l4Bt sich durch Einfihrung einer be- 
stimmten Menge von Atomen eines 
- elektropositiven Metalls ins Innere und 
d:10*em an die Oberfliche der Halbleiteroxyd- 
schicht erreichen; diese Operation be- 
zeichnet man als Aktivierung der 
Kathode. 
Die hier geschilderte Vorstellung von der Emission der Oxydkathode ist 
leider noch sehr primitiv, und zwar vor allem deshalb, weil die Struktur einer 
solchen Kathode sehr viel komplizierter ist, sogar dann, wenn es sich nur um 
ein zweikomponentiges Gemisch, z. B. BaO + SrO handelt. In der Tat weiB 
man, da die Substanzen BaO und Ba weitaus fliichtiger sind als SrO und Sr; 
infolgedessen ist das Konzentrationsverhaltnis der beiden Oxyde in ver- 
schiedenen Tiefen der Kathode verschieden und andert sich auch mit der 
Zeit. Ein typisches Beispiel fiir die Verteilung der relativen SrO-Konzen- 
tration in verschiedenen Tiefen und zu verschiedenen Zeiten zeigt Abb. 10 (47). 
Man sieht hieraus, da beispielsweise nach 400stiindiger Betriebsdauer bei 
875° C die Oberflaichenschicht der Kathode praktisch ausschlieBlich aus SrO 
besteht. Gleichzeitig kann man annehmen, da das Emissionsvermégen der 
Oxydkathode im wesentlichen durch ihre Bariumkomponente bestimmt wird; 
wie man etwa aus Tabelle 6 entnehmen kann (45), in der die relative Emis- 


Q 2 4 


Abb. 10. 
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ny Tabelle 6 


. 
Substanz BaO + Ba SrO + Sr | Ca0 + Ca | SrO+ Ba | CaO + Ba 
We [A] 1,2-10-? | 1,0-10-* | -1,0710-* | 2,0-10- | 1,8- 10-4 


te 
i | : 

tion der einzelnen Komponenten der Oxydkathode hei 750° K, d.h. das 
@imissionsvermégen der Oxyde der einzelnen Erdalkalien mit den tiblichen 
i3eimischungen anderer Metalle derselben Gruppe zusammengestellt ist. 
SchlieBlich hat die Oxydkathode durchaus keine homogene Struktur, sondern 
Hildet ein stark pordses System, bestehend aus winzig kleinen (GréBen- 


brdnung Mikron), teilweise zusammenge- 
/ 


jsinterten Kristalliten, was von deutlichem U[mV Js6mA 
x vhs mA 


eEinfluB auf ihre Kigenschaften sein muB (48). 1000 
fine andere sehr wichtige Struktureigenschaft 
; Mer Oxydkathode wurde durch Anwendung der 
fron uns schon im Jahre 1941 entwickelten 
find benutzten Sondenmethode (27) entdeckt; 
‘@liese Methode hat nach dem Kriege eine sehr 
‘IgroBe Verbreitung gefunden. Das Wesen dieser 


| 


600 


. ethode, die zunachst auf Halbleiter und = 

M@Dielektrika angewandt wurde, besteht darin, 400 syle 

“‘HaB man ‘in die Schicht einer realen Oxyd- 

‘kathode zwei bis drei Sonden einfiigt. Diese : 

“Hestehen aus auBerst diinnen (etwa 5) Platin- 200 x- J=2mA 
oder Nickelstreifen, die in verschiedenen Ab- —a 

‘fstanden « vom Kern der Kathode angebracht 0 esa ited oe 
‘Jverden. Entnimmt man der Kathode Emissions- em 
str6me verschiedener Starke, so kann man mit Ries eae 0 


einer Kompensationsmethode das Potential  - 200 
‘}eder der Sonden, d.h. die Potentialverteilung Abb. 11. 
‘SV = f(a) in der Schicht ermitteln. Als typisches 

‘IBeispiel geben wir in Abb. 11 ¢in Diagramm wieder, das aus unserer Arbeit 
‘aus dem Jahre 1941 stammt (27). V 
/Durch Extrapolation auf z = 0 erhalten wir die Werte V = V, und R; = e 


Al 

' us denen sich auf das Vorhandensein einer diinnen Kontaktsperr- 
: ischicht an der Grenze zwischen Kathode und Kern schlieBen 1a8t; ihr ent- 
“spricht der Potentialsprung V, und der Widerstand R,. Andererseits kenn- 
yzeichnet die GroBe R = (Ve = M1) den Widerstand des Volumenteils der 
¢ | 

“Kathodenschicht mit der Dicke x, — 2, = Ax. Die Werte V,) und Vo, bei 
“J =0 kennzeichnen die Thermospannung in der Schicht (siehe weiter 
unten). In dieser Arbeit wurde also zum erstenmal die Existenz einer Kon- 
Jtaktsperrschicht in der Oxydkathode festgestellt und eine getrennte Messung 
‘Mder Widerstiinde dieser Schicht und des Volumens der Kathode bei ver- 
‘/schiedenen Temperaturen durchgefihrt. 

In weiteren Untersuchungen wurde eine Methode zur Messung des gesamten 
eee in der Kathodenschicht entwickelt (29), mit der man in Ver- 
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bindung mit der vorstehend beschriebenen Methode die Potentialverteilung : 

V =f(x) bis ganz an die Oberfliche der Kathode verfolgen kann. Eines: 

unserer Mefergebnisse ist in Abb. 12 dargestellt; unerwartet war hier das: 

Auftreten einer weiteren Sperrschicht mit einem Potentialsprung V, an der | 

Oberfliche. Diese Schicht mu von gréBtem Kinflu8 auf die Elektronen-. 

emission der Kathode sein, die unmittelbar aus dem Gebiet unter dieser Ober- - 
fliche (einige freie Weglangen) erfolgt. 

Uber die Natur der Sperrschichten kann man folgendes sagen: Die Kontakt- . 

sperrschicht hat in der Regel chemische Ursachen, sie entsteht infolge einer: 

chemischen Reduktion des Bariumoxyds durch die verschiedenen aktivie- - 

renden Zusatze zum Kern (40)) 

Kern 1 2. 3. Sperrschicht Oberfl. (s. weiter unten). In dem: 

typischen Fall eines Kernes: 

aus Nickelsilikat besteht diese : 

Schicht aus Ba,SiO,, ihre Dicke: 

‘la kann mehrere Mikron erreichen: 

(53). Uber die Struktur der: 


8 138mA Oberflachensperrschicht dagegen | 
2.66mA Vp kénnen wir gegenwartig nur mehr | 
3.99 mA oder weniger wahrscheinliche: 


4.1801 A Vermutungen anstellen. Das: 


Ba,SiO, hat unter den Betriebs-. 
bedingungen der Kathode einen! 
spezifischen Widerstand os, ~ 
~ 10-® Ohm - cm und eine innere 
Austrittsarbeit € ~3eV, wahrend | 
fiir das Volumen der Kathode ein 
Wert vonetwag ~ 10-?Ohm- cm 
typisch ist. Der Gesamtwider- 
stand der Kathodenschicht be- 
tragt unter den Betriebsbedin- 
gungen (etwa 800° C) einige 
Ohm/cm?. SchlieBlich weisen wir 
Abb. 12. darauf hin, dai die Widerstande 
é Qss und @ fir kleine Emissions- 
strome ohmsches, fiir hohe Stréme im Impulsbetrieb dagegen stark nicht- 
ohmsches Verhalten zeigen (s. weiter unten). 
Obwohl die reale Oxydkathode wesentlich von dem oben geschilderten idealen 
Schema (s. Abb. 9) abweicht, wird eine ihrer Grundeigenschaften, nimlich der 
AktivierungsprozeB, in diesem einfachen Bild durchaus richtig beschrieben. 
Im Laufe dieses Prozesses wird in der BaO-Schicht atomares Barium frei, 
dessen Konzentration, etwa bestimmt nach der bekannten Methode von 
BERDENNIKOW, gréBenordnungsmaBig 10!7—10!8 Atome pro cm? erreichen 
kann, parallel dazu verringert sich die innere Austrittsarbeit ¢ wesentlich. Ob- 
wohl bei der Emission der Kathode stiéndig etwas von ihren Komponenten ab- 
dampft, und zwar in erster Linie die fliichtigeren Bariumbestandteile muB 
die Konzentration N dieser aktiven Atome konstant gehalten werden weil 
sonst die Kathode ihre Emissionsaktivitét allmahlich verliert. Die Erzeu- 


cx 
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thal 
1 g und Aufrechterhaltung der Konzentration atomaren Bariums in der 
, #thode in der erforderlichen Menge sind méglich infolge der Elektrolyse und 
,@ chemischen Reduktion der Halbleitergrundsubstanz des BaO. 
tt her der wesentlichsten Erfolge in der Physik und Technik der Oxyd- 
‘hode in den letzten Jahren war die Aufklarung der Eigentiimlichkeiten 
is chemischen Aktivierungsprozesses der Kathode und des Einflusses der 
itallischen Unterlage auf diesen ProzeB. Die Geschichte dieses Problems 
‘fzinnt im Jahre 1935, als die entscheidenden Experimente gemacht wurden 
ft ad schon die richtige Deutung vorhanden war (50). Diese Experimente 
igten die vorteilhafte Rolle eines Zusatzes von Al bzw. Ti sowie den nach- 
1 igen Einflu8 von Mn. Im Jahre 1946 wurde dann bei der Entwicklung von 
Wydkathoden, die sich ja besonders fiir die Verwendung im Impulsbetrieb 
| Entnahme hoher Emissionsstromdichten eignen, die vorteilhafte Rolle 
li hes elektrolytisch reinen Nickelkerns nachgewiesen (51). Im Zusammen- 
“ng mit der groBen praktischen Bedeutung der Beschleunigung und Er- 
“chterung der Aktivierung der Kathode durch Kinfihrung geringer Mengen 
“‘Feniger als 1%) gewisser Metalle (Al, Mg usw.) in den Kern sind diesem Pro- 
“bm in letzter Zeit eine ganze Reihe von Arbeiten gewidmet worden (40, 52) 
® zeigte sich, daB es sich hier um eine thermochemische Reduktion des BaO 
‘rch Reaktion mit diesen Zusitzen handelt, d.h. um eine Freisetzung 
‘Wetallischen Bariums, das sich dann iiber das gesamte Volumen und iiber die 
“erflache der Kathode verteilt und dadurch sowohl die innere als auch die 
'} Bere Austrittsarbeit entsprechend Gl. (5) herabsetzt. Der Grad dieser Akti- 
«Terung laBt sich durch Berechnung der Gleichgewichtskonstanten W fir 


‘fese Reaktion aus der Gleichung 
A®=—RTInwW 


schatzen (hierbei ist A ® die Anderung der freien Euergie im stationiren 
@astand) ; man hat dann noch den Dampfdruck p des gewonnenen metallischen 


\fariums zu bestimmen. Wir erléiutern das Gesagte durch die Tab. 7 (40), 
je die Werte der GroBe p bei einer Aktivierungstemperatur von 1000° C 
t | Tabelle 7 

Reaktionstyp p {mm] 
UG RTO te A NE 2-10-11 
WhO + CH, (bei 10-5atm.) @Ba+CO+2H,...-.... 0,1 
MEN ee BarteNiQ ine iow.) duis tacs ee eek 5-10-13 
St 79 Ba Ba SiOenue tiie. iste Shiai.) ob vine Ant 1- 10-3 
WE NCAA) Bay MgO ohn lS a. fi Feel ara esl ans 40 


Wnter diesem Gesichtspunkt ist beispielsweise das Prinzip der Wirkung 
mserer Kathoden mit einem Kern aus bronziertem Wolfram vollig ver- 
\ft&indlich (33). Die Benutzung von Cu-Al-Bronze gewahrleistet namlich a) 
‘bine erleichterte Aktivierung der Oxydschicht infolge ihrer thermochemischen 
/Reduktion durch das Aluminium und b) die Bildung einer Zwischenschicht 
‘inter Beteiligung des Kupfers, deren geringes Emissionsvermégen die 
“ur Heizung der Kathode erforderliche Leistung herabsetzt. 


| 
1 
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Man muB jedoch beachten, daB im Laufe der thermochemischen Reduktic 
der an den Kern angrenzenden Oxydschicht hier noch ein Nebenprodukt b 
dieser Reaktion entsteht, beispielsweise Ba,SiO, im Fall einer Aktivierur 
durch Silizium, Ba,WO, im Fall der Aktivierung durch Wolfram usw. Inte: 
essant ist der Einflu8 einer geringen Wolframmenge (etwa 4%) in eine 
Nickelkern; er verleiht der Oxydkathode auBerst giinstige Emissionseige 
schaften (54), und zwar offenbar infolge der Reaktion 6BaO + W = Ba,WC 
+ 3Ba. Befindet sich im Kern noch eine weitere geringe Beimischung, be 
spielsweise Si, so setzt sich diese Reaktion nach dem Typ 


2Ba,WO, + Si = 3Ba,Si0, + W 


usw. fort, so daB in der Kontaktsperrschicht auch die Verbindung Ba,SiC 
auftritt. 

Die Schicht dieser neuen Verbindung, deren Dicke einige Mikron erreiche¢ 
kann, besitzt einen hohen Widerstand und andere Eigenschaften typische 
chemischer Sperrschichten. Das Bariumorthosilikat Ba,SiO, wurde eine 
eingehenden Untersuchung unterworfen, wie wir schon mehrfach erwahntet 
(33). 

Den Widerstand dieser Sperrschichten kann man auf verschiedene Weis 
messen. Neben der oben erwaéhnten unmittelbarsten und zuverlassigste: 
Methode (vgl. Abb. 11), die jedoch eine komplizierte Sondenkonstruktion er 
fordert und nur im Laboratorium anwendbar ist, wurden in der letzten Zei 
andere in der HF-Technik benutzte Methoden entwickelt (28). Sie all 
beruhen letzten Endes auf der bekannten Ersetzung einer Sperrschicht dure 
einen elektrischen Kreis, der aus einer Kapazitat C, und einem Parallelwider 
stand R, besteht, wobei die Zeitkonstante dieses RC-Gliedes etwa gleich 1 se 
ist. Der Wert dieser allerdings indirekten und recht groben Methoden besteh 
darin, da man sie zur Untersuchung der Kathoden der tiblichen Elektronen 
rohren anwenden kann. Bei diesen Untersuchungen wurde die inter 
essante Tatsache festgestellt, daB das Anwachsen des Widerstandes R, de 
Sperrschicht wahrend einer sehr langen Betriebsdauer der Kathode wesent 
lich davon abhangt, ob hierbei ein Elektronenstrom entnommen wurde ode 
nicht. Im zweiten Fall waichst R, sehr viel schneller an als im ersten; még 
licherweise spielen hier elektrolytische Prozesse in der Kathode eine Rolle. I 
letzter Zeit ist man zu der Annahme gekommen, daB die Sperrschichten ein 
wesentliche ungiinstige Rolle nicht nur in dem trivialen Fall einer Impuls 
kathode unter den Bedingungen einer hohen Strombelastung, sondern auc. 
im Fall von kontinuierlich arbeitenden Kathoden mit geringer Emissions 
stromdichte (weniger als 0,1 A/cm?) spielen. Diese Annahme ist allerding 
anfechtbar, denn im letzten Fall gilt die Bedingung (3) (Aa < d), d.h. di 
Emission muf durch die Oberflachenschicht der Kathode in einer Ausdehnun 
von wenigen freien Weglingen des Elektrons bestimmt werden, fiir dere 
Untersuchung die von uns entwickelte Kombination der Sondenmethod 
und des elektrostatischen Analysators benutzt werden kann (s. oben Abb. 12 
Es liegt nahe, daB die Sperrschicht fortfallt, wenn man als Kern sehr reine 
elektrolytisches Nickel verwendet; dieser Umstand ist von besonderer Be 
deutung im Fall einer kontinuierlich mit hoher Elektronenstromdichte emit 
tierenden Oxydkathode. 
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Ggibt gegenwartig Hinweise auf eine Kathode mit J = 19 A/cm? mit kon- 
jiierlicher Emission (55). Wenn diese Kathode eine Sperrschicht mit einem 
derstand von etwa 3 Ohm/cm? hatte, so wiirde in ihrem Volumen eine 
‘LEsche Leistung von etwa 1kW/cm? freigesetzt werden, die etwa 200mal 
er ist als die zur Heizung erforderliche Leistung. 

seressant ist der Hinweis, daB wir im Fall dieser Kathode einen hohen 
im@rgetischen Wirkungsgrad der Elektronenemission von etwa 5°% erhalten. 
as der Energiebilanz beim Betrieb der Thermokathoden in Vakuumréhren 
jt schlieBlich hervor, daB der Grenzwert fiir die Wirtschaftlichkeit1) der 
Sthode bei Beriicksichtigung der Leistung J,2 R, die zur Aufrechterhaltung 


: Anodenstromes aufgewandt wird 


= 


1 


(p + Vo) 


, ragt, dabei ist ep die Gesamtaustrittsarbeit und Vy, = 
jergie eines thermischen Elektrons (56). 

ine umfangreiche und interessante Gruppe von Arbeiten beschaftigte sich 
i der Oxydkathode im Hinblick auf die Untersuchung ihrer Volumen- 
,,#enschaften mit Hilfe verschiedener elektrischer und optischer Methoden. 


A max 


€ 


die mittlere 


chenschicht mit einer Sondenmethode eliminiert werden konnte (27), ferner 
|; Untersuchung der Thermospannung (30) und des Hall-Effektes (37). Mit 
lfe der Methode der Thermospannung entdeckte man, daB die Leitfihig- 
ot der Kathodenschicht derart ist, daB die Lécherleitung im nichtakti- 
ten und die Elektronenleitung im aktivierten Zustand iiberwiegt. Ferner 
irde gezeigt, da8 im Laufe der Aktivierung einer Kathode mit einem Kern 
/s Nickelsilikat das Gebiet des Zeichenwechsels der Leitfaihigkeit, d. h. des 
»ergangs von der Locher- zur Elektronenleitung, sich vom Kern zur Ober- 
iche verschiebt, woraus hervorgeht, daB die Quelle fiir die Erzeugung 
_Iptallischen Bariums im Kern zu suchen ist: Dort erfolgt die thermoche- 
dsche Reduktion des BaO. 

| wurde der Versuch unternommen, die Eigenttimlichkeiten der Thermo- 
fannung unter Beriicksichtigung der pordsen Struktur der Oxydschicht zu 
handeln (46). Diese Struktur ist nicht nur eine selbstverstandliche Folge 
ir technologischen Faktoren, sondern auch mehrere Eigentiimlichkeiten der 


j@lektronen- und Lécherleitung) vorkommen und da eine Zeichenumkehr 
‘wohl bei der Anderung der Temperatur der Kathode als auch des Drucks 
is in die Rohre eingebrachten Sauerstoffs méglich ist. Dann wurden nume- 
‘che Daten iiber die Elektronen- und Lécherkonzentration in der Kathode 
id ihre Beweglichkeiten gewonnen; leider sind diese Aussagen nicht ganz 


}Anm. d. dtsch. Red.: Hierbei ist offenbar die Wirtschaftlichkeit H als Quotient aus 
missionsstrom und aufgewandter Leistung zu verstehen. 
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genau. Im allgemeinen kann man hier naherungsweise annehmen, daB & 
1100° K die Konzentration freier Elektronen in der Oxydkathode 2, , 
1014 cm-%, ihre Beweglichkeit u ~ 10° cm?/V sec betragt. : 
Von grofer Bedeutung sind auch die in allerletzter Zeit erfolgten vielfaltigg 
optischen Untersuchungen. Sie erstreckten sich sowohl auf die ibliche« 
Oxydkathoden als auch auf besonders reine und mit Zusatzen versehene Bat 
Einkristalle, fiir die schon eine besondere Ziichtungstechnik entwick« 
worden ist (36) und die sozusagen das Modell einer Oxydkathode bildes 
Der Wert dieser Untersuchungen, insbesondere der an BaO-Kinkristalld 
ausgefiihrten Messungen, besteht in der Méglichkeit, das Bandermodell fi 
diesen Kristall in sehr reiner und nicht durch Sekundarfaktoren verschleiert; 
Form aufzukliren und damit dem Ve 
105 staindnis der physikalischen Erscheinunge 
in der Oxydkathode ein gutes Stick nah! 
zu kommen. Bei diesen spektralen Unte 
-suchungen wurden auch die Probleme dé 
spektralen Absorption, des inneren ur 
a4uBeren Photoeffekts und der Kathodex 
lumineszenz berthrt (32, 33, 34). D 
Experimente zeigen, daB das BaO ein 
breite optische Absorptionsbande hat (32 
sie beginnt bei einer Wellenlange ve 
Ay ~~ 330 mu (hy = 3,8 eV) und erreich 
dann bald ein Maximum im Gebiet ve 
Am ~~ 200 mu (hy ~ 6,2 eV). Bei diese: 
Maximum erreicht der Absorptionskoef: 
zient Werte von etwa 0,56, d.h. d 
; Absorption nimmt nahezu metallische 
216 20° 24 48°32 16 40 46 Charakter an, was darauf hindeutet, dz 
hv [ev] es sich hier um eine Grundgitterabsorptic 
Abb. 13. handelt, die auf Band-Band-Ubergange 
beruht. Die Breite der verbotenen Zor 
fiir das BaO betragt demzufolge Q = 3,8 eV (nach anderen Angaben 4,8 ¢ 
Im Fall eines durch einen Zusatz metallischen Bariums aktivierten Bat 
Einkristalle tritt eine zusatzliche Absorptionsbande mit einem Maximw 
bei etwa 510 mu (hv’ = q = 2,4 eV) auf, deren Charakter typisch ist fi 
eine durch Fremdzusatz erzeugte F’-Absorption. Aus dem Absolutwe 
des Absorptionskoeffizienten in diesem Gebiet schitzte man die Konze 
tration dieses Bariumsatzes ab und kam auf einen Wert 


Ss ra) 3 
w ~ cos 


Quanten-Ausbeute [willk Einheiten] 
3s 


Ng ~ 4-108 Atome pro cm3, 


der mit den auf ganz anderem Wege gewonnenen Daten gut tibereinstimmt. 
Das Bariumoxyd zeigt sowohl einen inneren Photoeffekt (32), dessen ene 
getische Grenze nach niedrigen Energien mit der Kante der optische 
Absorption iibereinstimmt (330 mw), als auch einen duBeren Photoeffekt (3¢ 
der eine Reihe interessanter GesetzmaBigkeiten zeigt. Zur allgemeine 
Kennzeichnung dieser Erscheinung geben wir in Abb. 13 die spektra 
Quantenausbeute in Abhangigkeit von der Photoenergie (in eV) fir ei 
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(Sonstanten an: ep = 1,44 eV, A = 0,026 A/cm? Grad?; das Maximum liegt 
‘thier im Gebiet zwischen 3,6 und 4,0 eV. 

_) @n einer anderen Arbeit wurde ein zweites starkes Anwachsen der Quanten- 
usbeute des Photoeffektes von BaO bei der Einstrahlung von Licht mit 
‘finer Energie von hy > 5 eV beobachtet, was die Verfasser als Beginn des 
*igentlichen auBeren Photoeffektes deuten. Eine Untersuchung der Strom- 
/pannungskennlinien des Photoeffektes dieser Kathode im elektrischen 
| Bremsfeld eines Kugelkondensators bestatigte den oben angegebenen Wert 
‘ur die Schwellenenergie des eigentlichen Photoeffekts einer BaO-Kathode 
tron ®, ~ 5,0 eV und deutete ferner darauf hin, da® die thermoelektrische 
“eAustrittsarbeit ungefahr 1,6 eV betriagt. 

“Wie Oxydkathode und das Bariumoxyd zeigen ferner eine merkliche Ka- 


“(250 und 860 my. Der Charakter dieses Spektrums hangt vom Aktivierungs- 
zustand der Kathode ab; im Laufe der Aktivierung tritt eine neue Bande im 
'Gebiet um 410 my hervor, wahrend eine andere Bande im Gebiet um 


Abb. 9. 

Von wesentlicher Bedeutung bei den Untersuchungen tiber die Oxydkathode 
ifsind die Probleme der Verdampfung der aktiven Komponenten, ihre Ab- 
wischeidung an den nachstgelegenen Elektroden und ihr Einflu8 auf das 
‘OKontaktpotential und die thermoelektrische Aktivitat dieser Elektroden. 
‘Die Wichtigkeit dieses Problems beruht auf der Stabilisierung der Funktion 
‘der Steuergitter moderner Radiordhren mit Oxydkathoden. Bei diesen 
i? Untersuchungen werden in letzter Zeit haufig mit Erfolg die Methode von 
l@ BERDENNIKOW (49), die Methode des Massenspektrometers (39) und insbe- 
‘Hsondere auch die Methode der markierten radioaktiven Atome Ba! und 
)Sr®? angewandt (41). Durch Verwendung markierter radioaktiver Atome 
@konnten beispielsweise die Eigentiimlichkeiten der Verdampfung aus der 
8} Kathode technischer Radiordhren untersucht werden; die verdampfte 
|Substanzmenge kann hier mehrere Prozent der vorhandenen Gesamtmenge 
}ausmachen, z. B. bei der Verdampfung der einzelnen Komponenten einer 
“urspriinglich dreifachen Karbonatschicht (BaO + SrO + CaO). Man muf 
§ darauf hinweisen, daB die Verhinderung der Thermoemission der Gitter von 
« Radioroéhren, die auf der Abscheidung von Verdampfungsprodukten aus der 
) Oxydkathode am Gitter beruht, ein sehr schwieriges und z. Zt. praktisch 
6 noch nicht geléstes Problem ist (23, 24). 

* Zam AbschluB unserer Betrachtung der Oxydkathode mit kontinuierlicher 
Emission gehen wir noch auf einige Besonderheiten der Theorie der Thermo- 
# emission ein, die iitber den Rahmen der erwahnten elementaren Darstellungen 
1 hinausgehen. 

Die Oxydkathode stellt in aktivierter Form ein Gemisch von BaO- und 
i) SrO-Kristalliten (beide sind polare Verbindungen) mit einer tber das ge- 
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af 


samte Volumen verteilten Beimischung von Ba- und Sr-Atomen dar. . 
Die Grundsubstanz dieser Kathode, ein mit Ba aktivierter BaO Einkristall, , 
ist kein Elektronen-, sondern ein Polaronenhalbleiter und hat die in der: 
Literatur (57) beschriebenen Eigenschaften. Infolgedessen mussen auch in 
der Theorie der Thermoemission fiir solche Substanzen, beispielsweise im 
aktivierten Zustand, entsprechende Hinweise auftreten. Diese Hinweise sind | 
folgender Art (58). Die Emission wird durch den bisherigen Ausdruck (3) | 
gegeben, aber die Dissoziationsenergie des Elektrons aus einem Fremd. | 
zentrum betrigt q = H + W, wobei H die thermische Dissoziationsenergie : 
eines Polarons bei Bildung eines Bandelektrons und W die Dissoziations- 
energie eines F’-Zentrums (zweiwertiges Barium-Fremdatom) in ein F- 

Zentrum und ein Polaron ist. Diese GréBen H und W und damit auch q' 
lassen sich auf Grund folgender Parameter berechnen: n, der optische » 
Brechungsindex; ¢, die elektrostatische Dielektrizitatskonstante; w, die 

Grenzfrequenz der optischen Schwingungen und yw, die effektive Masse eines _ 
Bandelektrons. Die letzte GroBe 14Bt sich durch Vergleich der experimentell 

bestimmten Lage des Maximums der Fremdabsorptionsbande mit der 

theoretisch vorhergesagten Lage bestimmen; fiir den BaO-Kristall ergibt 


‘sich toby, 5,8. 
m 
Wir haben also 
me* u 3 1 1 
H = 0,054 —— — c? + —iw, und c=[{-— — —}, (10) | 
h? m ye n? E 
me* 1/4 3. ike 3 
= — | — —}— — — s tf 
ud h? (a+ s)4 Sar ( ) 


Die innere Austrittsarbeit (etwa im gut aktivierten Zustand) bei tiefen 
Temperaturen (k7' < q —¢) wird jetzt nicht mehr durch den aus (6) fol- 


genden Ausdruck ae 
C= t kT In 12 
aire ae Y, 


gegeben, sondern durch den Ausdruck 
1 B, 
t =(5 W +H) erin |Z 


bestimmt. Diese Theorie prazisiert also nicht nur gewisse fiir uns wichtige 
Ausdriicke, die insbesondere auch fiir die Oxydkathode gelten, sondern sie 
gibt auch eine Méglichkeit zur Berechnung gewisser Parameter. Beispiels- 
weise erhalten wir fiir den mit Ba aktivierten BaO-Einkristall auf Grund von 
(10) und (11) H = 0,37 eV und W = 1,59 eV, also ¢ = 1,8 eV; dies erweckt 
den Eindruck, daB® die auBere Austrittsarbeit x manchmal sehr klein sein 
kann. 

In den vorstehend geschilderten Grundziigen der Theorie der Thermo- 
emission einer Halbleiterkathode wurden die Bedingungen (3) benutzt, die 
fir eine gewohnliche Oxydkathode im Fall der kontinuierlichen Emission 
stets giltig sind, denn hier ist 2 ~ 0,01 und a ~ 10-5 cm. Prinzipiell sind 
jedoch auch Falle moéglich, in denen die Halbleiterthermokathoden so diinn 
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ti ad — etwa vom Typ der alten ,,Barium- oder Casiumoxydkathoden‘ usw. — 
in/.B hier nur die erste Ungleichung 4 < 1, nicht aber die zweite 2, < d gilt. 
| diesem Fall kann man ganz neue GesetzmaBigkeiten fiir die Thermo- 
» erhalten, weil das elektrische Feld in der Grenzschicht zwischen 
vi 
fathode erstreckt (59). Wir halten es fir notwendig, diesen Umstand zu 
‘fwahnen, obwohl gegenwartig keine praktisch benutzten Kathoden dieses 
‘yps vorhanden sind; naher werden wir uns jedoch damit nicht be- 
i haftigen. 

2a den letzten Jahren begann man die Thermokathode in groBem Umfang 
yj 27 einen neuen Zweck anzuwenden, namlich fiir kurzzeitige Impulse (Dauer 
ilk n der GréS8enordnung von Mikrosekunden) mit einer relativ langen Pause 


jungen der Impulsemission von Oxyd- 
| @athoden wurde zur Untersuchung ihrer FO a at SITs PE ET 
i@igenttiimlichkeiten eine Reihe experi- t [Std] 
jaenteller Arbeiten durchgefihrt, deren 
iiauptinhalt wir im folgenden kurz dar- 
S2gen wollen. 

Vor allem muB die auBerordentlich groBe Bedeutung des Materials des 
)<athodenkerns fiir diesen Fall hervorgehoben werden; sie ergibt sich beispiels- 
lveise aus Abb. 14 (57). In langen Untersuchungen hat sich eine Kathode 
dnit einem Kern aus elektrolytisch reinem Nickel als wesentlich besser 
rwiesen als ein Kern aus Nickel mit 0,2% Silizium. Eine eingehendere 
Jntersuchung zeigt, wie aus Abb. 15 ersichtlich ist (50), da der Silizium- 
susatz (im vorliegenden Fall 2%) sich in zweierlei Hinsicht nachteilig 
jiuBert: 1. Die Stromspannungskennlinien beginnen schon am Anfang von 
‘Men theoretischen abzuweichen, und zwar infolge eines merklichen Potential- 
‘bfalles an der Kontaktsperrschicht; 2. der hier erzielte Grenzwert des 
‘SEmissionsvermogens ist sehr herabgesetzt, weil frihzeitig Funken von der 
iKathode tiberschlagen (in Abb. 15 mit einem durchkreuzten Kreis ange- 
deutet). Die Natur dieser letzten Erscheinung, die die Kathode natirlich 
angreift, ist noch nicht ganz klar; man fiihrt sie zuriick auf eine lokale Bogen- 
bildung, die auf einem Durchschlag durch die Sperrschichten in der Kathode 
Jinfolge der Entstehung sehr hoher elektrischer Felder beruht (60). Kine ein- 
igehende physikalische Untersuchung dieses wichtigen Problems ware von 
6 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 


Abb. 14. 
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groBer Bedeutung fiir die Halbleiterkathoden mit hohem Emissionsvermogeng 
In allerletzter Zeit gab es schlieBlich Hinweise darauf, daB sowohl fir dee 
kontinuierlichen als auch fir den Impulsbetrieb einer Oxydkathode Kern 
aus Nickel mit 4° Wolfram sich am besten eignen (54, 61). 

Steigert man allmihlich die Dauer des entnommenen Emissionsstrom| 
impulses, so beginnt sich eine zeitliche Abnahme desselben, die gewohnlic#} 
als Selbstvergiftung bezeichnet wird, immer starker auszupragen (62); um 
diese Erscheinung zu verhindern, darf man die Impulsdauer nicht groBex 
machen als etwa eine Mikrosekunde. Uber die Natur der Selbstvergiftung 
der Oxydkathode wurden s. Zt. eine groBe Anzahl verschiedener Vert 
mutungen angestellt, unter denen besonders eine sicher richtig ist, nach dex 
namlich der Grund fiir diese Erscheinung in der Herstellung der Rohre 
selbst zu suchen ist. Es handelt sich um eine Vergiftung der Kathode dureh 
verschiedene Verunreinigungen, wie z. B. Gase, die aus der Réhre und der 


Kern reines Ni 


Bedeckung (Ba Sr )0 Kern2%Si-Ni ff berechnet 
234 Std 1A/em? : 


356 Std. 1A/cm? 4 


angrenzenden Schichten frei werden, ferner durch Gasionen, die bei der 
Stromleitung durch das Volumen erzeugt werden oder durch elektrolytische 
Zersetzungsprodukte des Stroms beim Durchgang durch die Kathoden- 
schicht usw. Allgemein kann eine Verhinderung der Gaserzeugung in der 
Rohre auch im Fall der Oxydkathode bei kontinuierlicher und verhialtnis- 
maBig geringer Stromdichte von Bedeutung sein, wenn es sich um eine 
Steigerung ihrer Lebensdauer handelt. 

Man kann annehmen, da8 unter bestimmten Bedingungen bei nicht allzu 
hohen Emissionsstr6men, wo die Thermoemission noch den oben geschil. 
derten Charakter einer reinen Verdampfung zeigt, kein prinzipieller Unter- 
schied zwischen der stationiren und der Impulsemission bestehen kann, was 
experimentell auch bestatigt wurde (61). Erreicht jedoch die Impuls: 
Thermoemission sehr hohe Werte und treten innerhalb der Kathode Be. 
dingungen ein, die die Bildung von Zwischenschichten mit erhéhtem Wider. 
stand besonders in der Oberflichenschicht der Kathode begiinstigen (vgl. 
weiter oben Abb. 12), so kann sich die Lage grundlegend andern. In dieser 
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fall kann sich innerhalb einer solchen Zwischenschicht ein sehr hohes 
tlektrisches Feld ausbilden (mehr als 10°V/cem), das aktiv die Emission be- 
‘influBt. Interessante Hinweise in dieser Richtung erhalt man beispiels- 
jiveise aus einem experimentellen Versuch zur Bestimmung der Energie- 
verteilung der austretenden Thermoelektronen im Fall einer Impulsemission 
yon hoher Dichte (46). Wahrend wir im Fall einer geringen stationaéren 
‘mission praktisch eine MAXWELL-Verteilung erhalten, ergab sich in diesem 
ijfall unter Verwendung eines Oszillographen, da8 das Energiespektrum aus 
einem bisher unbekannten Grunde diskreten Charakter hat, wobei jedoch 
pin sehr hoher Energieverlust, der auf einem hohen Potentialabfall V, in 
er Kathodenschicht beruht, auftritt. In einem Fall hatten beispielsweise 
_ tur eine Oxydkathode, die bei 925° C eine Impulsemission von der Dichte 
22,3 A/cm? lieferte, bei einer Anodenspannung von V, = 867 V die aus- 
sretenden Elektronen Energien von 858, 730, 675 V; der maximale Energie- 
jverlust, d.h. die ihm entsprechende Gréfe V,, betraigt also in diesem Fall 
2200 V und hat im wesentlichen diskreten Charakter. Man kann hoffen, daB 
zine weitere Entwicklung und Priazisierung dieser Experimente interessante 
{Rickschliisse auf die Natur der Impuls-Thermoemission von Oxydkathoden 
Hiefern wird. 

i nter Bedingungen, wo die Oxydkathode eine Thermoemission von hoher 
1Dichte liefert, beispielsweise im Impulsbetrieb, kénnen in der Kathoden- 
@schicht, wie schon erwahnt, sehr hohe Feldstaérken auftreten; das Feld 
ikonzentriert sich z. T. in dem Elektronen emittierenden Oberflichengebiet 
ider Kathode (vgl. Abb. 12) und kann auf die Emission selbst entscheidenden 
iKinfluB haben (56). Hat dieses Gebiet beispielsweise einen Widerstand von 
der GréBenordnung 1 Ohm/cm?, so erhalten wir bei ohmscher Extrapolation 
‘in Oberflichennahe fiir den Fall J, = 100 A/cm? und unter der Annahme, 
daB die Dicke dieser Oberflachenschicht d, etwa 1 — 10 betragt, die sehr 
‘hohe Feldstarke H, von 10° bis 10° V/em. AuBerdem konnen die Prozesse in 
édieser Oberflachenschicht wesentlich anders verlaufen als innerhalb der 
Kathode; insbesondere kann hier bei hoher Thermoemission das thermische 
\(Gleichgewicht der Elektronen gestort sein. Bei 7 = 1100°K und einer 
onzentration freier Elektronen von n, = 10%cm-* betragt beispielsweise 


: / kT ¢ 
jdie ungeordnete Stromdichte 7 = en ee 800 A/em?, wiahrend wir 


idurch Thermoemission J = 100 A/em? herausziehen kénnen. All dieses 
deutet darauf hin, daB im Gebiet hoher Emissionsdichten bei Halbleiter- 
ikathoden neue GesetzmaBigkeiten eintreten, hinter denen sich zweifellos 
‘der EinfluB des in diesem Fall wichtigen elektrischen Feldes in der Ober- 
ii/flachenschicht der Kathode verbirgt (56). 


‘Im Zusammenhang mit dem Gesagten ist eine neue Theorie der Thermo- 
emission von Halbleiterkathoden im Gebiet hoher Emissionsdichten, die 
-osich auf die oben dargelegten Uberlegungen stiitzt, iuBerst interessant (65). 
‘Fir einen polaren Halbleiter, wie ihn die Oxydkathode darstellt, andert 
sich in einem elektrischen Feld H die Konzentration n, freier Elektronen; 
diese behalten bei verhaltnismafig kleinen Feldstarken (klein gegen 10° V/cm) 
_ Temperaturen (¢ < hw), sofern das ohmsche ‘Gesetz anwendbar ist, 

| 6* 


— 
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ihre MAXwELLsche Geschwindigkeitsverteilung, aber mit einer anderen i 
effektiven Temperatur 0: 


6=T(1+ak?)=T (1 + pdJj), (12) ) 
hierbei ist J, der tatsachliche Anodenstrom. Der Emissionsstrom betragt 
also coat aes 
= k0 x 
= : 13) | 
J = DAT, £) (ee exp ( a) (13) ) 


Setzen wir fiir n den entsprechenden Ausdruck und fiir 6 den vorstehend | 
angegebenen Wert ein, so erhalten wir 


%  BIa 
ica fe exp (25 te) (14) | 


wobei J, die gewdhnliche ,,thermische’ Emission der Kathode ist. Zur: 
Veranschaulichung dieser Situation dient Abb. 16, aus der hervorgeht, daB | 
die Emissionscharakteristik im allgemeinen Fall aus drei Abschnitten . 
besteht: I. dem Raumladungsgebiet, 
II. dem Sattigungsstromgebiet und . 
III. dem sogenannten Gebiet des 
Oberflaichenfeldes. Falls das Emis- 
sionsvermogen J, tiber eine bestimmte 
Grenze hinauswachst, kann man den 
zweiten Fall in Abb. 16 erhalten, in 
dem standig das Gebiet der Ober- 

flichenfeldes vorliegt, wo also der 
Strom durch ein v,/2-Gesetz begrenzt 
ist. Dieses neue Gebiet witd dadurch 
gekennzeichnet, daf das_ effektive 
Emissionsvermégen J nicht nur von 
den LEigenschaften der Kathode, 

sondern auch von dem tatsiachlich 
durchtretenden Anodenstrom Jy = 

= yV,/: abhangt; dieser Anoden- 
strom erzeugt das Oberflachenfeld 
E, =J,e0., das die Emission unter- 
stitzt. Zwar versucht der Verfasser die Daten dieser Theorie auch 
zur qualitativen Beschreibung des Verhaltens einer Oxydkathode im 

Impulsgebiet anzuwenden, wegen der Ungiiltigkeit aller oben angegebenen 
Kriterien mu8 man diesem Versuch jedoch mit groBer Vorsicht gegeniiber- 
treten, obwohl der allgemeinere Charakter dieser Theorie auBerst wahr- 
scheinlich ist. Man kann deshalb nur auf eine schnelle Verbesserung dieser 
interessanten Theorie und auf ihre Erweiterung auf den Falle, der den 
Betriebsbedingungen einer Oxydkathode bei Entnahme hoher Thermo- 
emissionsdichten entspricht, hoffen. 

Zum AbschluB dieses Abschnittes weisen wir noch darauf hin, da8 auch 
uber das Problem der Sekundirelektronenemission von ethitzten Oxyd- 
kathoden, das von groBer Bedeutung fiir ihren Betrieb im Magnetron ist, 
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j ine Reihe interessanter Ergebnisse momiegt (42). Da dieses Problem Been 


Byerden wir darauf nicht naher eingehen. 


» 
2. Verschiedene chemische Verbindungen von Metallen 


Jl. Oxyde. Nachdem man so gute Erfahrungen mit den Oxyden von Barium 
Hand Strontium gemacht hatte, begann man natiirlich sein Augenmerk auch 
tauf die Oxyde anderer Metalle zu richten. Heute sind die Oxyde vieler 
i etalle der ersten bis vierten Gruppe untersucht worden und haben eine 
HReihe wertvoller Ergebnisse geliefert (2). Liegt beispielsweise fiir die Oxyde 
der ersten Gruppe die Austrittsarbeit eg im allgemeinen nahe bei 1 eV, so 
‘Miegt sie in der zweiten Gruppe zwischen 1 und 2 eV, fiir die dritte und vierte 
(Gruppe zwischen 2 und 3 eV, d.h. die Austrittsarbeit wachst von Gruppe 
zu Gruppe schrittweise an. In der gleichen Richtung steigt aber auch die 
aStabilitat des Oxyds, d.h. seine Arbeitstemperatur; das Optimum in der 
‘Wahl des giinstigsten Materials kann also irgendwo dazwischen liegen. So 
list beispielsweise das Casiumoxyd trotz seiner sehr geringen Austrittsarbeit 
ivon etwa 0,75 eV infolge seines auBerst geringen Schmelzpunktes unbrauch- 

bar; umgekehrt hat das Thoriumoxyd zwar eine Austrittsarbeit von 2,6 eV, 
laBt sich jedoch wegen seiner geringen Flichtigkeit bis 2000° K erhitzen. 
wa)Die Losung des Problems hingt also vom Emissionsvermégen bei der 

‘héchsten praktisch erreichbaren Temperatur, d. h. vom Standpunkt sowohl 
der Verdampfung der Kathode als auch der Aktivierung der umgebenden 
‘Elektroden héchsten zulassigen Verdampfungsgeschwindigkeit ab; dieser 
| Wert ist iibrigens fiir viele Substanzen nur recht ungenau bekannt. 


le 


Tabelle 8 
UP leek J [A/cm?] 

ee 400 10-7 
Ba. 0,1 1000 0,5 
Ba Sr. . Ose 1-0 1000 3,5 
AS 2,28 1,6 1850 3,2 
Bigs . 2S. 2,18 0,5 1850 1,6 
Besa eo 8 2,38 2,0 1850 1,5 
Bend on. . 2,0 0,2 1850 2,6 
ee 1,9 0,1 1850 1,8 
(vais 2.3 1,0 1800 Sean Py) 
St :...,- 2,4 1,0 1870 1,2 
Seth... . 2,6 5 1900 ON) 


Die Tabelle 8 zeigt die Werte fiir die gesamte Austrittsarbeit ep = % + Ct. 
_ die Konstante A, die Arbeitstemperatur 7',,» und die entsprechende Thermo- 
‘ emissionsdichte fiir einige Oxyde. Aus dieser Tabelle geht hervor, daB eine 
ziemlich groBe Anzahl von Oxyden zur Verfiigung steht, die méglicherweise 
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fiir die zukiinftige Verwendung geeignet sind; es ist jedoch noch zu friih, 
hieritiber Naheres auszusagen, denn die hier aufgefiihrten Elemente der 
dritten Gruppe des periodischen Systems (Dy — Yt) sind noch sehr wenig 
untersucht. Ziemlich umfassend untersucht und haufig in der Praxis ange- 
wandt wird das Thoriumoxyd ThO,, dessen Eigenschaften wir jetzt kurz 
beschreiben wollen. 

Die Thoriumoxydkathode besteht aus einer ThO,-Schicht, die in entspre- 
chender Weise auf einen Hochtemperaturkern aus W, Ta oder Mo auf- 
gebracht ist (66). Die Aktivierung dieser Kathode besteht, wie immer in 
solchen Fallen, in der Freisetzung metallischer Thoriumatome in der Schicht; 
ihre Konzentration betragt gewéhnlich etwa 10% cm-%. Die Aktivierung 
erfolgt durch einfache Erhitzung bis auf etwa 2000° K. Die Arbeitstemperatur 
ist verhaltnismaBig hoch (1900 bis 2000° K), und dementsprechend ist auch 
die als Strahlung ausgesandte Leistung sehr groB (etwa 40 W/cm?, d. h. eine 
GréBenordnung mehr als bei der Oxydkathode), wobei der Anteil, der — 
unmittelbar zur Emission aufgewandt wird und J (9 +2kT/e) betragt. 
nicht beriicksichtigt wird. Die stationiire und die Impulsemission dieser 
Kathode zeigen fast keine Unterschiede und betragen bei 2000° K etwa 
3 —10 A/cm?. Die Thoriumoxydschicht ist ein gewodhnlicher Halbleiter 
mit einem sehr geringen spezifischen Widerstand von etwa 1 Ohm - cm im 
aktivierten Zustand; sie bildet keine chemischen Verbindungen vom Sperr- 
schichttyp mit dem Material des Kerns, was einen groBen Vorteil bedeutet. 
Die Thoriumoxydkathode ist also eine gewohnliche Halbleiterkathode, auf 
die die oben geschilderte Theorie der ,,dicken“‘ Schicht ohne weiteres an- 
wendbar ist. 

2. Boride. Unter den tibrigen neuen Thermokathoden, die z. Zt. nur im 
Laboratorium existieren, sind von groBer Bedeutung die Verbindungen ver- 
schiedener Erdalkalien oder seltenen Erden mit Bor vom Typ MB, (67). 
Untersucht wurden 6 verschiedene Boride: CaB,, SrB,, LaB,, CeB,, ThB, 
und das Borid eines Mischmetalls (Getterlegierung aus Lanthan und Cerium). 
Von diesen Verbindungen ist besonders interessant das Lanthanborid LaBg. 
Es bildet einen festen Kérper mit hoher Schmelztemperatur (2210° C), einer 
Leitfahigkeit, die ihren Absolutwert und ihrem Temperaturkoeffizienten 
nach metallisch ist, einer Thermospannung vom Léchertyp von ¢ ~ 8 V/Grad, 
einer Ladungstrigerkonzentration 2, ~ 8,2-107!cm-? und einer Be- 
weglichkeit von etwa 13,5 cm?/Vsec. Das Material der Boridkathode tritt 
bei hoher Temperatur in starke Wechselwirkung mit den Metallen W, Mo, 
Pt, Cb!) und Ta, dadurch bilden sich die inaktiven Boride dieser Metalle. 
wahrend das aktive Erdalkali oder die seltene Erde verdampft. Diese Tat- 
sache bereitet der Untersuchung und Anwendung dieser Kathoden groBe, 
Schwierigkeiten. Bis zu einem gewissen Grade kann man sie iiberwinden, 
wenn man die Metalloberfliche des Kerns, die mit der Bromidschicht in 
Berthrung kommt, karburiert oder zur Untersuchung dieser Kathoden 
Graphittiegel benutzt. Die Emissionskonstanten des Lanthanborids und des 


Borids der Getterlegierung sowie ihre Emission bei 1900° K sind in Tabelle 9 
zusammengestellt. 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Columbium oder: Nb (Niobium). 
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i Tabelle 9 

Mi A [A/em?2 a 
i y [eV] ie i a] J [A/cem?]} 
: LaB, 2,66 29 

| Borid der 

¥ Legierung 


iJ 2im Vergleich mit anderen Kathoden (vgl. Abb. 1) fallt die Tatsache ins 
“Sage, daB das LaB, hinsichtlich der Emissionsaktivitat nur von der Oxyd- 
‘nd der Metallschwamm-L-Kathode iibertroffen wird, daB das LaB, jedoch 
Wesentlich besser ist als reine Metalle und Schichtkathoden mit Thorium- 
“Thd Thoriumoxydbedeckung. 

“jan kann annehmen, daB diese LaB,-Kathode im aktivierten Zustand, der 
; ch durch kurzzeitige Erhitzung auf 1500 bis 1600° C leicht erreichen laB8t, 
‘yh der Oberflache eine aktive einatomige Lanthanschicht besitzt. Dies wird 
‘tadurch bestatigt, daB nach einer langen 
jetriebsdauer die innere Oberfliche des 
“laskolbens mit einem Anflug bedeckt 
it, der, wie sich zeigt, praktisch aus 


Verdampfung 


Tildung der aktiven Oberflachenschicht, 
»).h. der Wiederherstellung der Kathoden- 
smission nach Vergiftung oder Kathoden- 
lerstiubung. Die energetische Schwelle 
Sieses letzten Effekts fiir Quecksilber- 
fnen liegt etwa bei 20 eV. Bei Tempe- 
Jaturen unterhalb 2200° K, d. h. im 
*rbeitsgebiet, ist die Diffusionsgeschwin- 
digkeit N der Lanthanatome gr6Ber 
‘ls ihre Verdampfungsgeschwindigkeit 
V,, und nach 2) sind also Bedingungen 
Yegeben, die die Bildung einer aktiven 
)berflaichenschicht und damit auch die 
missionsfihigkeit der Kathode begiin- 
}tigen. Man sieht dies in Abb. 17, wo 
‘lie Temperaturabhangigkeit der GroBen 
“Vz und N, im halblogarithmischen MaB- 
Iitab dargestellt ist. Hieraus ergeben sich tbrigens die Diffusions- und 
Mie Verdampfungswarme fiir die LaB,-Kathode zuQg = 4,0 bzw. Q, = 7,3eV. 
Diese Kathode ist also zweifellos von Bedeutung, ihrer praktischen Ver- 
tvertung mu jedoch noch in technologischer Hinsicht sehr viel Arbeit 
ivorausgehen. 

3. Verschiedene Verbindungen. Ferner hat man rein qualitative Unter- 
jsuchungen iiber die Karbide und Nitride einiger Metalle angestellt (2). Von 
‘iesen sind z. Zt. nur ZrC und ThC, erfolgversprechend; diese Verbindungen 
‘werden durch folgende Werte gekennzeichnet. 


Diffusion 


Atomschichten/sek. 
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Die Verbindung ThC, arbeitete bei 1900° K 900 Stunden hindurch stabi 
mit einem Emissionsstrom von 1 A/cm?. Irgend etwas weiteres tiber diese 
Kathoden auszusagen, ist jedoch noch verfruht. 


Tabelle 10 


J [A/cm?] 
2 @ 
Karbid ALajem bei 


Etwas interessanter sind die Ergebnisse einer Untersuchung von Barium- 
sulfid BaS (68), das in Form einer diinnen Schicht auf einer Metallunterlage: 
untersucht wurde. Diese Verbindung stellt einen Elektronenhalbleiter dar, 
der im aktivierten Zustand eine innere Austrittsarbeit von mindestens 1,2 eV’ 
und eine Thermospannung von etwa 1 — 2 mV/Grad hat. Das Emissions-- 
vermégen der besten Proben erreicht Werte, die einer BaO-Schicht ent-- 
sprechen, d. h. Werte von 1 — 10 mA/cm? bei 1000° K mit einer gesamten: 
Austrittsarbeit von etwa 2,0 eV. In einem Gemisch, das BaS und BaO zu: 
gleichen Teilen enthalt, ist der BaS-Dampfdruck um etwa zwei GrdBen-. 
ordnungen geringer als der des BaO. 


3. Keramische Mischsysteme!) 


Neben den oben beschriebenen Nichtmetallkathoden, die kontinuierliche 
Schichten der entsprechenden Substanz darstellen, wurden vielfach auch 
Systeme untersucht, die aus einem pulverférmigen Gemisch der entspre- 
chenden aktiven Substanz und eines Metalls bestehen, wobei die Korner 
Abmessungen von der GréBenordnung eines Mikrons haben. Gewéhnlich 
wird dieses Gemisch gepreBt und dann in Wasserstoff gesintert; man erhalt 
so schlieBlich. eine Kathode, die fiir die praktische Anwendung geeignet ist. 
Es wird angenommen, da8 in diesem Fall die Rolle der metallischen Kompo- 
nente sowohl darin besteht, daB sie die Reduktion, d. h. die Aktivierung der 
Kathode erleichtert, als auch ihren Transportwiderstand herabsetzt, d.h. 
die Funkenfestigkeit erhéht. Leider verfiigen wir heute noch nicht tiber 
eingehende Untersuchungen der physikalischen Struktur dieser Systeme. 
Im wesentlichen wurden nur die Emissionseigenschaften dieser Kathode 
studiert, die wir jetzt kurz schildern wollen. 

1. Kathoden auf Bariumoxydgrundlage (Oxyd-Sinterkathoden) (69). 
Am Anfang benutzte man bei Kathoden dieser Art Schichten einer Pulver- 
paste, die aus 45 Gewichtsprozent BaO, und 55% Nickel bestand. Spater 
ging man von diesem System zu einer auf einen Kern aufgetragenen Matrize 
iiber, die aus Nickelpulver zusammengesintert war und auf die dann die 
Oxydpaste aufgepreBt wurde. 

Kine solche Kathode erwies sich als sehr gut geeignet fiir den Betrieb im 
Impulsmagnetron, und zwar infolge der stark verringerten Neigung zu 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Im englischen Sprachgebrauch ,,molded cathodes‘ genannt. 
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Punkenbildung und damit der gesteigerten Lebensdauer der Kathode. Kiirz- 
ich wurde eine neue Abart dieser Kathode beschrieben; als Kathode dient 
dine geprefte und gesinterte Tablette, die aus einem Gemisch von 30% 
ulverformigem Bariumkarbonat und 70% Nickelpulver besteht.- 

Das Emissionsvermégen einer Kathode dieser Art ist in Abb. 1 des zitierten 
iArtikels dargestellt. Fiir eine kurze Zeit lieferte diese Kathode eine stationare 
{{mission mit einer Dichte von etwa 10 A/cm? bei 950 bis 1000° C; ihre 
‘vichtigste Eigenschaft besteht jedoch darin, da® sie bei hoher Anoden- 
}pannung lange Zeit in Betrieb bleiben kann, beispielsweise fiir 5000 Stunden 
bei J ~ 0,5 A/em?, T = 850°C und Vy, = 500 bis 1200 V. Eine andere 
evichtige Eigenschaft besteht in der hohen Stabilitat gegen die vergiftende 
find zerstaubende Wirkung von Gasen; in dieser Hinsicht tibertreffen die 
4 ischkathoden die tiblichen Oxydkathoden bei weitem. 

fh ine andere Abart dieser Kathode von ahnlichem Charakter wie die L- 
iiKathode besteht aus einem porésen Wolframblock, der mit 5 —10 Ge- 
lwichtsprozent Bariumoxyd versetzt ist. Man muB hierbei von einer Barium- 
wiverbindung ausgehen, die bei der Reaktion mit dem Wolfram zur Frei- 
ssetzung metallischen Bariums fihrt, durch das die Kathode aktiviert wird; 
diese Bedingung ist beispielsweise fiir das BaCO, nicht erfillt, da die Re- 
taktion hier folgendermafen verlauft 


3BaCO, + W= Ba,WO, + 3CO, 
fwihrend die Reaktion im Fall des BaO folgendermaBen verlauft (40): 
6BaO + W = Ba,WO, + 3Ba. 


\Die Emissionskonstanten dieser Kathode betragen ey = 1,56eV und 
A = 0,6 A/cm? Grad?. Eine Untersuchung dieser Kathoden hat ergeben, 
idaB sie 650 Stunden lang bei 1000° C eine Emission von mehr als 8 A/cm? 
‘liefern kénnen; mit diesen Kathoden hat man Emissionen bis zu 100 A/cm? +) 
Terreicht, wobei in diesem Fall kein Unterschied zwischen den Werten bei 
§ stationarem und Impulsbetrieb auftrat. 

72. Kathoden auf Thoriumoxydgrundlage (keramische Kathode). 
@ Eine Kathode dieses Typs (70) besteht im Gegensatz zu der tblichen Tho- 
@riumoxydkathode aus einem homogenen KoOrper einer Thoriumoxyd- 
® keramik. Zur Verringerung des Widerstandes wird diese Kathode aus einem 
¥ Gemisch, das aus ThO,-Pulver als Grundsubstanz und Pulvern der Metalle 
\ wW, Mo, Re oder der Wifes ZrN und TiN besteht, hergestellt; dieses Ge- 
| misch wird gepreBt und dann im Wasserstoff gesintert. Man erhalt eine 
' Substanz, aus der man direkt geheizte Kathoden mit einem geringen spezi- 
i fischen Widerstand von etwa 3 - 10-2 Ohm - cm bei 1800° K herstellen kann. 
{ Diese Kathoden lassen sich leicht aktivieren und besitzen eine hinreichend 
} stabile Emission; allerdings sind ihre mechanischen Eigenschaften z. Zt. 
| noch sehr ungiinstig. 

' Die Emissionskonstanten einer solchen Kathode betragen eg = 2,97 eV und 
/ A = 89 A/cm? Grad?, d.h. ihr Emissionsvermégen ist etwas geringer als 
_ das der tiblichen Thoriumoxydkathode. Erprobungen dieser Kathoden bei 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Kurzzeitig. 
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1700° C mit einer Emission von 3,5 A/em? lieferten eine Lebensdauer von 
etwa 1000 Stunden; bei 1920° C (sehr tiberhitzter Zustand) erreichte man | 
bei Impulsbetrieb eine Emission von 60 A/cem?. 

Die Experimente deuten darauf hin, dali die gesteigerte Aktivitat dieser ’ 
Kathode darauf beruht, daB sich an ihrer Oberflache eine aktive Schicht | 
metallischen Thoriums bildet; sie entsteht innerhalb der Kathode durch 

Dissoziation des ThO, und anschlieBender Diffusion des Th nach auSen, 

aihnlich wie im Fall der tiblichen thorierten Kathode. Fiir Systeme aus 

67% ThO, und 33% W wurden diese Diffusions- und Verdampfungsprozesse 
untersucht; hierbei lagen die Aktivierungswirmen bedeutend niedriger als 

im Fall des thorierten Wolframs, und zwar lag die Verdampfungswarme Q, 
bei etwa 2,0 eV, die Diffusionswirme Q, fiir die Wanderung von innen nach 
auBen bei etwa 1,4 eV (gegeniiber 7,8 eV bzw 4,1 eV beim Th-W). Die Tat- 

sache, daB Q, groBer als Q, ist, ist giinstig fiir die Kathode, da hierdurch die 
Bildung einer stabilen aktiven metallischen Thoriumschicht méglich wird. 

Bei weiterer Vervollkommnung kénnen diese Kathoden eine Verwendung 

beim Betrieb im stabilen Gebiet finden, wo die Wirtschaftlichkeit der 

Emission, die hier verhaltnismafig gering ist, von sekundarer Bedeutung 

ist. 

Fassen wir alles Gesagte zusammen, so kénnen wir auf sehr grofe Erfolge 

hinweisen, die in letzter Zeit bei der Untersuchung der physikalischen Eigen- 

schaften und der Entwicklung neuer Typen thermoelektrischer Kathoden 

erzielt wurden. Trotz dieser Erfolge bleibt jedoch noch viel zu tun, um den 

rasch wachsenden Anspriichen der Praxis zu gentigen; diese sind verbunden 

mit der Anwendung dieser Kathoden in den verschiedenartigsten Elek- 

tronenrohren, einer der Hauptentwicklungsrichtungen vieler Zweige der 

modernen Technik. Die Weiterentwicklung der physikalischen Unter- 

suchungen und technologischen Entwicklungen auf diesem wichtigen Gebiet 

und die immer engere Zusammenarbeit von Wissenschaft und Industrie ist 

also aller Anstrengungen wert. 


Literatur 


(1) S.z. B. H. FRIEDENSTEIN, S.MarTIN and G.Munpay, Rep. on Progr. in 
Phys. 11, 298, 1946/47. 

S. Prizyn, Zurn. techn. fiz. 17, 965, 1947. 

O. WEINREICH, Rey. gen. d’electr. 56, 75, 1947. 

A. EISENSTEIN, Advances in electronics 1, 1, 1948. 

G. HERMANN und S. WAGENER, Die Oxydkathode. 

oP re ata Physikalische Erscheinungen in der Oxydkathode, Gostechizdat, 
K. HERRING und M. Nicuots, Die thermoelektrische Emission. 

Sammelband: Probleme der Funkpeiltechnik, Nr. 6, 81, 1951, Il. 

L. Doprezow, Elektronen- und Ionenemission, Costechizdat 1952. 

D. Wricut, Proc. I.E.E. III 100, 125, 1953. 

Referat-Sammelbinde: Elektronen- und Ionenemission, Heft 1, 1953, Heft 3, 
1954, I.L. 

Sammelband: Probleme der Funkpeiltechnik, Nr. 6, 81, 1951. 

D. WriGcut, Proc. I.E.E. III, 100, 125, 1953. 

(3) R. Levi and G. Espersen, Phys. Rev. 78, 231, 1950. 


(2 


~~ 


Moderne Thermokathoden 91 


|) E. WoHLFAnRT, Proc. Phys. Soc. 60, 360, 1948. 

H. Jvrey, Phys. Rev. 74, 983, 1948. 

| KE. WouHLFAuRT, Phys. Rev. 74, 984, 1948. 

ib) L. WHITNEY, Phys. Rev. 50, 1154, 1936. 

i) H. Wau in, Phys. Rev. 61, 509, 1942. 

/ A. WauL, Phys. Rev. 82, 574, 1951. 

‘@)) S. JAIN and K. KRISHNAN, Proc. Roy. Soc. A213, 143, 1952; 215, 431, 1952; 217, 
h 451, 1953. 

’) H. MrcuaEtson, Journ. Appl. Phys. 21, 536, 1950. 

03) S.z. B. J. DE Borer, Die Elektronenemission und die Absorptionserscheinungen. 
_ A. REIMAN, Thermische Ionenemission, Gostechizdat 1940. 

K. HERRING und M. Nicuots, Thermische Elektronenemission. 

Jt L. Dosrezow, Elektronen- und Ionenemission, Gostechisdat 1952. 

1) N. Morcutis, Zerstaubung von Metalloberflichen beim Stok positiver Ionen, 
\) Akad. Wiss. UdSSR 1936. 

'))) H. DaILey, Electronics 21, Nr. 1, 107, 1948. 

 Z. ATLErX, Electr. Eng. 68, 863, 1949. 

R. AYER, Proc. I. R. E. 40, 591, 1952. 

1) M. ANDREwSs, Phys. Rev. 338, 454, 1929. 

| LL. Kotter, The physics of electron tubes, 1934, 31. 

E. BRUCHE und H. Mau, Zeits. f. techn. Phys. 17, 81, 1936. 

) OC. Horstina, Journ. Appl. Phys. 18, 95, 1947. 

: 2) J. BoLpyr, Techn. d. ,,Swetlan‘‘ Werkes, Nr. 9, 1932. 

7 Sammelband: Gasentladungsgerite, Glawesprom 1939, S. 106. 

A. Worosjow, Fiz. zap. Akad. Nauk. Ukr. SSR 9, 235, 1941. 

A. HULL, Phys. Rev. 56, 86, 1939. 

| J. Martin, Phys. Rev. 86, 584, 1952. 

3) H. LEMMENS, M. JANSEN and R. Loosyjers, Philips Techn. Rev. 11, 341, 1950. 
) J. Bapakian, Phys. Rev. 82, 573, 1951. 

F. pu Pre and E. RittNner, Phys. Rev. 82, 573, 1951. 

H. Karz and K. Rau, Die Frequenz 5, 192, 1951. 

H. Gupere, Funk und Ton 5, 103, 1951. 

D. SHAEFER and G. WHITE, Journ. Appl. Phys. 28, 669, 1952. 

E. RITTNER and R. AHUERT, Phys. Rev. 85, 390, 1952 

G. ESPERSEN, Proc. I.R.E. 40, 284, 1952. 

H. Karz, Journ. Appl. Phys. 24, 597, 1953. 

4) R. Hucues, P. Coprora and H. Evans, Journ. Appl. Phys..23, 635, 1952. 

15) M. Gurtowoyj und G. KowaLenko, Fiz. zap. Akad. Nauk. Ukr. SSR9, 240, 

| 1941. 

N. Morcutis und P. Martscuuk, Zurn. techn. fiz. 19, 1935, 1949. 

A. Hutt, E. Burcer and R. TURRENTINE, Phys. Rev. 73, 1228,1948. Gen. EI. 
Rev. 54, Nr. 8, 16, 1951. 

R. STEINBERG, Journ. Appl. Phys. 21, 1028, 1950. 

A. GUNTERSCHULZE, E.T.Z. 72, 575, 1951. 

| M. Cogurret, Le vide Nr. 46—47, 1384, 1953. 

16) G. Moore and H. ALLtson, Phys. Rev. 77, 246, 1950. 

7) L. ALDRICH and C. SmitH, Phys. Rev. 77, 744, 1950. 

8) W. GawriLjuK, Trudy fiz. inst. Akad. Nauk Ukr. SSR, Heft 5, S. 87, 1953. 
'9) A. ScHULMAN und A. RuMJANZEW, Doklady Akad. Nauk 93, 455, 1953. 

) S. StaropuBZEw, Zurn. eksp. teor. fiz. 19, 215, 1949. 

21) F. KNAv_ER, Zeits. f. Phys. 125, 278, 1949. 
) 


M. KruGLowa und I. SoxorsKaja, Zurn. techn. fiz. 19, 1292. 
Kim CHEN Bon und I. Soxorskaja, Westnik LGU Nr. 12, 67, 1952. 


92 
(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


(29 


— 


(30) 


(31) 


N. D. MORGULIS ‘ 


B. Goretik, Zurn. techn. fiz. 16, 549, 1954. 

H. Sorc und G. Becker, Electronics 18, Nr. 7, 104, 1945. : 
B. ZARJow, Sammelband iiber Vakuumtechnik, Gosenergoisdat 1948, S. 36. 
Kontaktpotentialdifferenzen, Gostechisdat 1949, S. 141. 

T. ARizuMi and S. NaritA, Journ. Phys. Soc. Japan 4, 300, 1949. 

K. Noca and G. Oxosa, ibd. 4, 360, 1949. 

T. AR1zuMI and S. Koran, ibd. 5, 70, 1950. 

W. BarTLeEy and J. WHITE, Electr. Eng. 71, 496, 1952. 

H. Korren, Nachr. Techn. 2, 246, 1952. 

M. BERNADINER und A. Nacorskt, Rechenschaftsbericht der Phys. Inst. « 
Ukr. Akad. Wiss. 1941. 

J. ROTHSTEIN, Phys. Rev. 69, 693, 1946. 

C. Fay, Bell. Syst. Tech. Journ. 26, 818, 1947. 

B. BaxER, Brit. Journ. Appl. Phys. 4, 311, 1953. 

N. Morcutis, Izvestija Akad. Nauk SSSR, ser. fiz. 6, 536, 1941. 

L. DosBrEzow, Elektronen- und Ionenemission. Gostechisdat 1952. 

B. THompson, Phys. Rev. 36, 1415, 1930. 

N. MorGutis und J. NacnuTIn, Zurn. eksp. teor. fiz. 6, 1105, 1936. 

P. DREWELL, Zeits. techn. Phys. 17, 252, 1936. 

A. ANDRIANOW, Izvestija Akad. Nauk SSSR, ser. fiz. 8, 290, 1944. 

P. SELZzMAN, Diplomarbeit an der Kiewer Staatl. Univ. 1941. 

Trudy. fiz. inst. KGU. Nr. 6, 79, 1952. 

A. FINEMAN and A. EISENSTEIN, Journ. Appl. Phys. 17, 663, 1946. 

D. WRIGHT, Proc. Roy. Soc. A 190, 394, 1947. 

N. MorGutis und W. JAGOWDIN, Doklady Akad. Nauk SSSR, 81, 59, 24% 
1948. 

W. JAGOWDIN, Trudy fiz. inst. KGU, Nr. 6, 99, 1952. 

W. DanrortH and D. GotpwaTER, Journ. Appl. Phys. 20, 163, 1949. 

N. MorGutis und J. SINGERMAN, Doklady Akad. Nauk SSSR, S81, 783, 1951 
J. WayMoutTH, Journ. Appl. Phys. 22, 80, 1951. 

A. EISENSTEIN, Journ. Appl. Phys. 22, 138, 1951. 

C, EAGLESFIELD and P. Dove tas, Brit. Journ. Appl. Phys. 2, 318, 1951. 
G. Metson, S. WAGENER, M. Ho_MeES and M. CuiILp, Proc. I.E.E. III 9 
69, 1952. 

N. Morcuris, Sammelband zum 70. Geburtstag von A. J. JorFe, Akac 
Wiss. UdSSR. 1950, S. 146. 

N. MorGuris und J. SINGERMAN, Doklady Akad. Nauk SSSR, 81, 783, 1951 
J. SINGERMAN, Trudy fiz. inst. Akad. Nauk SSSR, Heft 2, 57, 1952. 

A. EISENSTEIN, Journ. Appl. Phys. 20, 776, 1949. 

J. Sparks and H. Puivipp, Journ. Appl. Phys. 24, 776, 1949. 

J. BECKER and W. SrEars, Phys. Rev. 38, 2193, 1931. 

J. BLEweEtt, Journ. Appl. Phys. 10, 678, 1939. 

P. SELZMAN, Diplomarbeit an der Staatl. Univ. Kiew, 1941. 

Trudy fiz. inst. K.G.U. Nr. 6, 79, 1952. 

N. Morcutis und W. Jacownin, Doklady Akad. Nauk SSSR, 59, 247, 1948 
P. SELzMAN, N. MorGutis und W. JaGowp1n, Zurn. techn. fiz., 21, 1035, 1951 
K. Noca, Journ. Phys. Soc. Japan 6, 124, 1951. 

E. HENSLEY, Journ. Appl. Phys. 28, 1122, 1952. 

J. YounG, Journ. Appl. Phys. 28, 1129, 1952. 

D. Wricu, Nature 164, 714, 1949; Brit. Journ. Appl. Phys. 1, 150, 195¢ 
Phys. Rev. 78, 355, 1950; 82, 574, 1951. 

G. JsHikawa, T. Sato, K. OkumurRA and T. SAsakI, Phys. Rev. 84, 371, 195: 
E. PELL, Phys. Rev. 87, 457, 1952. 


; 


1? 


Moderne Thermokathoden 93 


W. TYLER, Phys. Rev. 76, 179, 1887, 1949. 

E. Tart and J. Dickry, Phys. Rev. 78, 625, 1950. 

R. SPROULL, Phys. Rev. 78, 630, 1950; 81, 313, 1951. 

W. TYLER and R. SpRouLL, Phys. Rev. 88, 548, 1951. 

Semiconducting materials 1951, 122. 

A. KANE, Journ. Appl. Phys. 22, 1214, 1951. 

H. DE Vore, Phys. Rev. 85, 390, 1952. 

W. Dasu, Phys. Rev. 92, 68, 1953. 

EK. Nisuipori1, H. KAwamura and K. Hirano, Proc. Phys. Math. Soc. 
Japan 28, 37, 1941. 

J. D1siessE et R. CHoMPIEX, C.R. 226, 239, 1948. 

J. DicKEY and E. Tart, Phys. Rev. 80, 308, 1950. 

B. Mac Nary, Phys. Rev. 81, 631, 1951; 82, 576, 1951. 

H. DE VorE and J. DEWDNEY, Phys. Rev. 83, 805, 1951. 

L. APKER, E. Tart and J. Dickry, Phys. Rev. 84, 508, 1951. 

T. Hist and K. Isu1kawa, Phys. Rev. 88, 659, 1951; 84, 1252, 1951; 87, 673, 
1952. 

S, PrizyN und N. PANTELEJEW, Sammelband: Arb. d. Konferenz iiber 
Kathodenelektronik, Akad. Wiss. UdSSR. 1952, S. 25. 

P. CaRROL and E. CoomeEs, Phys. Rev. 85, 389, 1952. 

K. NoGa and S. Kawamura, Journ. Phys. Soc. Japan 7, 287, 1952. 

G. HERMAN und S. WAGENER, Die Oxydkathode. 

P. Aircuison, Nature, 164, 1088, 1949. 

V. Stout, Phys. Rev. 77, 744, 1950; 85, 390, 1952; 89, 310, 1953. 

A. Rouse and J. DRAHMAN, Phys. Rev. 85, 739, 1952. 

H. HuBer und S. WAGENER, Zeits. f. techn. Phys. 28, 1, 1942. 

A. EISENSTEIN, Journ. Appl. Phys. 17, 654, 1946; 20, 776, 1949. 

H. Rooxssy, Nature 159, 609, 1947. 

E. JamaKA, Journ. Appl. Phys. 22, 1087, 1951; 28, 498, 937, 1952. 

P. Russe, Phys. Rev. 85, 705, 1952. 

R. SpROULL, W. Dasu, W. TYLER and A. Moore, Rev. Sc. Instr. 22, 410, 
1951. 

A. KANE, Journ. Appl. Phys. 22, 1214, 1951. 

W. MECKLENBURG, Zeits. f. Phys. 120, 21, 1952. 

N. Morcutis und I. Derjucin, Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. fiz. 15, 444, 1951. 
G. Sprwak und J. DuBININA, Westn. M.G.U. Nr. 2, 27, 1953. 

Doklady, Akad. Nauk SSSR, 88, 673, 1953. 

T. ORGAN and S. Parsons, J.0.S. A 88, 191, 1948. 

I. WaymoutH, J. Appl. Phys. 22, 80, 1951. 

E. KrauTz, Zeits. f. Naturforsch. 6a, 16, 1951. 

H. ScHAEFER and W. WALCHER, Zeits. f. Phys. 121, 679, 1943. 

R. SLOANE and ©. Watt, Proc. Phys. Soc. 61, 217, 1948. 

R. PLUMPLEE and L. SmituH, Journ. Appl. Phys. 21, 811, 1950. 

L. ALDRICH and C. SmiTH, Phys. Rev. 77, 744, 1950. 

P. Stier, Phys. Rev. 83, 877, 1951. 

L. ALprIcH, Phys. Rev. 81, 320, 1951; Journ. Appl. Phys. 22, 1168, 1951. 

L. NEDGAARD, RCA Rev. 18, 464, 1952. 

W. GRATTIDGE and H. Joun, Journ. Appl. Phys. 23, 1145, 1952. 

A. SHEPHERD, Brit. Journ. Appl. Phys. 4, 70, 1953. 


(40) A. Wurre, Journ. Appl. Phys. 20, 856, 1949. 


G. Moore, H. ALLISON and J. Morrison, Journ. Chem. Phys. 18, 1579, 1950. 
R. Hucues, P. Coppora and H. Evans, Journ. Appl. Phys. 28, 635, 1952. 
E. RittNeER, Philips. Res. Rep. 8, 184, 1953. 


94 N. D. Morcvutis 


(41) J. Beypon, L. Beaupoin, I. CHALLANSONNET et J. DEBIESSE, C.R. 2298 
853, 1949. . 
G. Moore and H. ALLison, Phys. Rev. 77, 246, 1950; 78, 354, 1950. 
J. DEBIESSE, L’onde électrique 80, 351, 1950. 
J. DEBIESSE, J. CHALLANSONNET et G. NEYRET, C.R. 282, 602, 2015, 1951 
W. LEVERTON and W. SHEPHERD, Journ. Appl. Phys. 28, 787, 1952. 
R. REDINGTON, Phys. Rev. 87, 1066, 1952. 
R. BEvER, Journ. Appl. Phys. 24, 1008, 1953. 
J. AFFLECK and L. HoLroyp, Phys. Rev. 89, 893, 1953. 
(42) N. Morcutis und A. Nacorsk1, Zurn. eksp. teor. fiz. 8, 1159, 1938. 
M. PoMERANTZ, Phys. Rev. 70, 33, 1946; Journ. Frankl. Inst. 241, 415, 1946 
242, 41, 1946; Proc. I.R.E. 84, 903, 1946. 
T. JonES, Nature 161, 846, 1948. 
J. JOHNSON, Phys. Rev. 69, 903, 1948; 73, 1058, 1948; 82, 576, 1951; 83, 49 
1951. 
F. Topp and L. RuEGER, Phys. Rev. 76, 189, 1949. 
G. Hess and H. JAcoss, Phys. Rev. 78, 1312, 1949. 
S. Josurpa, J. TAKEDA and H. ArATA, Journ. Phys. Soc. Japan 7, 430 1952.) 
S. JosH1pA and J. TAKEDA, Journ. Phys. Soc. Japan 7, 639, 1952. 
J. WoopEs and D. Wricut, Brit. Journ. Appl. Phys. 3, 323, 1952; 4, 56, 
1953; Proc. Phys. Soc. B 66, 1073, 1953. 
(43) N. MorGutis, Zurn. eksp. teor. fiz. 16, 959, 1946. 
T. ARizuMi and S. Narita, Journ. Phys. Soc. Japan 6, 118, 1951. 
D. Wricut and J. Woops, Procl. Phys. Soc. B 65, 134, 1952. 
(44) N. Morcutis, Zurn. techn. fiz. 10, 1721, 1940. 
F. pu Pre, R. HUTNER and E. R1ITTNER, Phys. Rev. 78, 567, 1950. 
(45) G. HERMAN und S. WAGENER, Die Oxydkathode. 
(46) T. Kostyakowskaja, Vortrag auf der dritten Halbleitertagung 1934. 
G. TyJAGUNOwW, Svetotechnika Nr. 4, 1934. 
(47) A. EISENSTEIN, Journ. Appl. Phys. 17, 654, 1946. 
(48) R. Loosjzs and H. Vinx, Philips. Res. Rep. 4, 449, 1949. 
E. HENSLEY, Journ. Appl. Phys. 28, 1122, 1952. 
J. YounG, Journ. Appl. Phys. 28, 1129, 1952. 
(49) T. BERDENNIKOWA, Sov. Phys. 2, 77, 1932. 
R. JENKINS and R. Newron, Journ. Sc. Inst. 26, 172, 1949. 
(50) M. BENJAMIN, Phil. Mag. 20, 1, 1935. 
(51) E. Coomes, Journ. Appl. Phys. 17, 647, 1946. 
(52) H. Jacogs, G. HEES and W. CrRoosLeEy, Phys. Rev. 78,-356, 1950. 
T. A. BounDs and T. BriaGs, Proc. I.R.E. 39, 788, 1951. 
Briccs and C. Ricuarps, ASTM Bulletin Nr. 171, 66, 1951. 
R. FORMAN and R. Rouse, Journ. Res. of Nat. Burst. 46, 30. 1951. 
H. PoEHLER, Proc. I.R.E. 40, 190, 1952. ; 
J. LANDER, H. Kern and A. Beacn, Journ. Appl. Phys. 28, 1305, 1952. 
J. Levy, Proc. I.R. E. 41, 365, 1953. 
(53) W. PARCHOMENKO, Arb. d. Tagung tiber Kathodenelektronik, Akad. Wiss. 
UdSSR, 1952, S. 59. 
(54) H. POEHLER, Proc. I.R.E. 40, 190, 1952. 
A. EISENSTEIN, H. JoHN and I. AFFLECK, Journ. Appl. Phys. 24, 631, 1953. 
(55) A. EISENSTEIN, Journ. Appl. Phys. 20, 776, 1949. 
(56) N. Morcutis, Sammelband zum 70. Geburtstag von A. F. Jorre Akad. Wiss. 
UdSSR 1950, S. 146. 


(57) S. PEKAR, Untersuchungen iiber Elektronentheorie der Kristalle. Akademie- 
verlag 1953. 


9) 


(64) 


1/65) 
(66) 


\(67) 
1(68) 
(69) 


W 70) 


Moderne Thermokathoden 95 


S. PExaR und O. TomassEwitscu, Zurn. techn. fiz. 17, 1393, 1947. 

K. Totpyao, Zurn. techn. fiz. 19, 1301, 1949. 

N. KarcHANINA und N. Morcutis, Zurn. techn. fiz. 20, 345, 1950. 

O. SHADE, Proc. I.R.E. 31, 341, 1943. 

E. CoomMEs, Journ. Appl. Phys. 17, 647, 1946. 

D. WriGut, Proc. Roy. Soc. A 190, 394, 1947. 

W. Ramsay and W. DanrortH, Phys. Rev. 78, 1246, 1948. 

D. Fisk u. a., Das Magnetron, Sov. Radio, 1948, S. 239. 

W. DANFoRTH and D. GoLpwateR, Journ. Appl. Phys. 20, 163, 1949. 

A. EISENSTEIN, Journ. Appl. Phys. 20, 776, 1949. 

F. Horak, Journ. Appl. Phys. 23, 346, 1952. 

R. SPROULL, Phys. Rev. 67, 166, 1945. 

S. KALASCHNIKOW, G. KuBEzKI und W. OscuER, Journ. techn. fiz. 16, 1369, 
1946. 

S. WAGENER, Proc. Phys. Soc. 61, 521, 1948. 

A. EISENSTEIN, Advances in electronics 1, 1, 1948. 

Sea PrizyN, s. 1, 5.08. 

G. FEasterR, Journ. Appl. Phys. 20, 415, 1949. 

D. WriGutT, Proc. Phys. Soc. B 62, 188, 1949. 

G. METSON, S. WAGENER, M. HoLtmEs and M. CuiLp, Proc. I1.E.E. III, 99, 
69, 1952. 

R. Loosjes, H. VinK and C. JANSEN, Journ. Appl. Phys. 21, 350, 1950; 
Philips. Techn. Rev. 13, 337, 1952. 

C. JANSEN and R. Loosjes, Philips. Res. Rep. 8, 21, 1953. 

S. LewITI1n, Zurn. techn. Phys. 28, 1700, 2166, 1953: 

M. WEINREICH, Rev. Gen. d’electr. 54, 243, 1945; Journ. Appl. Phys. 20, 1256, 
1949. 

W. WriGut, Nature 160, 129, 1947; Proc. Phys. Soc. B 62, 188, 1949. 

T. HANLEY, Journ. Appl. Phys. 19, 583, 1948. 

W. DanrortTH and F. MorGan, Phys. Rev. 79, 142, 1950. 

W. DAN¥FoRTH, Journ. Frankl. Inst. 251, 515, 1951; Phys. Rev. 86, 416, 1952. 

G. MESNARD, C.R. 282, 1744, 1951; 286, 904, 1953; Journ. de phys. 14, 179, 
1953; Le vide 8, 1273, 1377, 1953. 

J. LAFFERTY, Journ. Appl. Phys. 22, 299, 1951. 

W. GRATTIDGE and H. Joun, Journ. Appl. Phys. 28, 1145, 1952. 

W.EspPeE und M. KNoLL, Technologie der Elektrovakuummaterialien, Oboron- 
gis 1939, S. 257. 

D. Fisk u. a., Das Magnetron, Sov. Radio 1948, S. 245. 

R. HuGHEs and P. Coppora, Journ. Appl. Phys. 28, 1261, 1952. 

D. Mac Narr, R. LyncH and N. Hannay, Journ. Appl. Phys. 24, 1335, 1953. 
O. Busy, R. VANDEGRIFF and T. HANLEY, Journ. Appl. Phys. 20, 295, 1949. 
H. Fan, Journ. Appl. Phys. 20, 682, 1949. 

G. ESPERSEN, Journ. Appl. Phys. 21, 261, 1950. 

L. CRONIN, Chem. Eng. 57, 276, 1950; Am. Ceram. Soc. Bul. 30, 234, 1951. 


| > 


k 


j 
b 
py 


4 


a j ww, 


ans 
Ae 


w ‘ 


ates, 


et age 
fon we 


eh 


Bee 


aeON 


A P 
any 


ea 


tein) Celt 


j ia y KS) 
ay 


“Fortschritte der Physik** Bd. 3, 8. 97—132 1955 


Einige Anwendungsméglidhkeiten der 


Monte-Carlo-Methode 


Von IRENE CRONE 


Wlement. — II. Zwei einfache parabolische Differentialgleichungen. — III. Allgemeine 
MIRICHLETsche Probleme. — IV. Elliptische Eigenwertprobleme. — V. Matrix- 
inversion. — SchluBbemerkung. 


Einleitung 


Was ist die Monte-Carlo-Methode?“ ist eine haufig gestellte Frage. Die Ant- 
wyort lautet, kurz gesagt: sie ist eine Art experimentelle Mathematik. Es 
‘verden in ihr namlich wie im physikalischen Experiment GroBen gemessen, 
Iind zwar die Ergebnisse irgendwelcher statistischen Prozesse. Dazu werden 
solche Prozesse in einem Spiel, dessen Regeln ihrem jeweiligen Charakter 
}ngepaBt sind, nachvollzogen. — Z. B. kann der Verlauf eines Diffusions- 
tyrozesses lings der x-Achse, bei dem die Bewegung jedes Teilchens als 
usammengesetzt aus Schritten gleicher Lange 4x betrachtet wird, ,,nach- 
respielt‘‘ werden. Im einfachsten Fall ist die Wahrscheinlichkeit fir jeden 
Schritt nach rechts 4%, dementsprechend auch die Wahrscheinlichkeit fiir 
jeden Linksschritt 14. Bei vorgegebener Anfangsverteilung kann man dann 
Meren Entwicklung bis zu einer vorgegebenen Zeit verfolgen, indem man das 
Schicksal jedes Teilchens der Anfangsverteilung ,,auswiirfelt‘‘. Man laBt es 
4eispielsweise beim Wiirfeln einer geraden Zahl einen Rechtsschritt, beim 
(Wiirfeln einer ungeraden einen Linksschritt tun. Verfolgt man auf diese 
@Weise den Weg eines jeden Teilchens fiir insgesamt m Schritte, so erhalt 
iman eine Verteilung fiir die Zeit mAt, wobei At der Zeitdauer eines Schrittes 
jontspricht. 

\Obgleich jede spezielle Monte-Carlo-Methode ihrem Wesen nach stets ein 
/Zufallsspiel ist, dem in der Wirklichkeit immer nur ein statistischer Vorgang 
jentsprechen kann, werden mit dieser Methode nicht nur mathematische 
)Probleme statistischer Art gelost. Man bemiiht sich vielmehr, allen méglichen 
mathematischen Problemen, deren analytischer oder numerischer Behand- 
lung Schwierigkeiten im Weg stehen, Wahrscheinlichkeitsprobleme zuzu- 
jordnen, die ihnen mathematisch aquivalent sind und ,,experimentell‘ mit 
jeinem relativ geringen Aufwand gelést werden kénnen. — Ein einfaches 
'Beispiel fiir die statistische Behandlung eines nicht statistischen (freilich 
jnumerisch besser zu lésenden) Problems ist die Bestimmung von z nach 
)BuFFON. (Man wirft in haufiger Wiederholung ein Streichholz der Lange d 
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auf ein mit Parallelen in Abstand d bedecktes Blatt Papier und zahlt didi 
Wiirfe und die Zahl der Falle, in denen das Streichholz eine der Parallelen| 
schneidet. Eine einfache Uberlegung ergibt, daB das Verhaltnis diesem) 
Zahlen z/2 ist.) Phe | 
Es gibt nun eine Reihe von Arbeiten vorwiegend amerikanischen Ursprungs.| 
deren Ziel ist, zu zeigen, welche stochastischen Prozesse gewissen mathe 
matischen Problemen entsprechen. Wie haben uns die Aufgabe gestellt, die} 
wichtigsten Teile von vier dieser Arbeiten in einiger Ausfihrlichkeit zu 
referieren!). Es ist nimlich nahezu unmdglich, ohne eine detaillierte Ein 
fiihrung in einige spezielle Anwendungen der Monte-Carlo-Methode einen 
allgemeinen Uberblick iiber alle bislang diskutierten Anwendungsmdéglich4} 
keiten zu geben, der mehr als ein gewisses theoretisches Interesse hatte. Die 
herausgegriffenen Arbeiten sind jedoch so grundlegend, daf man, wenn 
man sie kennt, den gréBten Teil der tibrigen als etwas bereits weitgehend: 
Vertrautes wird lesen konnen. 

Alle betrachteten Probleme sind ziemlich allgemein und kommen in der 
Physik haiufig genug vor, um ein ausgedehntes Feld von Anwendungsmég- 
lichkeiten zu bieten. Einen gro8en Raum nimmt die statistische Interpreta-. 
tion von Differentialgleichungen 2. Ordnung in zwei Variablen — mit ders 
Méglichkeit der Verallgemeinerung auf mehr Variable — ein*). Dabei ist 
fast ausschlieBlich von elliptischen Differentialgleichungen die Rede. Para- 
bolische werden nur gestreift, hyperbolische gar nicht abgehandelt. Die® 
Natur parabolischer Gleichungen legt namlich die Zuordnung von statisti-. 
schen Vorgéngen ohnehin nahe (s. dazu II); im Gegensatz dazu bieten 
hyperbolische Gleichungen fir eine statistische Auslegung keine oder jeden- 
falls nur geringe Moglichkeiten, da sie Ausbreitungsvorgangen entsprechen, 
fiir die EinfluBgebiete von Bedeutung sind. — Daf nur Differentialgleichun- 
gen 2. Ordnung behandelt werden, liegt daran, daB Diffusionsprobleme — 
- und alle statistischen Prozesse zur Behandlung von Differentialgleichungen 
sind ihrem Wesen nach Diffusionsvorgange — 2. Ordnung zu sein pflegen. — 
Es seien auch einige Worte tiber das praktische Hilfsmittel, das zur Durch- 
fihrung der Monte-Carlo-Methode im allgemeinen notwendig ist, voraus- 
geschickt. Dieses ist eine Tabelle von Zufallszahlen (1), d. i. im Prinzip nichts 
anderes als ein Wiirfel, der statt der Zahlen 1 bis 6 die Zahlen 0 bis 9 aufweist. 
Diese folgen also in einer solchen Tabelle ohne Korrelation aufeinander, 
wobei im Mittel jede Ziffer gleich hiufig vorkommt. FaBt man die Zahlen 
paarweise zusammen, dann sind die so entstehenden zweistelligen Ziffern 
wieder statistisch tiber das Intervall 0 bis 99 verteilt, u. s. f. 

Man benutzt also eine Tabelle von Zufallszahlen, indem man ihr der Reihe 
nach jeweils die erforderliche Anzahl von Zufallsstellen entnimmt. Ob man 
dabei in Zeilen, Spalten oder Diagonalen vorgeht, jeweils eine Anzahl von 
Ziffern auslaBt oder dgl. mehr, ist offenbar gleichgiltig. Man kann auf solche 
Arten eine Tabelle ,,durchmischen‘‘ und dadurch mehrmals benutzen. Es 


') Sie sind am Schlu8 unter (2)... (5) aufgefihrt. 

*) Eine grundlegende Arbeit iiber die statistische Ausdeutung von linearen Inte gral- 
gleichungen, die hier aus Raumgriinden keine Erwaihnung finden kann, ist unter (7) 
angegeben. 
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jst immer nur darauf zu achten, da eine bestimmte Ziffernfolge nicht wieder- 
Holt fir den gleichen Zweck gebraucht wird. 

win Anwendungsbeispiel ist die Entscheidung der Frage, ob ein Ereignis P, 
jas die Wahrscheinlichkeit p hat, eintritt. p moge k Dezimalstellen haben. 


ler Tabelle entnommene Zahl in das Intervall zwischen 0 und p - 10% hinein- 
allt. Das geschieht némlich gerade mit der Wahrscheinlichkeit p. 

Man hat in der letzten Zeit umfangreiche Sammlungen von Zufallszahlen 
‘hergestellt und Zusatzgeraéte zu Rechenmaschinen entwickelt, die selbstandig 
Vufallszahlen liefern (8). — 


las ja immer auf der Messung statistischer Grd8en beruht und daher sta- 
wistische Abweichungen von dem richtigen Ergebnis aufweist — wie bei 
“ohysikalischen Mefiwerten angegeben werden. 


I. Diffusion thermischer Neutronen durch eine Sdchicht 
eines mittelschweren Elements 


#Die ersten Probleme, auf welche die Monte-Carlo-Methode angewandt wurde, 
waren von vornherein statistischer Natur und mit den bekannten mathe- 
atischen Hilfsmitteln gar nicht oder nur schwer zu losen. Man kam also 
(Wauf den Gedanken, solche Probleme zu behandeln, indem man die zu- 
“igehorigen stochastischen Prozesse auf dem Papier ,,nachspielte‘‘. Ein Bei- 


“ist die Streuung nicht isotrop, bei schweren ware die Absorption zu bertick- 
®sichtigen.) Die Schichtdicke sei d. Es wird isotrope Streuung vorausgesetzt 
‘und die mittlere freie Weglinge 2 als bekannt angesehen. Gefragt wird nach 
dem Prozentsatz an Neutronen, der durch die Schicht hindurchdiffundiert. 
Die Antwort erhalt man, indem man das Schicksal eines einzelnen auf die 
HSchicht auftreffenden Neutrons in haufiger Wiederholung auswiirfelt. An 
Stelle von Zufallszahlen lassen sich in diesem Fall gut ein oder mehrere 
)Wirfel verwenden. Der Einfachheit halber sei angenommen, da nur ein 
i Wirfel zur Hand ist. 

Die mittlere Zahl von Zusammenst6Ben, die ein Teilchen auf einer Strecke 
#der Linge A erleidet, ist per def. Eins. Entsprechend ist 1/n die mittlere Zahl der 
StoBe auf einem Bruchteil 1/n der mittleren freien Weglinge. Ordnet man 
'demnach einer der sechs Ziffern des Wiirfels einen Zusammenstof8 und den 
/iibrigen fiinf ein ungestértes Vorriicken des Teilchens zu, so mu8 die Linge 
eines Schrittes 1/6 betragen. 

2Es mége die Sechs als Zusammenstofziffer vereinbart werden. Dann 1laBt 
}man also das Teilchen von der Oberfliiche der Schicht aus mit jedem Wurf, 
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der nicht sechs ergibt, in Richtung wachsender x um 4/6 vorriicken. Wenn 
eine Sechs geworfen wird, wird das Teilchen nach einem weiteren Schritt in 
der alten Richtung gestreut, und zwar um einen bestimmten Winkel, 
der nun ebenfalls auszuwiirfeln ist. Das ist z. B. méglich, indem man die 
Winkelbereiche von 0 bis 2/2 und z/2 bisa je in 6 Bereiche 1---6 von: 
jeweils 15° aufteilt, und, nachdem man mit einem Wurf die Nummer 
des Winkelbereichs bestimmt hat, mit einem weiteren Wurf, je nachdem, 
ob er eine gerade oder ungerade Zahl ergibt, den Quadranten (d. h. das 
Vorzeichen der x-Koordinate der neuen Richtung) bestimmt. In die aus- 
gewiirfelte Richtung 148t man das Teilchen wieder so lange um jeweils 4/6: 
vorriicken, bis die nachste Sechs geworfen wird, u. s. f. — Den ProzeB, deni 
das Teilchen hierbei unterworfen ist, nennt man in der englischen Literatur 
einen ,,random walk‘‘. In der deutschen Sprache gibt es dafiir noch keinen} 
stehenden Terminus. Der in der vorliegenden Arbeit gebrauchte entspre- - 
chende Begriff ist ,,Zufallsweg“. . 
Ist «4; die Zahl der nach der i-ten Streuung zuriickgelegten Schritte bis zur: 
(i+1)-ten Streuung und g; der Streuwinkel gegen die x-Achse bei der 1-ten | 
Streuung, so berechnet man fortlaufend die vom Rande der Schicht aus. 
gemessene x-Koordinate des Teilchens 


A 
X= FD a cosy 
v 


und beendet das erste Spiel, wenn entweder X <0 (Zuriickdiffundieren) 
oder X =d (Durchdiffundieren) wird. — Durch Wiederholungen dieses 
Spiels erhaélt man offenbar eine Naherung fiir den gesuchten Wert in dem 
Verhaltnis der Anzahl von Spielen, bei denen X = d wurde, zur Gesamt- 
zahl von Spielen. 

Die Abb. 1 zeigt 10 Zufallswege durch eine Schicht der Dicke 2 4. Als ,,Wiir- 
fel‘‘ diente eine einstellig verwandte. Tabelle von Zufallszahlen. Fiir das 
Verhaltnis der Anzahl] der durchgelassenen Neutronen zur Gesamtzahl 
ergibt sich offenbar 0,3. (Ubrigens kann man gleichzeitig den Prozentsatz der 
durchgelassenenNeutronen fiir beliebige kleinere Schichtdicken ablesen, wird 
sich jedoch dabei auf die Betrachtung von Schichtdicken der Gré8enordnung 
A beschrinken. Offensichtlich ist nimlich das geschilderte Verfahren fir 
D <A kaum sinnvoll, zumal das Ergebnis in diesem Fall ohnehin auf der 
Hand liegt.) 

Natiirlich ist bei einer so geringen Zahl von Zufallswegen noch eine starke 
Abweichung des Ergebnisses vom richtigen Wert zu erwarten. Wir be- 
stimmen die Fehlergrenzen, indem wir fiir die Durchla8wahrscheinlichkeit 
ein sog. ,,Konfidenzintervall‘‘ aus der gemessenen Zahl der durchgelas- 
senen Neutronen ny berechnen. Dazu gehen wir in einem sog. ,,Konfidenz- 
schluB“ vor: 

Angenommen, es sei NV die Gesamtzahl der durchlaufenen Zufallswege, p die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir Durchla8®, n die Zahl der durchgelassenen 
Neutronen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, da&B genau n Neutronen 
durchgelassen werden, w(n) durch eine Binomialverteilung gegeben: w(n) = 
ie) p"(1 — p)*—". Der Erwartungswert von n, E(n), ist pN, und das mittlere 
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Abb. 1. Zufallswege in einem streuenden Medium. (Zweidimensional.) 


| Streuungsquadrat betragt »N(1— p). Wir konnen nun, von diesem Sach- 
) verhalt ausgehend, fiir p eine obere (untere) Grenze p,(p,,) bestimmen, indem 
’ wir den gemessenen Wert der Zahl der durchgelassenen Neutronen, ny, der 
. Differenz (Summe) aus dem Erwartungswert von » fiir den groBten (kleinsten) 
| Wert von p und der zugehérigen Streuung gleichsetzen. Das geschieht in den 


| folgenden beiden Gleichungen: 
iy = E(19) — oo = PoN — VPN (1— p) 
Ny = EL (ny) — oy = PuN + VpuN (1 — py). 


_ Man erhalt daraus zwei gleiche quadratische Gleichungen fiir p, und p, und 
damit p, und p, als groBere bzw. kleinere der beiden Wurzeln. In unserem 


102 _ I. CRONE 


speziellen Fall ergibt sich 

+ 0,16 
p=0,3 _ 0,12" 
(Wiirde man in der iiblichen Weise die quadratische Streuung als mittleres 
Quadrat der Abweichungen der einzelnen MeBergebnisse von deren Mittel- 


wert bestimmen, so erhielte man p = 0,3 + 0,21.) 


Il. Zwei einfache parabolische Differentialgleidiungen 


Die mathematischen Probleme, bei denen die fiir eine Behandlung mit der 
Monte-Carlo-Methode notwendigen Spielregeln durch das zugehorige physi- 
kalische Modell bereits vorgeschrieben werden, sind an dieser Stelle von — 
geringem Interesse. Wir wollen daher dazu tibergehen, zu zeigen, wie man 
einigen allgemeineren mathematischen Problemen, und zwar einigen Typen 
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung, Wahrscheinlichkeitsprobleme 
zuordnet, die ihnen aquivalent sind. 

Bei parabolischen Gleichungen, die in dem laufenden Abschnitt betrachtet 
werden sollen, liegt die statistische Auslegung zumeist auf der Hand, da sie 
im allgemeinen Diffusionsvorgange beschreiben. Insbesondere bieten sich 
bei der Warmeleitungsgleichung die zugehorigen Spielregeln unmittelbar 
an. Trotzdem sollen diese Gleichung und eine aus ihr durch Erweiterung 
hervorgehende Differentialgleichung vorbereitend abgehandelt werden, um 
an Hand dieser einfachen Beispiele zu zeigen, wie man im Falle von Differen- 
tialgleichungen bei dem Aufsuchen der aiquivalenten statistischen Probleme 
stets vorgeht: 

Man fihrt zunachst die zu losende Differentialgleichung in die entsprechende 
Differenzengleichung tiber und lést die hierbei entstehende Gleichung nach 
der gesuchten Funktion auf. Aus dem funktionalen Zusammenhang, der so 
gewonnen wird, sucht man ein statistisches Modell zu konstruieren, indem 
man die gesuchte Funktion als Wahrscheinlichkeit interpretiert. 


1, Die Warmeleitungsgleichung 


Die Warmeleitungsgleichung Jautet fiir den eindimensionalen Fall (Ver- 
allgemeinerungen auf mehrere Dimensionen sind ohne Schwierigkeiten 
moglich) 
OU Oe 9 
dt Bat a 
Es moégen die Rand- und Anfangsbedingungen 
u(0,t)= 1, u(l,t)=0-. firalleé; u(x,0)=0, O<2<l 


gestellt sein. 
Ubergang zu der entsprechenden Differenzengleichung ergibt mit x = n/Az, 
t = mAt; u(x, t)> v(n, m) und den iiblichen Ausdriicken fiir die Differenzen- 
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juotienten (s. die FuBnote auf S. 109) 


v (n, m) — 9 (0, m—1) = AL fw (w+ 1m 1) — 20 (m, m—1) “ 


+v(n—1, m—1)]. 


Ian ordnet die Terme, so daB v(n, m) als Funktion der iibrigen gelesen wird. 


fuBerdem ist die Beziehung zwischen den Inkrementen Ax und Aft ge- 


: ignet zu wahlen (nach CouRANT kann andernfalls das Lésungsverfahren 
)ivergieren). Kine geeignete Beziehung ist im vorliegenden Fall 


2At = (Azx)?. (3) 
A Jamit geht die Differentialgleichung (2) iiber in die Differenzengleichung 


4 


v(m, m) = > [v (n+ 1,m—1) + o(n—1, m—1)}") (4) 


“Wnit den Rand- und Anfangsbedingungen 
BAO ait) 1, 01, mn). = fur alle m;  v(n, 0) = 0, 0<nsz. 
x 
D ie statistische Interpretation der Differenzengleichung (4) ohne Rand- 


‘Medingungen lautet: Teilchen durchlaufen auf der x-Achse Zufallswege mit 
@Schritten der Linge Az. Die Wahrscheinlichkeiten fiir Rechts- und Links- 


Damit sind die Spielregeln bereits gegeben. Das Intervall 0 < a <-1 ist 
jin gleiche Intervalle der Lange A x zu unterteilen. Der Punkt x = 0 ist ent- 
“sprechend der Anfangs- und den Randbedingungen mit einer konstanten 
@Zahl von Teilchen zu besetzen. Der Weg eines jeden Teilchens ist zu ver- 
Jfolgen, beispielsweise, indem man es beim Auswiirfeln einer geraden Zahl 
tum Az nach rechts, beim Auswiirfeln einer ungeraden um Az nach links 
Eweiterriicken la8t. Entsprechend den Randbedingungen mu jedes bei 
>a = 0 abwandernde Teilchen durch ein neues ersetzt werden und jedes dort 
vund bei 2 = / zuwandernde aus dem Spiel ausscheiden. Fir jedes Teilchen, 
4das noch nicht ausgeschieden ist, ist nach m, Schritten der Standort zu 
ifixieren, um die Verteilung zur Zeit m,At zu erhalten. 

tEs braucht freilich kaum gesagt zu werden, daB ein derartiges Verfahren im 
( vorliegenden Fall keinen praktischen Nutzen bringen wiirde. 

i Die Verallgemeinerung auf mehrere Dimensionen ist ohne weiteres méglich. 
| Zufallswege in mehreren Dimensionen werden jedoch in den folgenden Ab- 
‘schnitten in solcher Ausfihrlichkeit behandelt werden, daB eine derartige 


4 
| 


) Verallgemeinerung sich an dieser Stelle eribrigt. 


+1) Die Aquivalenz der so zunachst nur formal erhaltenen Differenzengleichung mit der 
' zugehérigen Differentialgleichung ware noch nachzuweisen. In den im vorliegenden 
| Abschnitt abgehandelten Fallen ist ein derartiger Nachweis durch eine Taylorent- 
wicklung der Klammer auf der rechten Seite von (4) bzw. (8) leicht méglich; man kann 
so umgekehrt (4) bzw. (8) in die entsprechenden Differentialgleichungen tberfihren, 
wenn man (3) benutzt. 
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2. Die Schrédingergleichung als modifizierte W. drmeleitungsgleichung. (2) 


a) Der stochastische ProzeB 


Erwahnenswert ist im AnschluB an die obigen Betrachtungen die statistisch 
Interpretation der durch ein Zusatzglied von der Bedeutung einer ortliche 
Wirmeerzeugung erweiterten Warmeleitungsgleichung 


du Ou 
—_- ss v ' 5 
Oto 10x? Ag he (6) 
In diese Gleichung laBt sich namlich die zeitabhangige Schrédingergleichung 
., Ow 
ae Se 6 
th aL Hy (6) | 


bei zeitunabhangigem Hamiltonoperator H = H(z) tiberfihren. Setzt man 
it/h =t', so geht mit y(zx,t)—> u(x,t’) und — H(x) = 07/0 x? — V(z) (6) | 
in (5) tiber. Es ermdéglicht also die verallgemeinerte Warmeleitungsgleichung 
(5) die statistische Interpretation der zeitabhangigen Schrédingergleichung 
bei zeitunabhingigem Hamiltonoperator und damit die statistische Be- 
stimmung stationirer Zustande in einem quantenmechanischen System. 
Man kann demnach ein elliptisches Eigenwertproblem — namlich die zeit- 
unabhangige Schrédingergleichung Hy = Ey (mit ¢ als ortsabhangiger 
EKigenfunktion) — mit der Monte-Carlo-Methode behandeln, indem man das 
sonst tiblicne Verfahren der Riickfiihrung einer parabolischen Differential- 
gleichung auf eine elliptische umkehrt. 

Ks interessieren im allgemeinen besonders der tiefste Eigenwert und die 
tiefste Eigenfunktion. Nach den Ausfiihrungen zur Warmeleitungsgleichung 
kann in groBer Ktirze gezeigt werden, wie diese auf Grund der nun nahe- 
liegenden statistischen Interpretation von (5) bestimmt werden kénnen. 


Durch einen integrierenden Faktor wird aus (5) 
OF u 
022” 


(7) 


(7) fiihrt man entsprechend dem Ubergang von (2) zu (4) in die Differenzen- 
gleichung 


e—V (aye = (we (xt) — 


(nN, Mm) = a e—V@)4tly (n +1, m—1)+0(n—1,m —1)] (8) 
tiber. - 
Die Klammer rechts mit dem Faktor 4 ist genau wie im Fall der Warme- 
leitungsgleichung zu interpretieren. Der Exponentialfaktor kann so aus- 
gelegt werden, daf ein Teilchen mit veranderlichem Gewicht vorriickt, daB 
also seine Masse beim Start 1 ist und sich bei jedem Schritt multipliziert, 
und zwar beim Schritt zum Punkt n4x mit exp (—V(n)At). Statt dessen 
kann der Exponentialfaktor bei positivem V(x) auch als Wahrscheinlich- 
keit, daB ein Teilchen den Schritt zum Punkt n/ wx hin tiberlebt, angesehen 
werden. Entsprechend kann man dann den Exponentialfaktor bei negativem 
V(x), da er dann nicht mehr als Wahrscheinlichkeit aufgefa8t werden kann, 
so interpretieren, daB bei einem Schritt nach nA zx hin [V(n)] neue Teilchen 
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“shtstehen, wobei eines wiederum nur eine gewisse Uberlebenswahrscheinlich- 
pit, gegeben durch V(n) —[V(n)], hat. 

‘jas zugeh6rige Spiel braucht nicht mehr geschildert zu werden. — Bedient 
fan sich der zweiten oben angegebenen Interpretation, so sind die Uber- 
jbenswahrscheinlichkeiten exp(—V(n)At) bzw. V(n) — [V(n)] in dem 
inne, wie es am Schlu8 der Einleitung fir die Wahrscheinlichkeit p be- 
ivhrieben wurde, als Entscheidungsfaktoren zu benutzen. — Im ibrigen 
jerden Eigenwertprobleme im Abschnitt IV in gréBerer Allgemeinheit be- 
jandelt werden. Dabei werden die Randbedingungen, die wir jetzt un- 
‘jeachtet lassen konnten, eine wesentliche Bedeutung gewinnen. (Im obigen 
Um) +00 

jall lautet die Randbedingung ih |p|? dx < 00; sie ist bei dem betrachteten 


bochastischen ProzeB also ohnehin erfiillt.) 


b) Bestimmung des tiefsten Eigenwertes 


und der tiefsten Kigenfunktion 


m | 
ie Zu- bzw. Abnahme der Teilchenzahl am Ort x im Zeitintervall At 


I-folgt mit dem Faktor exp(—V(a)At). Ein stationirer Zustand ist er- 
,Jeicht, wenn die Zu- bzw. Abnahme iiberall mit dem gleichen Faktor erfolgt. 
fun ist bekanntlich w(z, t) in der Form 


Ml ey tire= SC ue (a)is eet 


‘gu schreiben, wobei die u, die ortsabhangigen Higenfunktionen und die EZ, 
ie zugehérigen Eigenwerte sind. Nach langer Zeit erfolgt der Ubergang 

| U(x, t) > Cote", 

mcs wine In [w (4)/w(te+ 1)] = By 

ir alle 2. Um E, zu bestimmen, ist also, nachdem ein stationdrer Zustand 
rreicht worden ist, an einem beliebigen Ort das logarithmische Dekrement 
fon w zu messen. w(x) kann dann aus der notierten Verteilung unmittelbar 
ibgelesen werden. — 

Man kann die Rechengenauigkeit erhdhen und den Aufwand vermindern, 
fyenn man den niedrigsten Eigenwert oder die niedrigste Eigenfunktion von 
‘ornherein schon anndhernd kennt. Im ersten Fall rechnet man mit einem 
Daodifizierten Potential, naimlich V’(x) = V(x) — E), wobei EH den 
‘Waherungswert an Z, darstellt, und hat dann nur noch geringe Populations- 
inderungen, im zweiten macht man bereits die Anfangsverteilung der ge- 
fuchten Eigenfunktion ahnlich. — 

@irgebnisse des obigen Verfahrens zur Bestimmung des niedrigsten Eigen- 
‘vertes liegen z. B. fiir den Fall des harmonischen Oszillators vor. Die 
Wchrédingergleichung kann in diesem Fall in diemensionslosen Einheiten 
" der Form dy 
d x? 
Yreschrieben werden. Die Energieniveaus sind 


A=2n +1. 


+ (A — 2x?) p=0 
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Das richtige Ergebnis ist demnach A, = 1. 
Fiir die Inkremente wurden die Werte 


Av =Y0,02-V5 und At =0,01- V5 
benutzt. 
Es wurde mit einer 6-Funktion im Nullpunkt als Anfangsverteilung, und | 
zwar einmal mit 200, einmal mit 500 Teilchen, begonnen. Jedes lieB man) 
(mit verainderlichem Gewicht) einen Zufallsweg aus 100 Schritten durch-. 
laufen. Die Ergebnisse sind: 


200 Zufallswege, je 100 Schritte, log. Dekrement 1,85, Fehler 85%. 
500 Zufallswege, je 100 Schritte, log. Dekrement 1,89, Fehler 89%. 


Mit den dabei erhaltenen Endverteilungen spielte man weiter, indem man | 
sie als Anfangsverteilungen fiir weitere 200 bzw. 500 Zufallswege verwandte. | 
Die Ergebnisse sind: 


200 Zufallswege, je weitere 100 Schritte, log. Dekr. 0,987, Fehler 1,3%. 
500 Zufallswege, je weitere 100 Schritte, log. Dekr. 1,0039, Fehler 0,4%. — 


Man braucht also z. B., um das Ergebnis mit einem Fehler von rund einem 
Prozent zu erhalten, bei einer 6-Funktion als Ausgangsverteilung 200 Zufalls- 
wege zu je 200 Schritten, also insgesamt 40000 Teilchenschritte, und das 
heift maximal 40000 Multiplikationen. (Zur Frage der Rationalitat von Monte- 
Carlo-Verfahren s. die SchluBbemerkung.) 


Ill. Allgemeine Dirichletsche Probleme (3) 


Als nachstes sei der in der Physik haufige Fall behandelt, in dem die Lésung 
einer elliptischen Differentialgleichung in einem von einer geschlossenen 
Kurve umrandeten Gebiet zu finden ist, wahrend ihre Werte auf dem Rande 
vorgeschrieben sind. Die im laufenden Abschnitt referierte Arbeit be- 
schrankt sich auf Gleichungen, in denen nur Ableitungen der gesuchten 
Funktion, nicht diese selbst, auftreten, betrachtet demnach keine Eigen- 
wertprobleme. 

Charakteristisch fiir elliptische Randwertprobleme ist die Existenz so- 
genannter ,,absorbierender Grenzen‘‘*. Zwar traten bereits im Fall der Warme- 
leitungsgleichung derartige Grenzen auf: die Randpunkte des Intervalls 
waren ,,Lécher‘‘, in welche die den Rand erreichenden Teilchen hinein- 
fielen, damit der dortige Zustand den Randbedingungen entsprechend auf- 
rechterhalten wurde. Wahrend man jedoch im iibrigen jeden Zufallsweg, 
der nicht vorzeitig endete, bis zu einer vorgeschriebenen Zeit mAt nach- 
ging, um den Zustand innerhalb des Intervalls fiir diese Zeit zu ermitteln, 
verfolgt man im elliptischen Fall jedes Teilchen, bis sein Weg in: einem 
Randpunkt endet. Der Rand tritt hier also in seiner Funktion als absor- 
bierende Grenze entscheidender in Aktion: er beendet jeden Zufallsweg 
automatisch, und man braucht keine zeitliche Begrenzung der betrachteten 
Prozesse vorzugeben. — Die physikalische Entsprechung des so gegebenen, 
mehr éuferlichen Unterschiedes in der Behandlung elliptischer und para- 
bolischer Differentialgleichungen ist die Existenz eines stationéren Zu- 
standes im elliptischen Fall im Gegensatz zum parabolischen. — 
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fiser Ziel sei, zu zeigen, daB man das erste Randwertproblem der Poten- 
(Itheorie fiir eine homogene elliptische Differentialgleichung von der ziem- 
in allgemeinen Form 


0?U 02U U dU 
By (2, Y) apa 2 Pre (x Y) a5 Feag thal ns ge 2Og (Osea sr 


dU 
+ 2a (2, 9) > = 0. (1) 


jU Pa, /) == pak y) auf einer geschlossenen doppelpunktfreien Kurve C, 


iid das entsprechende inhomogene Problem, indem rechts die Funktion F (2, y) 


fllen wir zundchst die Gleichung (1) in der itiblichen Weise auf einen 
hchastischen ProzeB zuriickfihren und dabei zeigen, wie man daraus die 
tsung des homogenen Problems ermittelt. Im 2. Teil des laufenden Ab- 
hnitts soll dann die Lésung des inhomogenen Problems als Funktion von 
itistischen Variablen dieses Prozesses hergeleitet werden. Die Erérte- 
agen des 3. Teils haben vor allem fiir das praktische Rechnen Bedeutung. 


1. Der stochastische ProzeB 


a) Ein klassisches Wahrscheinlichkeitsproblem 
als Grundtyp aller betrachteten Prozesse 


gn zu dem Wabhrscheinlichkeitsproblem zu gelangen, als das man Gl. (1) 


serpretieren kann, beginnen wir mit der Schilderung eines klassischen, wie 
) heiBt, zum erstenmal von HUYGENS gelésten Wahrscheinlichkeits- 
oblems. Wir werden danach zeigen, welche Differentialgleichung man 
esem Problem zuordnen kann, und finden, daB es sich dabei um eine 
eichung vom Typ (1) in sehr vereinfachter Form handelt. Es wird sich 
‘nn herausstellen, da Verallgemeinerungen dieser Gleichung immer wieder 
Sahrscheinlichkeitsprobleme zugrunde zu legen sind, die sich ihrem Wesen 
‘ch von dem erwahnten nicht unterscheiden und durch Erweiterungen 
Graus zu gewinnen sind. Darum sei seine Formulierung an den Anfang 


vei Spieler G und G’ spielen eine aus einzelnen Spielen zusammengesetzte 
rtie. Vor jedem Spiel ist von beiden jeweils ein fester Einsatz h zu leisten. 
hat iiber alle Spiele konstant die Gewinnchance p, G’ entsprechend die 
Tewinnchance g = 1 — p. g sei das Vermodgen von G, g’ das von G’ zu 
feginn der Partie. g und g’ seine ganzzahlige Vielfache von h. Wie groB ist 
Me Wahrscheinlichkeit, da& der Spieler G den Spieler G’ ruiniert, bevor er 
Ubst ruiniert ist? — Teilt man die z-Achse tiber ein Intervall von 0 bis 
\+ gy’ =b in gleiche Teile h ein und zeichnet zwischen 0 und b den Punkt g 
1, so kann man die gleiche Frage in der folgenden Form aussprechen: wie 
oB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen, das vom Punkt x=g 
}s einen Zufallsweg in Schritten der Lange h mit der Wahrscheinlich- 
Jit p fiir jeden Rechtsschritt und der Wahrscheinlichkeit g = 1 — p fiir 
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jeden Linksschritt durchlauft, im Punkte 6 anlangt, bevor es im Punkte ( 
anlangt ? 

DaB diese Wahrscheinlichkeit existiert, das Problem also tiberhaupt eina 
Lésung besitzt, muB allerdings noch bewiesen werden. Vorerst soll nach dex 
sicher existierenden Wahrscheinlichkeit v,,(x) gefragt werden, da G von 
einem Zeitpunkt an, zu dem er ein Vermégen x besitzt, G’ in hochstens 
m Schritten besiegt, bevor er selbst besiegt wird, d. h. da das Teilchen vom 
Punkte x in héchstens m Schritten b erreicht, bevor es 0 erreicht. Diese 
Wabhrscheinlichkeit ]4Bt sich aus der Wahrscheinlichkeit, daB es von x aus 
zunachst einen Rechtsschritt tut und dann in héchstens m — 1 Schritter 
bei 6 eher als bei 0 ankommt und der Wahrscheinlichkeit, daB es zunachst 
einen Linksschritt tut und dann in héchstens m — 1 Schritten bei b anlangt: 
bevor es 0 erreicht, zusammensetzen. Die entsprechenden Wahrscheinlich- 
keiten sind pm, (a+h) und qvm_,(x—h). So ergibt sich fiir v,,(x) die 
Differenzengleichung 


Um (L) = PUm-1 (& + h) + QUm-1 (& —h) (2; 
mit den Randbedingungen 
Um(0) = 90; Um (b) = 1. 


Setzen wir zundchst voraus, daB eine Lésung des urspriinglichen Problems 
existiert, so ist diese Lésung jedenfalls der Grenzwert der Folge vm, (x 
fur m —> oo: (2 )e== mre, (ar) - 


Bildet man auf beiden Seiten von (2) diesen Grenziibergang, so erhalt mar 
(a) = p-v(a+h)+qv(x—h); v(0) = 0, v(0) = 1. (2 


Eine mehrfach wiederholte Partie mit festen Anfangskapitalen g und b—¢ 
stellt also unter der obigen Voraussetzung eine Moéglichkeit dar, die Losung 
dieser Gleichung im Punkt x=g angenihert zu bestimmen. Eine weitere« 
Voraussetzung ist freilich, daB das Spiel nicht endlos fortdauern kann. Daf 
dies in der Tat nicht mdglich ist, erscheint plausibel. Es sollte jedoch eir 
Beweis dafiir erbracht werden. Ein fir alle im Teil 1 behandelten stochasti- 
schen Prozesse giiltiger Beweis befindet sich am Anfang des Teils 3, da e& 
in unmittelbarem Zusammenhang mit dem dort behandelten Problem det 
mittleren Linge ‘eines Zufallsweges steht. 

Der Beweis der Existenz von lim v,,(x) wird der Kiirze halber nur skiz- 


m-—> co 

ziert: man bildet die zu Gl. (2) entsprechende Gleichung fiir den Index 
m-+1, subtrahiert (2) von der so entstehenden Gleichung und sieht dann. 
daB, wenn vp, (%)= Um-,(x) fiir alle 2 und ein festes m=, ist, dies fiir alle 
m > my gilt. Mit Hilfe der Randbedingungen erkennt man, daB m)=1 ist 
Die Existenz des Grenzwertes folgt dann aus der Tatsache, daB die v,, einé 
monotone Folge mit der oberen Schranke 1 bilden. 

Natiirlich ist die Lésung von (3) einfacher mit den iiblichen Methoden det 
Theorie der Differenzengleichungen zu erhalten. Sie lautet: 


Vays le (pig) 


Tepes fir p+ q, (4a) 
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OCL), == = fiir p = q (4b) 


“re Interpretation ist in Hinblick auf das geschilderte Spiel einfach. Man 
jtrachte dazu (4a) insbesondere fiir p < q und groBe x und lasse dann h bei 
stem x klein werden. 


b) Die 4quivalente Differentialgleichung 


uns bei dem vorliegenden Problem, das lediglich der Einfiihrung dient, 
ht zu lange aufzuhalten, geben wir nur eine Skizze fiir den Ubergang zu 
‘jr (3) entsprechenden Differentialgleichung. Man findet durch Umformung 
jm (3)1), da fiir diesen Ubergang p und q in Abhingigkeit von h zu setzen 
nd. Eine mogliche geeignete Beziehung erhalt man durch die Forderung, 
38 » —q und A von der gleichen GréBenordnung sein sollen: 


p —q=ha + o(h). (5) 
) sei eine Konstante, o(h) seien Glieder von hoherer als erster Ordnung 


| h.) Damit erhalt man unter Benutzung von p+q=1 aus (3) mit h->0 
ir p+ q die Differentialgleichung 


“9 


| du du 

a _— y — - = = = —= 1 

| Ie + 20 ae Os pe (O)=LOl lL ( 0) (6a) 
aa 1 em 2ax 
bit der Loésung 1 = eT (7a) 

id fir p=—q die Differentialgleichung 

. du 

ames GO} =O) {Oy — 1 (6b) 

} z 
‘Dit der Losung we i 


ie man durch Reihenentwicklung leicht nachprift, geht (4a) fiir h—>0 
J (7a) tiber. Fir p—q haben Differenzen- und Differentialgleichung iden- 
Wsche Lésungen, was bei der Unabhangigkeit der Lésung (4b) von h plausibel 
“t. — Die Differenzengleichung (3) und die Differentialgleichungen (6a) 
“zw. (6b) sind also tatsichlich asymptotisch aquivalent. 


1 

Aaa 3 [V(x+h, y) — V (a, y)], entsprechend 4,V 
1 

A Ve oy [Via +h, y) + V(x —h, y) —2V(z2, y)], entsprechend 4,,V, 
1 


ty 


dn eindimensionalen Fall wird 4 fiir den ersten und 4? far den zweiten Differenzen- 
Haotienten geschrieben. Diese Terme entsprechen den Ausdriicken 4, bzw. 4,, ohne y. 


i 
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Damit ist gezeigt: will man eine Differentialgleichung vom Typ (6) mit der ' 
Monte-Carlo-Methode lésen, so wihle man ein geniigend kleines / und eine : 
positive GréBe p so, daB bei p+q=1 p, g und h die Beziehung (5) erfillen. 
Man verfolge sodann wiederholt den Weg eines Teilchens, das von einem | 
Punkt x im Intervall 0 <a <b Schritte der Lange h nach rechts und links | 
ausfiihrt, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit p fiir jeden Rechtsschritt | 
und der Wahrscheinlichkeit q fiir jeden Linksschritt. Das Verhaltnis der ' 
Anzahl von Prozessen, bei denen das Teilchen von x aus b vor 0 erreicht, 
zur Gesamtzahl von Prozessen liefert einen um so besseren Naherungswert | 
fiir v(x),je 6fter man den Zufallsweg von x aus wiederholt. [Man kann statt | 
dessen natiirlich auch nach der Wahrscheinlichkeit v’ (x), daB das Teilchen - 
eher bei 0 als bei b ankommt, fragen. Fiir v’(x) erhalt man die gleiche | 
Differenzengleichung wie fiir v(x) mit den Randbedingungen v’(0)=1, 
v' (b) =0. Lésung muB offenbar die Funktion v’ (#) = 1—v(z) sein. Wie man» 
unmittelbar sieht, ist das auch der Fall.] 


c) Ortsabhaingige Koeffizienten 
und allgemeinere Randbedingungen 


Nun ist die geschilderte Verfahrensweise zur Integration von (6) zweifellos 
nur von. theoretischem Interesse. Auch die Verallgemeinerung dieses Ver- 
fahrens zur Integration einer Differentialgleichung vom Typ 


eu au _ 


B(x) =; + 2a(z) — =0; Ula)=4, UL) =B (8) 


dirfte kaum von praktischem Nutzen sein, da eine Gleichung dieses Typs 
mit Hilfe der bekannten numerischen Verfahren sicher immer mit wesent- 
lich geringerem Aufwand zu losen ist. Hingegen erlangt die Monte-Carlo- 
Methode praktischen Wert bei Gleichungen in mehr als einer Variablen, 
denn deren Behandlung mit den iiblichen Methoden setzen sich bekanntlich 
oft betrachtliche Schwierigkeiten entgegen. Es wird sich nun herausstellen, 
dab, wenn gezeigt sein wird, wie die Monte-Carlo-Methode im Fall einer 
Gleichung vom Typ (8) ihre Anwendung findet, der Ubergang zu mehreren 
Variablen mit einem Schritt vollzogen werden kann. Darum soll zuniachst 
im Anschlu8 an die bisherigen Ausfiihrungen ein Verfahren zur Integration 
von (8) hergeleitet werden. 

Im voraus ist zu bemerken, daB bei den zu betrachtenden Differential- und 
Differenzengleichungen nun nicht mehr wie im vorangegangenen Fall ohne 
weiteres nachzuweisen ist, daf ihre Losungen mit h-0 ineinander iiber- 
gehen. Die Beweisfiihrung wiirde einen zu groBen Raum beanspruchen und 
zu weit von dem eigentlichen Gegenstand fortfiihren. Wir verweisen darum 
zu diesem Problem auf eine Arbeit von PETROWSKkyY (6), der einen asympto- 
tischen Zusammenhang zwischen einer ganzen Klasse von Wahrscheinlich- 
keitsproblemen — den sogenannten ,,MARKOFFschen‘‘ Prozessen — und 
Differentialgleichungen vom Typ (1) aufzeigt, und nehmen fiir das Folgende 
an, daB die Koeffizienten der betrachteten Differentialgleichungen vom 
Typ (1) geniigend regular sind, um den von PETROWSKY angegebenen not- 
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oh wendigen Bedingungen dafiir zu geniigen, daB die entsprechenden Differenzen- 


| gleichungen ihnen asymptotisch aquivalent sind. 


} AuBerdem soll angenommen werden, daf die Koeffizienten von (1) gentigend 


“9 regular sind, um die Existenz der Lésung zu sichern. 


“| Fiir den Fall (8) ist schlieBlich noch die Bedingung 
: B(x) > 0 fir a<a<b (9) 


m | zu stellen, die notwendig ist, damit die Monte-Carlo-Methode anwendbar 


iy wird. Dies wird aus dem Folgenden zu ersehen sein. 

i} Zundchst ist Gl. (8) als Differenzengleichung zu schreiben, indem man 
“\ Differenzenquotienten fiir die Differentialquotienten einsetzt und nach V (2) 
im) auflost. (S. dazu die FuBnote auf Seite 109.) Man gelangt zu einer Gleichung 


=9) von der Form von Gl. (3): 
PV (2) = p(x) Vie +h) + g(a) Vif); V(a) = A, VO) = B. (10) 
i Hierin sind: ; 

1 B(x) + 2ha(zx) 1 f(x) 


ihe iN Ys ad kee bd Clan tik 


p(x) = (11a, 11b) 


 Offenbar ist p(x) + q(x) = 1, und wenn p(x) und q(x) stets positiv sind, 


4 konnen sie als Wahrscheinlichkeiten wie in dem ersten Beispiel interpretiert 
‘) werden. Das geschieht in der Tat, da wegen (9) bei geeigneter Wahl von h 
| stets p(x) > 0, g(x) > O zu erreichen ist. 

© Die Ubersetzung in ein Wahrscheinlichkeitsproblem bietet nach dem Voran- 


‘9 gegangenen keine sonderlichen Schwierigkeiten: 


! Ein Teilchen moége in der bekannten Weise auf einer Geraden im Intervall 


yj) @ <2 <b Schritte der Linge hf ausfiihren, nunmehr mit ortsabhangigen 


Wahrscheinlichkeiten p(x) und q(x) fiir Rechts- bzw. Linksschritte. Die 


i® Wahrscheinlichkeit, daB es in héchstens m Schritten bei 6 eher als bei a 


; ankommt, moge mit v,, (%, b), die, daB es in dieser Zeit a erreicht, bevor es 
ia bei b angelangt ist, mit v,, (v,a) bezeichnet werden. — Die Funktion V (2) ]aBt 
wi sich dann als Grenzwert einer Folge von Funktionen V,, (~) interpretieren, 


wf denen die folgende Bedeutung zuzulegen ist: V,, (x) ist der Mittelwert, den 
#4 man erhalt, wenn man bei jeder Ankunft eines von 2 ausgegangenen Teil- 
\@ chens nach hoéchstens m Schritten bei b (bevor es bei a angelangt ist) 


i B notiert, entsprechend bei jeder Ankunft bei a eher als bei b nach héchstens 

i m Schritten A, und, wenn das Teilchen in dieser Zeit weder 6 noch a er- 
_reicht hat, 0 notiert und iiber alle notierten Werte mittelt. Es gilt namlich 
fiir das so definierte V,,(2) mit den aben gegebenen Definitionen von 
Um (x, b) und vy, (x, a) die Beziehung 


V mi (&). =. Dm t,.0) +A Vig (25-0) - (12) 


) Da nun v,, (x, 6) und v, (x, a) Gleichungen der Form (2) (mit x-abhingigem 


 p und q) befriedigen, befriedigt V,, (x), weil es eine Linearkombination 


| dieser beiden Funktionen ist, eine entsprechende Gleichung: 


Vin(%) = p(X) Vin-a(% +h) + 9(%) Vin-i(% —A); (13) 
Ved@)ex pA Seam ee 


j 
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Da schlieBlich die limites von v,, (xz, 6) und v,,(%, a) fiir m— oo existieren 
(der Beweis ist dem entsprechenden zu dem ersten Problem analog), exi- 
stiert auch V (x) — lim Ve (2) : 

Dabei ist V(x) offenbar der Mittelwert, den man erhalt, wenn man bei jeder 
ersten Ankunft eines von x gestarteten Teilchens bei einem der beiden Rand- 
punkte den entsprechenden Randwert notiert und tiber alle notierten Werte 
mittelt. 

Bei dem obigen Grenziibergang wird aus (13) die Gleichung (10). Man kann 
also die Differenzengleichung 


L(V) = B(x) 22V + 2a(z) dV =0; Va)=A, V(b)=B (14) 


durch das folgende numerische Verfahren losen: 

Nach Wahl von A bestimme man p(z) und g(x) nach (11a, b). Dann lasse 
man Teilchen von Punkten des Intervalls a< x <b aus, fiir jeden gentigend 
oft, einen Zufallsweg mit ortsabhingigen Wahrscheinlichkeiten p(x) und g(x) 
fir Rechts- bzw. Linksschritte der Lange h durchlaufen. Beim ersten Er- 
reichen einer der beiden Grenzen (es wird immer eine Grenze erreicht, s. die 
Bemerkung auf Seite 108M.) ist der dieser Grenze entsprechende Randwert 
zu notieren. Der Mittelwert aller fiir einen Ausgangspunkt z, notierten 
Werte lieferte die gesuchte Lésung V(x) an der Stelle xp. 


d) Verallgemeinerung auf mehrere Dimensionen 
Um die zu der Differentialgleichung (1) gehdrende Differenzengleichung 


L(V) = Buia; y) Ze es = 2 2 Bis (2, y) An, V, = Boo (2, y) Anr. 
+ 2a,(%,y)4,V + 2a2(x, y) A,V =0 (15) 


als Wahrscheinlichkeitsproblem zu interpretieren, ist das der Gleichung (8) 
entsprechende auf zwei Dimensionen zu verallgemeinern. Eine Verall- 
gemeinerung auf mehr als zwei Dimensionen ist danach unmittelbar und in 
vollig analoger Weise zu vollziehen. Somit hat die Beschrinkung der folgen- 
den Darlegungen auf zwei Dimensionen ihren Grund nicht in prinzipiellen 
Schwierigkeiten, sondern geschieht der Kinfachheit wegen. 

Dem Intervalla < x <b entspricht nun ein von der Kurve C umrandetes Gebiet 
G in der (x, y)-Ebene. Statt der Randwerte A und B in den Punkten a bzw. b 
ist die Funktion ®(z, y) auf der Kurve C vorgeschrieben. 

Es sei vorausgeschickt, daB die Funktionen f die Bedingungen 


Bir Bo > 9, B29, Bu > 2B und fy > 2p. ing (16) 
erfiillen sollen. Diese entsprechen der Ungleichung (9) und haben einen 
entsprechenden Sinn. (Sie schlieBen auBerdem die Elliptizitat von (1) ein, da 
mit (16) sicher B1,fy. > 67, ist.) 

Der Kinteilung des Intervalls a < % <b in gleiche Abschnitte  entsprechend 
legt man tiber das Gebiet G ein Gitter aus quadratischen Maschen der Seiten- 
lange h. Die Menge der Randpunkte wird dabei gebildet aus allen Punkten, 
die in G liegenden Gitterpunkten benachbart sind, aber nicht in @ hinein- 
fallen, und auBerdem allen denjenigen nicht in G hineinfallenden Punkten, 
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}die von in G gelegenen Gitterpunkten x, y durch die beiden Schritte x= +h 
yund y= +A erreicht werden. D. h.: ist x, y ein Gitterpunkt, so soll auch der 
)Punkt «+h, y+h, falls er nicht in @ hineinfallt, Randpunkt sein. (Der 
i Grund fiir die Einordnung der letzteren Punktmenge in die Menge der Rand- 
)/punkte ist in dem Umstand zu suchen, daB, wie im folgenden zu ersehen 
J) sein wird, bei dem Ubergang von (15) zu einer Differenzengleichung vom 
{Typ (10) auf der rechten Seite neben den vier dem Punkt x, y benachbarten 
-Punkten auch der Punkt +h, y+hA als Argument auftritt.) Die Menge 
¢der in das Gebiet G hineinfallenden Gitterpunkte und die Menge der oben 
definierten Randpunkte wird fortan mit G, bezeichnet, die Menge der Rand- 
‘}punkte mit C,. Bezeichnet man ferner die zu C, gehdrenden Punkte mit 
19; (7 =1,2...), so ist an Stelle von (x,y) auf C nunmehr @(Q;) auf C, 
) vorzuschreiben. 


V (x,y) = p(x, y) V(x th, y) + e(%, y) V(x, y +h) + 
+ pa(x, y) Vix—h, y) + pa (a, y) V(x, y—h) + (17) 
+ p5(z, y) Viat+th, y+ h), 
(x, y) = D(x, y) auf Cy, 


| wobei Pi(&, y) = [Pur — 2By2 + 2hay], 


[Bop 2 Bre + 2hag], (18) 


: 2 p. 
eeatt eae oe, SU 
P(x, y) D ? Pa (x, y) D ? Ps (x, y) iD 


2 [Bu + Bos — Bie + A (a, + @e)]- 


§ mit D 
5 
Es ist wieder >’ p,= 1, und da die Ungleichungen (16) gelten sollen 

v=1 


) und da man / immer so klein machen kann, da in keinem p, Zahler oder 
¥ Nenner negativ ist, kann man die p, wieder als Wahrscheinlichkeiten be- 
) trachten.') Hierbei handelt es sich um die Wahrscheinlichkeiten, da8 das 
) Teilchen vom Punkt P = (a, y) aus einen Schritt nach den Punkten P,, 
'#£P,... Ps resp. macht, wenn man die Nachbarn des Punktes x, y, bei dem 
* Punkt x+h, y angefangen, im entgegengesetzten Uhrzeigersinn numeriert 
f und den Punkt «+h, y+h mit P; bezeichnet. (Ein Teilchen kann nun also 
_ auch ,,fliegen‘‘, jedoch jeweils nur zum Punkt P;.) 
’ Um JV (zx, y) zu berechnen, hat man also das Teilchen vom Punkt z, y aus 
einen Zufallsweg durchlaufen zu lassen, derart, daB es von jedem Punkt aus 
mit den ortsabhangigen Wahrscheinlichkeiten p, ...p; nach den zu diesem 


1) Dafiir sind die Beziehungen (16) hinreichend, aber nicht alle notwendig. Es ist 
daher gegebenenfalls zu priifen, ob die 6 und a so geartet sind, da nach geeigneter 
| Wahl von h die p, nirgends negativ werden und keine der Funktionen p, ... 4 im 
| ganzen Gebiet verschwindet. Diese beiden Bedingungen sind fiir die Anwendbarkeit 
des Verfahrens notwendig. 

8 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


114 I. CRONE 


Punkt gehdrigen Punkten P,...P; resp. vorschreitet. Wenn es in einem 
Punkt Q, angelangt ist, so wird der entsprechende Randwert ®(Q,) notiert. 
Ganz wie in dem Fall der Differentialgleichung (8) kann man zeigen, daB 
der Mittelwert aller so notierten Werte der Loésung im Punkt 2, y ent- 
spricht. — 

Das Verfahren bietet offenbar besondere Vorteile, wenn die Lésung in nur 
einem einzigen Punkt des Gebietes G gesucht wird, da bekanntlich bei 
numerischen Verfahren die Lésung immer im ganzen Gebiet berechnet 
werden muB. 


e) Die Laplacegleichung als einfaches Beispiel 


Eine besonders einfache Anwendung des Verfahrens ergabe sich fiir den 
Fall der Laplacegleichung ALVEEALV = 0: (19) 


In diesem Fall ist Bir = Boo = 1; Bry = 0 = ty =O. 


Fur die Wahrscheinlichkeiten p, ergibt sich 
1 
PU= Ps = Pe = Pa = 5 Ps = 0. 


Man hatte also in dem Gebiet, in dem V zu bestimmen ist, Zufallswege zu 
betrachten, auf denen ein Teilchen von jedem Punkt des Gebietes aus mit 
gleicher, tiber das Gebiet konstanter Wahrscheinlichkeit zu einem von 

dessen vier Nachbarn fortschreitet. | 


2. Inhomogene Probleme 


Der statistische ProzeB zur Behandlung des inhomogenen Problems, bei 
dem in Gl. (1) an Stelle der Null auf der rechten Seite F(z, y) steht, ist der 
gleiche wie bisher. Es sind lediglich noch weitere darin vorkommende Zufalls- 
variable zu messen. Um zu zeigen, welche, leiten wir die Lésung des 
inhomogenen Problems als Funktion dieser Zufallsvariablen und der Lésung 
des homogenen Problems her. 

Dazu wird g;(P,P’) als die Wahrscheinlichkeit, daB ein bei P startendes 
Teilchen nach 7 Schritten bei P’ anlangt, eingefiihrt. Ferner sei G(P, P’) 
als der Erwartungswert der Anzahl von Besuchen, die ein solches Teil- 
chen dem Punkt P’ abstattet, definiert. Es ist dann offenbar 


G(Q, P’) =0 
tnd Xa (P,P) =G(P,P), (20) 


falls diese Summe endlich ist. Man zeigt ihre Konvergenz leicht mit Hilfe 
des noch ausstehenden Beweises, dafi kein Spiel unendlich lange dauern 
kann (s. dazu den Beginn des folgenden Teils). 

Nun 148t sich g; in der schon bekannten Weise zerlegen in die Wahrschein- 
lichkeiten, daB das Teilchen zuerst nach P; (j = 1...5) geht und dann in 
«—1 Schritten P’ erreicht: 


g( P,P) = SPP) ge (Pj P’). (21) 
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! Daraus folgt mit (20) 
| 5 oo 
G(P,P)) = g(P,P’) +S Py(P)S gea(Pp P’). 
j=l i=1 


| Wegen g,(P, P’) = 6(P, P’), wobei 5 das KRONECKERsche Symbol dar- 
4 stellt, ist 


5 
G(P, P’) = 6(P, P’) ape P;(P) G(P;, P’). (22) 
j= 


if Entsprechend der Aquivalenz von (17) und (15) ist nun diese Beziehung die 
gleiche wie D(P’) 
h2 

) G(P, P’) ist also Lésung dieser Differenzengleichung 
) mit der Randbedingung G'(Q, P’) = 0. 


1 Mit Hilfe dieses Satzes zeigt man dann sofort: ist W(P) Lésung des homo- 
4 genen Problems (15): L(V) = 0, V(Q;) = ®(Q;), so ist 


GEPSPAY FE (RP) 

P) — fh? St 
VCP) =P) Le DP) 
| Lésung des inhomogenen Problems L(V) = F(P), V(Q;) =@®(Q;). Man 
» kann dies sofort durch Einsetzen der rechten Seite von (24) in die Gleichung 
, L(V) = F(P) unter Anwendung von (23) verifizieren. 
{ Um also inhomogene Probleme zu lésen, ist jeder ,,Besuch“ eines Teilchens 
} zu vermerken. Ist My(P, P’) die Zahl von Besuchen eines von P startenden 
) Teilchens bei P’ auf N Zufallswegen, so ist die Summe 


pinto ts) “F(P')/D(P’) 


iQ — 6(P, P’)}). (23) 


(24) 


} zu bilden und mit h?/N zu multiplizieren. Als Losung des inhomogenen 
* Problems im Punkt P erhalt man somit 

el Ven (PeP sy: E(B 
EI We DIP) 


=] P’ 


1 
BS ws 2 
V(P) = W; (25) 
) Dabei ist zu beachten: werden auf einem Zufallswege fiir zwei benachbarte 
)} Punkte P’ und P” die Werte M(P, P’) und M(P, P’’) gezahlt, so sind diese 
| Werte wegen der Nachbarschaft von P’ und P” korreliert. Darum mu8 die 
_ quadratische Streuung des zweiten Gliedes auf der rechten Seite von (25) 
* gr6Ber werden, als sie im Fall der unabhangigen Bestimmung aller M(P, P’), 
) P’ €G), sein wiirde. (S. dazu 3 b.) 


3. EHinige Bemerkungen von vorwiegend praktischem Interesse 


a) Die mittlere Linge eines Zufallsweges 


Indem wir zunichst den Beweis erbringen, daB alle betrachteten Prozesse 
nicht unendlich lange dauern kénnen, erhalten wir auch eine obere Schranke 


1) Der kiirzeren Schreibweise wegen bedienen wir uns von nun an haufiger des Dif- 
ferenzenoperators L [s. dazu (15) oder (14)]. 
8* 
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und damit eine erste — freilich auBerst grobe — Abschatzung fiir den 

Erwartungswert der Anzahl von Schritten, die ein Teilchen machen muf, 
bis es einen Randpunkt erreicht. 

Es seien a und 6 die grote untere bzw. kleinste obere Schranke von a in 
dem betrachteten Gebiet G. Die Zufallsvariable n(P) sei die Zahl von 
Schritten vom Punkt P bis zur Grenze und H(n/P) ibr Erwartungswert. 
Es sei ferner X;, die x-Komponente des k-ten Schrittes auf dem Zufallsweg 
eines Teilchens. 

Mit prob (...) soll die Wahrscheinlichkeit fiir ... bezeichnet werden. Die 
folgenden Uberlegungen gelten dann fiir alle diejenigen Prozesse, bei denen 
positive Zahlen ¢ und 7 unabhangig von P existieren, so da fir jeden 
Punkt P als Ausgangspunkt eines Teilchenschrittes 


prob (Xx > é)>¥% , 
ist. Man sieht, daB dies fiir alle betrachteten Prozesse der Fall ist. Dort 


kann man iiberall ¢ = h/2 setzen, und es ist z. B. im Fall (8) das zugehorige 9 
durch min p(x) gegeben. 


asaxsb 

Nach der Definition von 7 ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen 
von P aus nach »v Schritten an einem Punkt ist, dessen z-Koordinate minde- 
stens um ve gegentiber der von P vergrdBert ist, groBer als 7”. Daraus 
folgt fiir die Wahrscheinlichkeit, daB ein von P ausgehender Zufallsweg aus 
weniger als k oder k Schritten besteht, wenn man noch 6 als die Entfernung 
von P bis zum Rand, gemessen in Richtung wachsender 2x parallel zur 
x-Achse, und k = [1 + (b—a)/e] definiert: 


prob' as k) 27S 7. 
Mit prob (n < k) = 1 — prob (n> k) ist demnach 
prob (n > k) <1~7}*. 
Nun ist prob (n > mk) die Wahrscheinlichkeit, daB ein von P ausgehendes 
Teilchen m mal fiir & weitere Schritte innerhalb G, bleibt, also 
prob (n > mk) < (1— 7*)™. (26) 


Daraus folgt zunichst, was zu beweisen war, da8 namlich kein Spiel der 
betrachteten Art endlos sein kann: mit wachsendem » nimmt prob (n > mk) 
monoton ab, und es wird daher 


prob: (7 == 00) = '0: 
Aus (26) folgt auch die unter 2. vorausgesetzte Konvergenz von) g(P,P 


Es ist namlich sicher g,,,(P, P’) kleiner oder gleich der linken Seite von (26) 
und damit kleiner als die rechte Seite dieser Ungleichung. Das hei8t aber 
bereits, da die obige Summe konvergieren muB. 

Mit Hilfe von (26) erhalt man schlieBlich noch eine erste grobe Abschatzung 
fir H(n/P). Es ist ja 


E(n/P) = j prob (w=) => 3 prob (n =v) = > prob (> 7 
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)Nach kurzer Rechnung gelangt man von hier aus unter Verwendung von 
(1 (26) auf 


E (n/P) < =. | (27) 


" Diese Abschatzung gilt wegen der Unabhangigkeit von k und 7 von P fiir 
i jeden Punkt P als Startpunkt. Sie hat wegen der leichten Bestimmbarkeit 
@yvon 7 und k den Vorteil, schnell einen ersten Uberblick tiber die Grenzen zu 
‘geben, innerhalb deren der Rechenaufwand sich sicher halt, hat jedoch den 
® Nachteil, meistens schlecht zu sein. Das erkennt man schon daran, daB k 
‘fim allgemeinen eine Zahl sein wird, deren GréBenordnung nicht kleiner 
als 10 ist, wahrend 7 im allgemeinen hochstens den Wert 1/, haben wird. — 

) Eine wesentlich bessere Abschaitzung erméglicht die Beziehung (24) unter 2. 


» Ks ist nimlich E (n[P) => G(P,P’), (28) 
P’eG, 


4 da mit der Definition der Zufallsvariablen M(P,P’) als der Zahl von Be- 
} suchen, die ein bei P gestartetes Teilchen dem Punkt P’ auf einem Zufalls- 


9 weg abstattet, n(P) => M(P, Py (29) 
; q $ P’eG), 
4 und E[(M(P,P’')| =G(P,P’). 


i( Die Beziehung (28) folgt aus den beiden letzten Gleichungen, weil die 
/ Summe in (29) aus einer endlichen Zahl von Gliedern besteht. 

‘) Man kann nun zwar nicht direkt die rechte Seite von (28), wohl aber die 
- Summe os, G(P, P’)/D(P’) unter Verwendung von (24) abschatzen. Dazu 


Eetrachte.. Ae die Differenzengleichung L(Z) =0, 2(Q;) = 2(Q;), wobei 
z(P) der Bedingung L(z) = L, > 0 in G, geniigen soll. Offenbar gilt dann 


# far die Funktion Z* = Z —z, daB L(Z*) = — L(z) und Z*(Q;) = 0 ist. 
Das hei®t aber nach (24), daB 
| G(P, P’) - Llz(P')] 
Zi Pye ht : (30) 


& Es muB nun einerseits, da Z(P) zwischen dem groBten und kleinsten Wert 
von z(Q;) liegen muB, 


Z*(P) S max |z(Q;) — 2(P)| 
' sein, andrerseits folgt aus (30) wegen der Bedingung fiir z(P), daf 


G(P, P’) 
Z*(P)S> hth ae 
(Py = WL 2 (Py) 


ist. Beide Ungleichungen zusammen ergeben als Abschatzung fiir #(n/ P) 


E(n/P) < | D(P’) -max |2(Q;) — z(P)|, (31) 


ar 
wobei z(P) frei wahlbar ist, dabei aber die Bedingung 
L(z) 2 L,> 090 
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zu erfillen hat. Diese Bedingung ist im allgemeinen leicht zu erfillen, es 
ist jedoch nicht immer leicht, z (P) so geschickt zu wahlen, da die Ab- 
schitzung (31) gut wird. — 

Als einfaches Beispiel ziehen wir nochmals die Laplacegleichung (19) heran. 
Der Rand des Gebietes mége das Rechteck mit den Eckpunkten 0,0; a, 0; 
a, b; 0, b sein. Wegen der konstanten Koeffizienten ist D(P) konstant, und 
zwar gilt D(P) = 4 fir alle P. Als Funktion z(P) wahlt man zweckmaBig 
die Funktion x? + y?. Es ist dann némlich gleichfalls L(z) = const = 4, 
so daB Ly, = 4 zu setzen ist. 

Man erhilt auf diese Weise, wenn man mit xz, yz die Koordinaten der Rand- 
punkte bezeichnet 


1 
B(n|P) < 75 max |r + yk — 2? — |. (32) 
Offenbar hat man fiir alle diejenigen Punkte P = (2,y), fiir die 2? + y? ; 
a2 + B2 a*+ Bb 


<— 


ist, (tp, Yr) = (a, b) zu setzen und (x%z,yR) = (0,0) bei xz? + y? > eS 
Als eine fiir das ganze Rechteck giiltige Abschaétzung erhalt man 


E(n) < fe (a? + 5?). 


h 
Mita = 2,6 =1,h = 0,12. B. erhalt man H(n) < 500. 


b) Die quadratische Streuung im homogenen 
und im inhomogenen Fall. 


Man verfahrt bei der Angabe der quadratischen Streuung wie im physikali- 
schen Experiment. D. h., man bestimmt den Mittelwert von NV gemessenen 
Gr6Ben g, und berechnet!) 


o°(9) = (ge — 9). 
Bei Problemen vom Typ (1) 1la8t sich immer von vornherein auf einfache 
Weise eine obere Schranke fiir die quadratische Streuung der Lésung be- 
stimmen. Um den allgemeinen Ausdruck dafiir anzugeben, nehmen wir an, 
da8 ein Teilchen NV mal vom Punkt P gestartet sei und daB sich dabei die V 


Randwerte ®,...@®y ergeben haben. Als Naherungslésung von (1) fiir den 
Punkt P erhalt man dabei 


= 1X 
und es ist o?(V) = 02 (®) = = [o, — OP. 


1) Richtiger verfaihrt man, wenn man in der unter I angefiihrten SchluBweise einen 
Konfidenzbereich fiir die gesuchte Gré8e g berechnet. Das wird jedoch haufig zu miithsam 
sein. So ist z. B. schon die Bestimmung eines Konfidenzintervalles fiir die Lésung von 
Gl. (15) in irgendeinem Punkt recht umstindlich. [Der eindimensionale Fall (14) ist 
dagegen beziiglich einer solchen Bestimmung der gleiche wie der unter I behandelte — 
es ist némlich offenbar in ganz analoger Weise ein Konfidenzintervall fiir v(x, b) zu be- 
rechnen — und erfordert demnach auch keinen gréReren Aufwand.] 
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Nun ist das 2. Moment jeder Verteilung um deren arithmetisches Mittel am 
“gkleinsten, so daB also, wenn mit K eine beliebige reelle Zahl bezeichnet wird, 


A(®, — D2 < (G, — KP? ist. 


— 


o2(D) < = max [O(Q;) — K]?. (33) 


E(G;) = 2 (0) v(P, Q;) = V(P) 


J und 0° (B) = 5 (P10) — VPI} (P,Q). 


1 In diese Gleichung ist im Fall (8), da Q; =a, b, fir v(P, Q;) einzusetzen 
) v(x, b) und v(x, a) = 1 — v(a, b). Mit (12) ergibt sich , 


o?(D) = S (B — A)? v(x, b) [1 — v(2; b)]. 


( Dieser Ausdruck nimmt seinen grdéBten Wert fiir v(x,b) =1/, an. So 
) findet man 1 
= ie GUE, 
Cp) = in 


q (Wenn man K = (A+ B)/2 wahlt, ergibt (33) die gleiche Beziehung.) — 
« Im inhomogenen Fall ist die quadratische Streuung der Lésung 
3 ap py [PP 
2 mae a 4 2 , ct 
o(V) =o) + ME ot (MPP | T. 


(B — A). (34) 


(35) 


2 [s. dazu (25)]. Diese Formel gilt bei unabhangiger Bestimmung der /(P, P’), 
1 P’ €G,. Anderenfalls wird das rechte Glied groBer, da dann die auf einem 
} Zufallsweg gemessenen Werte von M(P, P’) und M(P, P’’) fir benachbarte 
/ Punkte P’ und P” korreliert sind. 

Es 1aBt sich fiir die quadratische Streuung der Losung des inhomogenen 
| Problems offenbar nicht eine so einfache Abschatzung wie fur die der Lésung 
' des homogenen angeben. Man kann aber jedenfalls eine Beziehung fir 
o?(M), welche die Berechnung der quadratischen Streuung von M(P, P’) 
aus den gemessenen Werten M,(P,P’).... My(P,P’) vereinfacht, her- 
leiten. Dies soll abschlieBend geschehen. 

Dazu werden die GréBen s(P’) = 1—~r(P’) als die Wahrscheinlichkeit, 
daB ein Teilchen nach einem im Punkt P’ abgestatteten Besuch dorthin 
nicht zuriickkehrt, und v(P, P’) als die Wahrscheinlichkeit, daB das Teilchen 
von P aus P’ besucht, eingefiihrt. (Zu der zweiten Detinition s. die Defini- 
_ tion von v(P,Q;) auf der vorigen Seite.) Mit diesen Funktionen kann man 
die Haufigkeiten angeben, mit denen die Zahlenwerte 0, 1,2... fiir M(P, P’) 
auftreten. Sie sind der folgenden Tabelle zu entnehmen. 


120 I. CRONE 
Werte von M(P, P’) | 0 1 | 2 | 3 
Wahrscheinlichkeiten | 1—y | V8 | VST | vsr | 


Aus ihr liest man ab: 
Vie ONE Sr? 


E(M (P,P) =G(P,P’) = 08 3 jv) = Ge = Arai (36) 


Daraus folgt 
el P,P) =f (MPP)? —G (PP = vs) rns —e = 
j=l 


v(1 + 1) 
Sees Ge: (37) 


Nun ist nach der Definition von s(P’) 
Pee 1c : 
sy = Lat(P)= G(P’, P’)’ 
Unter Benutzung dieser Beziehung und der Gleichung (36) fiir G(P, P’) 
erhalt man v(1+-r) /(1—r)? = 2G(P, P’) G(P’, P’) — G(P, P’) und damit: 


o? [M(P, P’)] = G(P, P’) [2G(P’, P’) —@(P, P’) — 1]. (38) 


Man bedarf demnach zur Angabe von o?(M(P,P’)| nur der Mittelwert- 


bildungen J(P,P’) und M(P’, P’) und einer Multiplikation. — 

Wir schlieBen damit die Behandlung solcher elliptischen Probleme, in 
denen die gesuchte Funktion nur in den Ableitungen auftritt, ab, um zu 
Eigenwertproblemen iiberzugehen. Dazu werden sich die vorangegangenen 
Betrachtungen als nitzlich erweisen, weil die dabei offenbar gewordenen 
charakteristischen Ziige auch Eigenwertproblemen zukommen. 


IV. Elliptische Eigenwertprobleme (4) 


Nachdem in Abschnitt II bereits ein spezielles Eigenwertproblem, néimlich 
die zeitabhangige Schrédingergleichung, betrachtet worden ist, kommen 
wir im folgenden in gré8erer Allgemeinheit auf diese Art von Problemen 
zuriick. Es werden u. a. auch hier zwei Dimensionen eingefiihrt, von denen 
man ohne weiteres auf mehr verallgemeinern kann. 

Dem Rand entsprechen wie in den unter III behandelten Fallen absor- 
bierende Grenzen, die den Zufallsweg eines Teilchens automatisch beenden. 
Im ibrigen wird sich zeigen, da das bereits im Fall der Schrédingergleichung 
aufgetretene Vorriicken eines Teilchens mit veranderlichem Gewicht charak- 
teristisch fiir die statistische Interpretation jeglicher Eigenwertprobleme 
ist und zugleich der einzige Zug, durch die sich die den Eigenwertproblemen 
aquivalenten Wahrscheinlichkeitsprobleme von den unter III abgehandel- 
ten grundsitzlich unterscheiden. 
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1. Das Typische in der statistischen Ausdeutung von Eigenwertproblemen 


a) Ein einfaches spezielles Problem 

{Es sollen zunachst elliptische Differentialgleichungen der Form 
Ou Oru 
0x? t Ay? 
Tmit der Randbedingung w(a,y) = O(x,y) auf einer geschlossenen Kurve C 


+ 9(x,y)u=090 (1) 


tbetrachtet werden. g(x,y) mdge geniigend regular sein, damit die Lésungen 
der (1) entsprechenden Differenzengleichung die Lésungen von (1) approxi- 
/mieren. 

( (1) wird wie iiblich in eine Differenzengleichung iiberfiihrt: 


Age + Ay v + 9(x,y) v =0 (2) 


fund das von C umrandete Gebiet G wieder mit einem quadratischen Gitter 
‘der Maschenlange hf tiberdeckt. Dabei soll h so klein gew&hlt werden, daB 
) die Funktion 


k(P) = : iz. a (P| > 0 in G (3) 


4 punkten Q; von inneren Punkten P gebildet, die auf die Kurve C oder auBer- 
i halb C fallen. In diesen Punkten ist die gesuchte Funktion v vorgeschrieben; 


esol! v(Q;) = ®(Q;), Q; © Ch (4) 


4 sein. 
b) Das Spiel 


4] Man betrachte nun das folgende Spiel: 

‘| Ein Teilchen der Masse 1 startet im Punkt P. Es riickt zu einem der vier 
§) Nachbarpunkte P, ... P, (s. 8. 113u.) weiter, und jeder dieser vier Schritte 
hat die Wahrscheinlichkeit 1/,. (Vgl. die Laplacegleichung unter III, 1 e); 
ortsabhingige Wahrscheinlichkeiten treten nur auf, wenn die Koeffizienten 
5 der Differentialgleichung ortsabhangig sind; der Punkt P; tritt nur auf, 
/ wenn gemischte Ableitungen vorhanden sind.) ae Start von P aus wird 
i die Masse des Teilchens mit dem Faktor k(P) [s. (3)] multipliziert. So geht 
® es fort, bis das Teilchen einen der Punkte Q; erreicht. Dort wird es absorbiert. 
! Es hat dann eine Masse, die vom zuriickgelegten Weg abhangt. Man notiere 
} das Produkt aus dieser Masse und dem Randwert ®(Q;). 


c) Der Zusammenhang zwischen Spiel und Problem 


’ Die Masse eines Teilchens beim Durchgang durch den Randpunkt Q; sei 
) m,(P,Q;). (Der Index @ charakterisiert also einen von allen méglichen Wegen 
} zwischen P und Q;.) Man kann dann zeigen, da der Erwartungswert des 
| Produktes aus der Teilchenmasse beim Grenziibertritt und dem Randwert 
/ an der entsprechenden Stelle, H [m,(P,Q;) -®(Q;)], gerade der gesuchten 
Funktion v(P) entspricht, so daB man zur Bestimmung einer Approximation 
an v(P) von P ausgehende Zufallswege zu verfolgen und jeweils die ,,am 
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Wege liegenden‘‘ k(P’) miteinander und mit dem Randwert an der Ab- | 
sorptionsstelle zu multiplizieren hat. 

Um diese Behauptung zu beweisen, wird vorerst angenommen, daf die 
Funktion ©(Q,;) nur in einem einzigen willkirlich zu fixierenden Rand- 
punkt R von 0 verschieden, und zwar gleich 1 sei: 

so daB wir als vorliufige Randbedingung fir (2) 

v(Q;) = 0(R, Q;) (5) 

erhalten. Es ist hernach leicht zu zeigen, wie man aus der fiir diesen Fall 
gefundenen Lésungsfunktion v(P) bei einer beliebigen Randbedingung die 
dieser Bedingung geniigende Losung gewinnt. 
Es sei nun m,,(P,R) die Masse eines Teilchens, das den aus » Schritten 
bestehenden Weg @, zwischen P und FR zuriickgelegt hat. Ferner ist e, (P, R) 
als der Erwartungswert der Masse eines bei P gestarteten Teilchens bei 
seinem Grenziibertritt zu definieren, wenn alle Zufallswege von P zu R, 
deren Schrittzahl nicht » ist, mit der Masse Null beitragen. Offenbar besteht 
dann zwischen m,, und e, die Beziehung 


1 
en(P, BR) = 4D! Men (P; R), (6) 
On 


wobei unter >’ die Summe iiber alle méglichen Wege von n Schritten von P 


Qn 

nach #& zu verstehen ist. Fihren wir schlieBlich noch fiir den oben ange- 
fihrten Erwartungswert E [m, (P,Q;) -®(Q;)] der. kirzeren Schreibweise 
wegen im Hinblick auf (5) die Bezeichnung H(P,R) ein, so ergeben die 
obigen Definitionen die weitere Beziehung 

E(P,R) = S’e,(P, R). (7) 

v=0 

Dabei ist vorausgesetzt, daB diese Summe endlich ist. Dies ist, wie sogleich 
deutlich werden wird, die einzige Bedingung, die erfillt sein mu8, wenn das 
beschriebene Spiel ein giiltiges Naiherungsverfahren sein soll. Die Existenz 
von lim »'e,(P,#) sei daher einstweilen vorausgesetzt. 


N—-+co v=0 
Der Beweis ist nunmehr in drei Schritten zu erbringen. Zunachst zerlegt 
man m,, in der schon bekannten Weise und driickt dadurch e, durch e,_, aus: 


hae KAP) =< 
en(P,B) = GS) SRP) me,., (Pj, B) = L Se, 2 (PUR) isle 
J=1 On-1 i= X 
Daraus folgt wegen (7) 
CPEs 
ORO ee ch ape, Bead: (9) 
j= 


Unter Benutzung der S. 109 zu entnehmenden Terme fiir 4,, und A,, zeigt 
man sofort, daB diese Beziehung der Differenzengleichung (2) aquivalent 
ist. (Vgl. die analoge Aquivalenz von (17) und (15) in III.) E(P, R) befriedigt 
also die Differenzengleichung (2). Da auBerdem nach der Definition von e, 


€y (Q; R) = 6(Q;, RB) 
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pst und fiir » > 0 é-(Q;, R) = 


Wilt, erfullt E(P,R) die Randbedingung (5). 
“\Damit ist es unter der Vie ae der Endlichkeit von 2 e 


Wenn nun H(P,R) die Lésung von (2) ist, welche die Randbedingung (5) 


j erfillt, so befriedigt die Funktion >’ H(P,R)-@®(R) die Differenzen- 
REC, 


M izen in (2) unter Zuhilfenahme der Beziehung £(Q;,R) = 6(Q;,R) sofort 
u bestatigen. Da die obige Summe nach der Definition von E(P,Q) iden- 
lftisch mit dem im ersten Absatz eingefiihrten Erwartungswert ist, ist der 
‘ibehauptete Zusammenhang zwischen Spiel und mathematischem Problem 
‘jnachgewiesen. 

1 Um also die Lésung der Gleichung (2) mit der Randbedingung (4) im Punkt P 
N janzugeben, ist, wenn bei N Zufallswegen die Seta ae Q,..-Qy erreicht 
Swerden, fiir jeden Zufallsweg @ die GroBe m, (P,Q,) -®(Q,) zu berechnen 
fund der Mittelwert aus allen so bestimmten GréBen zu bilden. — Ks ist 
‘| wieder zu beachten, daB die Monte-Carlo-Methode dann besondere Vorteile 
Sbietet, wenn die Lésung in nur einem Punkt gesucht wird. 


d) Der Giltigkeitsbereich des Verfahrens 


v=0 


verte der betrachteten ee im Gebiet G positiv sind. Dieser 
) Beweis ist relativ kompliziert und wirde tibermafig viel Raum bean- 
(spruchen!). Deswegen beschraénken wir uns darauf, das Resultat mitzu- 
@ teilen und — da die Eigenwerte im allgemeinen nicht bekannt sind — ein 
@ aus der Beweisfihrung resultierendes Kriterium anzugeben, mit dem man 
i die Anwendbarkeit des Verfahrens in jedem Fall gleich feststellen kann: 

7 Sind a und b die Seiten des kleinsten Rechtecks, mit dem G zu umschreiben 


n 
t ist, so existiert lim > e,, falls in G 


N-+co v=0 


1 1 ah 1 1 
G(P) <2 (= es =) ao? (= +5] (10) 


sane: 
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2. Verallgemeinerung des homogenen Higenwertproblems 


Die bisherigen Ergebnisse lassen die Frage entstehen, wie sie zu verall- 
gemeinern seien. (WASOW weist ohne Erlauterung auf diese Moglichkeit 
hin.) Wir wollen daher zeigen, daB uns die Ergebnisse unter III in die Lage 
versetzen, die Wasowschen Uberlegungen auf Eigenwertprobleme der 
ziemlich allgemeinen Form 


On Uk Ou Fu du Ou a 
Pu oy 1 Ains aaa, + Pes dy? er 204 Ba +gu=0, 
u(x, y) = D(z, y) auf C (11) 


auszudehnen. [Vgl. Gl. (1), III.] 

In der Annahme, daB sich der aquivalente stochastische ProzeB von dem 
bislang betrachteten nur dadurch unterscheiden kann, da8 die Teilchen mit 
ortsabhaingigen Wahrscheinlichkeiten und einem von k(P) verschiedenen 
Faktor zur Multiplikation ihrer Masse vorriicken, suchen wir zunachst 
diese Funktionen zu bestimmen. Zu diesem Ende folgen wir nochmals dem 
Gedankengang, der auf die Gleichung (9) fihrt: 

Dazu sei P,, als die Wahrscheinlichkeit, dai der Weg o@, eingeschlagen wird, 


d t. De ist 
efinier ann is oleh Sa 


On 


Auf die gleiche Weise wie von (6) zu (9) gelangt man von hier aus auf 


5 

E(P,R) a) 2 By P) EPR). (12) 
[Wir beziehen von vornherein neben den Punkten P,-:--P, den Punkt P; 
in unsere Uberlegungen ein, weil er wegen der echien Ableitane in (11) 
auftreten muB. S. den 3. Differenzenquotienten S. 109 u.] 
Die Beziehung (12) vergleichen wir mit der Differenzengleichung, die aus (11) 
hervorgeht, wenn man wie bisher nach v(P) auflést. Man erhalt dabei eine 


Gleichung der Form 
5 


Ol Finer D : AO xr) e (13) 


Dabei sind die 7; identisch mit den Zahlern der p; in [(18), III]; deren Nenner D 
unterscheidet sich jedoch von Dg durch das Glied gh?: 
D;(P) = D(P) —g(P) i’. (14) 
D.h., es ist 5) r,/Dz + 1 im Gegensatz zu > p, = 1. Darum erweitern wie 
5 
die rechte Seite von (13) mit a 15: 


1 
ON @ xg hee Dp; : 2 r; v(P5) (15) 
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jind vergleichen schlieBlich diese Beziehung mit (12) und (9). Es zeigt sich 
Hlabei: setzt man A “(P) 
‘ ) 


Dj (Pe 


5 
so sind die p;, da >’ p; = 1 ist, als Wahrscheinlichkeiten, mit denen 
ety 


j 
jdas Teilchen zu den Punkten P,--- P; vorriickt, zu interpretieren, und die 
Funktion 5 


1 Pes ae (16) 


‘Die Verallgemeinerung des von Wasow vorgeschlagenen Spieles besteht 
also in der Tat darin, daB die Teilchen mit ortsabhangigen Wahrscheinlich- 
keiten p; vorriicken, wobei die p; die gleichen Funktionen der Koeffizienten 
sind, wie die zu [(1), III] gehérenden Wahrscheinlichkeiten, und da8 ihre 
4 Masse sich mit dem Faktor (16) multipliziert, der auBer von g(P) noch von 
iden 6 unda abhangt. Deswegen sollen die Koeffizienten von (11) den gleichen 
§ Beziehungen wie die von [(1), III], namlich [(16), III], geniigen. — Fir die 
) Randbedingungen gelten die gleichen Uberlegungen wie unter 1. 


3. Inhomogene Probleme 


Zum SchluB soll nach WaAsow die Moglichkeit angegeben werden, die 
| | inhomogene Gleichung Ayn? + Ay v + gv =f (17) 
/ mit der Randbedingung v(x,y)=0 auf CO, 


zu lésen. [Eine dem Ubergang von (1) zu (th) entsprechende Verallgemei- 
 nerung ist leicht mdéglich.] 

4) Man geht in Analogie zur Herleitung der Losung der inhomogenen Gleichung 
/unter III vor: 

% Zunachst ist k;(P,P’) als Erwartungswert der Masse, die am inneren 
7 Punkt P’ beim 7-ten Schritt auf einem bei P beginnenden Zufallswege 
7 durchlauft, zu definieren. Es sei ferner K(P,P’) der Erwartungswert der 
1} Masse, die im Fall eines Startes bei P in P’ durchlauft. Dann gilt 


K (P,P) = > ki(P, P’). (18) 
v=0 


| [Vgl. (20), III.] Wieder ist nachzuweisen, daB diese Summe endlich ist, und 
1 es zeigt sich, daB das genau dann der Fall ist, wenn auch £ endlich ist, 
’ wenn also das angegebene Kriterium (10) erfillt ist. 
| Fir 4,;(P,P’) gilt die gleiche Beziehung wie fiir e,(P,R), s. (8). Daraus 
) leitet man unter Benutzung von k,(P,P’) = 6(P,P’) durch den Grenz- 
tibergang i—oo her, daB K die Differenzengleichung 


4 ’ 
Assia Any 9° = aay py OE); i= 0 auf C, (19) 
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befriedigt. (Eine gréBere Ausfihrlichkeit eriibrigt sich an dieser Stelle. Man 
erkennt in dem obigen Gedankengang die Herleitung der Gleichung [(23), 
III] wieder. Es entspricht dabei offenbar — gemaéB dem Wesensunterschied 
der unter III und IV betrachteten Prozesse — k,(P, P’), der Erwartungs- 
wert der Masse, die den Punkt P’ beim i-ten Schritt auf cinem bei P be- 
ginnenden Zufallsweg passiert, g;(P,P’), der bloBen Wahrscheinlichkeit, 
daB ein Teilchen von P aus dort nach i Schritten angelangt ist. Genauso 
entspricht der Erwartungswert der im Punkt P’ durchlaufenden Gesamt- 
masse, K(P,P’), der Gesamtzahl von Besuchen G(P,P’) bei P’ im Ver- 
laufe eines Zufallsweges.) 
Mit Hilfe von (19) bestatigt man durch Einsetzen in (17), daB 


oP) = — S K(P,P) k(P) (PY) (20) 

P’eG, 
Losung von (17) ist. Die Beziehung (20) entspricht offenbar [(25), III] und. 
gibt unmittelbar die Spielvorschrift fiir das inhomogene Problem in die | 
Hand. Sie lautet: 
Man bilde fiir jeden Punkt P’, den ein von P gestartetes Teilchen passiert, 
das Produkt aus dessen Masse und dem zugehérigen Wert k(P’) - f(P’) und 
addiere samtliche so erhaltenen Werte. Eine Approximation an die Lésung 
der inhomogenen Gleichung im Punkt P erhalt man daraus, wenn man 
diese Summe nach WN Zufallswegen mit — 1/N - h?/4 multipliziert. — 
Fir die mittlere Zahl von notwendigen Schritten auf einem Zufallsweg 
gelten die gleichen Abschaétzungen wie unter III. Der Arbeitsaufwand 
erhoht sich jedoch gegeniiber den entsprechenden Problemen in III be- 
trachtlich, weil bei jedem Schritt eine Multiplikation mit einer ortsabhan- 
gigen Funktion auszufiihren ist. Dies ist auch der Grund dafir, da8 sich 
nicht wie unter III fiir die quadratische Streuung leicht eine Abschatzung 
oder eine Vorschrift angeben lat, mit der man sie auf besonders einfache 
Weise berechnet. 


V. Matrixinversion (5) 


In gewissen Sonderfallen, die weiter unten naher bezeichnet werden, bietet 
die Monte-Carlo-Methode auch bei der Inversion von Matrizen Vorteile. Im 
Prinzip 1aBt sich das im folgenden beschriebene Verfahren auf alle die- 
jenigen quadratischen Matrizen $ = € —% anwenden, fiir welche die 


co 


NEUMANNSche Reihe 5’ %” konvergiert. Fir diese gilt bekanntlich!) 
v=0 


(8-1); = Cy +5 (W*) 5. (1) 


1) Herleitung: Es ist zu zeigen, daB >) U* bei We > 0 fiir k > co identisch ist mit 
k=0 


(E— A)-}. Es sei, = E+ A+ + am, Multiplikation mit % ergibt€,,U + € = €,, + 
+ Am+1, Daraus folgt C, (© — A) = E— Amt]. Bei XW" + 0 fiir m — oo ist also 


lim C, = >) Um = E(E— A) = (E— M2. 


m=0 


Kinige Anwendungsméglichkeiten der Monte-Carlo-Methode 127 


Wir beschrinken uns also auf die dadurch charakterisierte Klasse von 
(i iMatrizen. 


if 


1. Ein Spezialfall mit besonders einfachem Verfahren 


}Zunachst sei aus der oben angegebenen Klasse eine viel speziellere heraus- 
i§gegriffen: nimlich diejenigen Matrizen 8 = © — Y%, fur die simtliche Ele- 
smente a,, positiv sind oder verschwinden und fiir welche die Summen aus 
'aden Elementen einer Zeile alle kleiner als 1 sind. 

“Bezeichnen wir die Ordnung der Matrix 8 = © — A mit n, so setzen wir 
valso die Eigenschaften 


n 
Oy, = 0 und 2) oon ail (2) 
= 


Prinzip der Spiele zur Inversion von Matrizen fiir den herausgegriffenen 
‘~Sonderfall am besten verdeutlicht. 


| oder einer Anzahl GeféSen mit Ballen — spielen, und es soll im folgenden 
Gaur besseren Charakterisierung eine peer ee al gegeben werden, der 


@ Es sind die folgenden Vorkehrungen zu treffen: 
6) Man unterteile eine Anzahl von Karten in n Haufen und unterscheide diese 


4 ist wieder zu unterteilen, und zwar in » + 1 Packchen in der Weise, dah 
sich die Anzahlen der in den Pickchen des »-ten Haufens befindlichen 


n 
| Karten wie a): dy: ..-: dm: {1 —D>)a,,} verhalten. Fir die Anzahlen der 


pu=1 
in den x Haufen vorhandenen Karten besteht lediglich die Bedingung, daB 
4) diese Unterteilung méglich sein mu8. Nachdem in jedem Haufen die Karten 
4 der n-+1 verschiedenen Packchen durch die Ziffern 1---n fiir die Karten 
i mit den Haufigkeiten a,,...@»., und das Wort ,,Stop“ fiir die Karten mit 


4 der Haufigkeit a, = 1 as a,, bezeichnet worden sind, werden die Karten 


« jedes Haufens gut acniisahts Offenbar ist dann die Wahrscheinlichkeit, aus 
) dem Haufen y eine Karte vom Typ r zu ziehen, a,,. 

| Die Spielregeln lauten: 

1. Jede aus einem Haufen gezogene Karte wird, bevor die nachste Karte 
» gezogen wird, wieder unter die Karten dieses Haufens gemischt. 

2. Wenn das Element ($-1),;; berechnet werden soll, so ziehe man zu Beginn 
' eine Karte aus dem ania 1. Diese ae als Bezeichnung entweder das 
Wort ,,Stop‘ oder eine der Ziffern 1---»; diese sei dann 4. Im ersten Fall 
/ ist das erste Einzelspiel bereits oon Im zweiten zieht man aus dem 
’ Haufen i, die nichste Karte, die wieder entweder eine Stopkarte ist oder 
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die Bezeichnung i, ({, = 1m) tragt, u.s.f. Ein Spiel ist immer dann be- 
endet, wenn eine Stopkarte gezogen wird. 

3. Es gibt dann wieder zwischen zwei Fallen zu unterscheiden. Die Stop- 
karte mége bei der (k +1)-ten Ziehung aus dem Haufen i, gezogen worden: 
sein. Dann ist festzustellen, ob ¢ = 7 oder i, += 7 ist. Im oney Fall erhalt 


der Spieler den Betrag a;1 ausgezahlt, wobei a, = 1 x Aj, ist. Im 
zweiten Fall bekommt der Spieler nichts. p=) 

Es wird nun gezeigt werden, daB der Erwartungswert des am Ende eines: 
Spiels auszuzahlenden Betrages gerade das gesuchte Matrixelement (Ba; 
ist. 

Die Wahrscheinlichkeit fir den oben geschilderten Gang der Ereignisse,. 
d.h. dafiir, daB der Spieler, von 7 ausgehend, auf dem Wege tiber 1°--%;,4, 
nach 7, = j gelangt und dort eine Stopkarte zieht, ist 


it, Uiyig s+ « Viy_.g G = Ag G. (3) ) 


Mit 0 wird also der bis zum Haufen i, = j zuriickgelegte Zufallsweg charak-- 
terisiert. Bezeichnen wir mit G,; die Auszahlung am Ende eines vom Karten-- 
haufen 7 ausgehenden Spiels zur Bestimmung von ($71); —G,; kann also: 
entweder 0 oder a;! sein —, so ist demnach der Erwartungswert von Gj; 


E (Giz) =D (Aga) ay =2 Ao. 


Bei der Summierung tiber g nimmt jedes i, (v= 1,2...k—1) alle Werte 
von 1---m und k alle Werte von 0 bis co an. Dabei tragt der Fall k = 0° 
(Stopkarte bei der ersten Ziehung aus dem Haufen 7 = 29) nur, wenn 1 =7 
ist, mit einem endlichen Wert zu E(G;;) bei, da Zahlungsvoraussetzung das 
Gleichsein von 7; und j ist. Die Wahrscheinlichkeit dafir ist a; = a;. Dem- 
nach tragt der Fall k = 0 beiz = 7 mit dem Wert 1, bei 1= j mit dem Wert 0 
bei. Auf diese Weise erhalt man 


E (Gj) = oy +5 ss ee nS ris Qinigs + + Vig_aj> (4) 


174,=1 4g=1 ik-1 


wobei 6;; das KRONECKERsche Symbol darstellt. 
Nach den Regeln iiber Matrizenmultiplikation ist nun die rechte Seite 
von (4) identisch mit der rechten Seite von (1). Der Erwartungswert von Gj; 
entspricht demnach, wie behauptet wurde, dem gesuchten Matrixelement 
(B-)s;. 
Um (%7!),; zu bestimmen, spiele man also das unter 1)... 4) beschriebene 
Spiel, vom Kartenhaufen 7 ausgehend, N mal und zahle die Falle, in denen 
das Spiel mit einer Stopkartenziehung aus dem Haufen j endet. ahi ihre 
Anzahl N;;, so ergibt sich als Naiherung fiir (6-4); 
Ske One 
CS aa aj}. (5) 


Man braucht demnach zur Bestimmung eines Matrixelementes nur eine 
einzige Rechenoperation, namlich die Division der gezihlten Zahl Nj, 
durch N -a,, auszufihren. 
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m iibrigen kann man immer mehrere Spiele gleichzeitig spielen und so die 
)Zahl der notwendigen Zufallswege reduzieren. Es li®t sich nimlich jeder 
‘Nin dem Weg i) > i, >... iy-. > % = 7 enthaltene Teilweg i, > tees. aol) 
in Yals Weg zur Bestimmung der Elemente (%-!),;, also anderer Elemente der 
wleichen Spalte, auffassen. AuBerdem kann jeder nicht bei j, sondern be- 
Tliebigem 7, endende Zufallsweg auf die gleiche Weise zur Bestimmung von 
Elementen der 7,-ten Spalte benutzt werden. 


2. Der allgemeine Fall 


! é Es bedarf nun zur Einfiihrung des Spiels, mit dem man in dem allgemeinen, 
‘durch (1) gekennzeichneten’ Fall Matrizen invertieren kann, nur noch eines 
‘i Schrittes. Es sei jedoch vorausgeschickt, daB die Vorteile des Verfahrens 


i | dingungen (2) gentigen, gewahlt werden. Die Kartenhaufen werden dann 
© derart unterteilt, dag die Wahrscheinlichkeit, aus dem Haufen » eine Karte u 
zu ziehen, p,, ist. AuBerdem sind vorbereitend die GréBen 


/ zu bestimmen. 
'‘Y Wenn man dann bei einer Stopkartenziehung aus dem Haufen i, =) statt 
S des Betrages a; den Betrag v4;,- vii... - Vy_.7° ppt auszahlt, so ist der 
| Erwartungswert des am Ende eines Spiels auszuzahlenden Betrages 


LNG = ap) (Eee) => Vee: (6) 
e e 


) wobei P, dem Produkt A, entspricht und V, auf die gleiche Weise ge- 
| bildet ist. Nach der Definition von »v,, gilt dann fiir #(G;;) wieder die Be- 
| ziehung (4), so daB der Erwartungswert des auszuzahlenden Betrages wieder 
) (B-1);; entspricht. 
| Ist demnach V,, p-1 der am Ende eines von ? nach j laufenden Zufallsweges g, 
/ ausgezahlte Betrag, so erhalt man als Niherungswert fir (8~');;: 

a 1 ev 

Gi= WT Pin 2 Vee (7) 
Es sind somit in diesem Fall vor der Division durch p; insgesamt N 
_ Produkte V2, zu bilden, die jeweils aus so vielen Faktoren bestehen, 
wie die Wege og, aus Stationen. 
Das ist der Grund dafir, da8 im allgemeinen Fall das Monte-Carlo-Ver- 
fahren erheblich mehr Aufwand erfordert als in dem speziellen, in dem sich 
die Elemente a,, als Wahrscheinlichkeiten interpreticren lassen. Zwar 
liefern die zu einem Zufallsweg mit & Stationen gehdrenden k Multiplika- 
tionen neben dem Wert G,; k —1 weitere Werte G,; (r = 4... %-1), wenn 
man bei der Bildung des Produktes V, mit der Multiplikation von hinten 
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beginnt. Da die Zahl der Wegstationen bis zu einer Stopkartenziehung bei. 
verniinftiger Wahl der p,, im allgemeinen nicht von héherer Ordnung » 
als n sein wird, folgt daraus, daB man mit einer GréBenordnung von n. 
Multiplikationen schon eine ganze Spalte der invertierten Matrix bekommt 
und mit grdBenordnungsmaBig n? Multiplikationen Naherungswerte fir 
alle Elemente der invertierten Matrix. Jedoch wird dabei die Streuung so_ 
groB sein, daB man mit den n* Rechenoperationen des GAussschen Ver- | 
fahrens, das den exakten Wert von (8-1) liefert, besser fahrt. — Wie bereits ; 
erwihnt, hat dagegen das Monte-Carlo-Verfahren den Vorteil, mit relativ 
geringem Aufwand ein einzelnes Element der invertierten Matrix zu liefern, 
ohne daB man die iibrigen bestimmen miBte. — 

Wir geben abschlieBend fiir den unter 1. behandelten Sonderfall einen sehr 
einfachen Ausdruck fiir die quadratische Streuung wieder. 

Dazu gehen wir von dem theoretischen Wert fiir die quadratische Streuung 
im allgemeinen Fall aus. Es ist 


oi; = B [Gy — EB (Gy)? = B (Gi) — (B)5- 
Dies ist gleichbedeutend mit 
oi; = Pe* XY PoVe — (Bi (9) 
@ 


Bezeichnet man nun die aus den Elementen a;,v,; bestehende Matrix mit 
R: Riz = ay 4, so muB, wenn die aus R gebildete NEUMANNsche Reihe 
konvergiert, fiir die Summe in (9) entsprechend dem Ubergang von (6) zu (4) 


D> PV Cy + 2) (Ri = [(E —R) ly 
e = 
gelten. Mit der Definition G = (E — )- folgt daher fiir die quadratische 


Rigevuns oh = 1p Sy — (BY. (10) 
In dem Sonderfall (2) sind die v,, = 1, und daher € = B. Also ergibt sich 
Oi; = 45) (B)g5 [1 — a; (Br) ay]. (11) 


Die Beziehung (10) ist leider zu kompliziert, als daB man aus ihr ohne allzu 
groBe Schwierigkeiten herauslesen kénnte, wie man die p,, am besten 
wahlt, wenn die Streuung moglichst gering sein soll. Es ist aber zu ver- 
muten, daB sie anwachst, wenn man die p,; und p; gro8 wahlt, um médg- 
lichst schnell zu einer Stopkartenziehung aus dem Haufen j zu gelangen. 


Schlufgbemerkung 


Ks wird in vielen Fallen die Frage entstehen, ob einem der tiblichen numeri- 
schen Verfahren oder der Monte-Carlo-Methode der Vorzug zu geben sei. 
Die Antwort hangt davon ab, welche Genauigkeit der Loésung man bei 
einem bestimmten Arbeitsaufwand anstrebt. Man kann némlich auf Grund 
einer einfachen Uberlegung zeigen, da die Monte-Carlo-Methode sich im 
allgemeinen dann lohnt, wenn man das Ergebnis nur auf einige Prozente 
genau braucht. 

Dazu sei als einfaches Beispiel die in der Einleitung erwihnte Methode zur 
Bestimmung von z nach BUFFON betrachtet. Bei N,,-Wiirfen ist nach 
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annten statistischen Formeln der relative Fehler /, mit dem man xz 
alt, durch 

f= (1) 

VN. | 

eben, wobei c, von der GréSenordnung 1 ist. Man ersieht daraus, daB 
‘dn bei dem BuFFoNschen Verfahren, um den Fehler um eine Dezimal- 
le zu verringern, die Zahl der Wiirfe und damit den Zeitaufwand ver- 
“fidertfachen muB. 

numerischen Verfahren sind die Verhiltnisse hier viel giinstiger. Be- 


1 
mt man etwa z, indem man das Integral | V1— 2x? dx nach der Trapez- 


0 
‘el numerisch integriert, so ist der relative Fehler durch 


f= Vv? (2) 


«eben, wobei wieder cy ~ 1 gilt. 

ir wollen nun in beiden Fallen den relativen Fehler als Funktion des 
foeitsaufwandes bestimmen und die so erhaltenen Funktionen miteinander 
gleichen. 

,experimentellen“ Fall sei a, der Arbeitsaufwand bei einem einzelnen 
irf, so daB fiir den gesamten Arbeitsaufwand A 


Aves Ge icall ¢ 
t. Entsprechend ist der Arbeitsaufwand im numerischen Fall 


4 Ago ay N ts 
bei ay im wesentlichen der 

‘fwand fiir die Berechnung 4 “gr 

fn Y/1— 2?, also jedenfalls 
trachtlich groBer als ay 
lelleicht etwa hundertfach) 


hrt man in (1) und (2) A 
Stelle von N ein, so erhalt 
‘un als relativen Fehler fir 
is Monte-Carlo-Verfahren 


Oy /*C 
jae 8) 
d fiir das numerische 
ajc 
jw 


fagt man nun logf gegen 
! Abb. 2. Der relative Fehler als Funktion des Arbeitsaufwandes 
3A auf, so bekommt man bei der Monte-Carlo-Methode im Vergleich zu nume- 


Iwa das Bild von Abb. 2 rischen Verfahren 
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Man erkennt daraus, da die Monte-Carlo-Methode tiberlegen ist, wer 
eine geringe Genauigkeit des Resultats ausreicht, wahrend die nute 
rische Methode zunehmend rationeller wird, je gréBer die angestrek 
Genauigkeit ist. — Der Anwendungsbereich fiir die Monte-Carlo-Metho: 
ist offenbar um so groBer, je groBer ay? - cy ist. 

Die obigen Uberlegungen zum Vergleich zwischen der Monte-Carlo-Metho: 
und einem numerischen Verfahren gelten allgemein. Im Fall der z-B 
stimmung ist ay?-cy noch zu klein, als daB die Monte-Carlo-Methode m 
dem numerischen Verfahren ernstlich konkurrieren konnte. Es gibt ab 
viele Falle, in denen die Konstante, die aj? - cy entspricht, so groB wir 
daB die Monte-Carlo-Methode dem numerischen Verfahren in einem gro 
Bereich vorzuziehen ist. 

Man beachte auBerdem, daB bereits die Berechnung der Konstante c k 
numerischen Verfahren recht miihevoll sein kann. Demgegentber hab 
die Monte-Carlo-Verfahren den Vorteil, daB bei ihnen die Fehlerabschatzuy 
nie Schwierigkeiten macht. 

Die den obigen Uberlegungen zu entnehmende Faustregel ist also: ¢ 
Monte-Carlo-Methode lohnt sich immer, wenn man ein Ergebnis ,,ungefah 
haben will und alle numerischen Verfahren mihevoll sind. Sie ist al 
z. B. dann zu empfehlen, wenn das Resultat eines verwickelten Probler 
noch ganz im Dunkeln liegt. 


Die Verfasserin méchte abschlieBend Herrn Dr. KoppE, Heidelberg, fir ¢ 
Anregung zu dieser Arbeit und mancherlei Hinweise danken. 


Gottingen, Heinrich-Heine-Str. 9 


Literatur 


(1) M. G. Kenpatt, B. Basincton SmitH, Tables of Random Sampling Numbe 
Cambridge University Press, 1951. 

(2) GILBERT W. KiNG, Stochastic Methods in Quantum Mechanics, Seminar | 
Scientific Computation, herausgegeben von ,,The IBM Applied Science Depar 
ment‘‘, Nov. 1949, S. 42. 

(3) JoHN H. Curtiss, Sampling Methods Applied to Differential and Differen 
Equations, wie unter (2), S. 87. 

(4) WoLtrGanc Wasow, Random Walks and the Eigenvalues of Elliptic Differen 
Equations, Journal of Research of the National Bureau of Standards, Bd. 4 
8. 65, 1951. 

(5) GEORGE E. ForsyTHE, RICHARD A. LEIBLER, A Monte Carlo’ Method for Matr 
Inversion, Mathematica] Tables and other Aid for Computation, Bd. IV, S. 13 
1950. 

(6) I. PETRowskxy, Uber das Irrfahrtproblem, Mathematische Annalen, Bd. 1 
S. 425, 1933. 

(7) D. R. Cox, The Monte Carlo Solution of some Integral Equations, Proceedings 
the Cambridge Philosophical Society, Bd. 50, S. 414, 1954. 

(8) THARRATS, Roca und CLIMENT, Nuovo Cimento Suppl. IT, S. 451, 1954. 


drtschritte der Physik‘ Bd. 3, S. 133—162, 1955 


i Erzeugung von ™-Mesonen der kosmischen Strahlung durch 
kernaktive Teilchen mittlerer Energie ') 


Von G. B. SHDANOW 


Einleitung 


‘as Ziel dieser Arbeit ist eine Analyse einiger Eigenschaften des Elementar- 
ts der a-Mesonenerzeugung im Energieintervall primdrer?) kernaktiver 
®ilchen von 10°9—10" eV. 

‘@iese Mesonen haben eine mittlere Energie, die etwa eine GréBenordnung 
Mater der Energie der Primirteilchen liegt, und ein wesentlicher Teil von 
nen mu’ vom apparativen Standpunkt aus zu den langsamen Mesonen 
srechnet werden, d. h. zu Teilchen, deren Weglange in Materie vergleichbar 
‘Jit den Abmessungen der Apparatur ist und die im Magnetfeld leicht abzu- 
nken sind. 

as oben angegebene Energieintervall der kernaktiven Teilchen ist von ver- 
#hiedenen Gesichtspunkten aus sehr interessant. Erstens gehéren fast alle 
Yosmischen Primarteilchen, die infolge einer Kernwechselwirkung in der 
‘tmosphare die Hauptkomponenten der Sekundarstrahlung erzeugen, in 
Yieses Energiegebiet. Zweitens beschrankt sich in diesem Energiegebiet die 
rzeugung neuer Teilchen im wesentlichen auf z-Mesonen, und die Rolle der 
YW:hweren Mesonen ist hier noch gering. Das ist giinstig, weil. Prozesse, bei 
Senen mehrere Teilchenarten beteiligt sind, schwierig zu untersuchen sind; 
ies um so mehr, als schon die Identifizierung der erzeugten Teilchen mit 
Sunehmender mittlerer Energie immer schwieriger wird. Drittens liegt bei 
“mergien von der GréSenordnung 3—5 BeV?) eine Schwelle, bei der der 
Virkungsquerschnitt der Erzeugung von Mesonen an Kernen (d. h. 
ver Erzeugung von Elektronen-Kern-Schauern*) im iblichen Sinne dieses 
Wortes) mit dem geometrischen Kernquerschnitt vergleichbar wird. Es ist zu 
warten, da& unter diesen Bedingungen die Eigentiimlichkeiten der Kern- 
vechselwirkung, die auf der starken Kopplung zwischen Nukleonen und 
Mesonfeld beruhen, ihren Einflu8 geltend zu machen beginnen. SchlieBlich 


Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi Fiz. Nauk 54, 435, 1954. 
1) Hier und im folgenden werden wir die Ausdriicke ,,Primar-‘‘ und ,,Sekundar“‘- 
Jeilchen nur hinsichtlich des Kernwechselwirkungsaktes (des Schauers) benutzen, also 
hne Bezugnahme auf die Einteilung der kosmischen Strahlung in eine Primarkompo- 
1ente und eine Sekundiarstrahlung. 
) Anm. d. dtsch. Red.: Im russischen Sprachgebrauch 1 BeV = 10° MeV. 
) Anm. d. dtsch. Red.: Gemeint sind offenbar ,,gemischte Schauer“. 


‘ 
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miissen schon die qualitativen Eigentiimlichkeiten der Erscheinungen, die & 
diesen Energien der einfliegenden Nukleonen vor sich gehen, fiir Physiker, 
mit Beschleunigungsapparaturen arbeiten, von groBem Interesse sein, ¢ 
gerade die ErschlieBung des Energiebereichs von 10°—10” eV auf die 
Gebiet dicht bevorsteht. 

Was kann man heute iiber die wichtigsten Wesensziige des Elementarakts d 
a-Mesonenerzeugung aussagen? Uber den eigentlichen Elementarakt, d. 
die Wechselwirkung zweier freier Nukleonen in der kosmischen Strahlung, i 
infolge der groBen experimentellen Schwierigkeiten, mit denen die Arbeit 
fliissigem Wasserstoff oder die Auswertung von differentiellen Effekten ve 
bunden ist, heute noch sehr wenig bekannt. 

Wie unten zu zeigen sein wird, ist auch fir zusammengesetzte Kerne, b 
sonders fiir die leichten, das vorliegende experimentelle Material noch seb 
diirftig und haufig durch alle méglichen Apparatureffekte verfalscht. Weite: 
hin gibt es noch keine eindeutigen theoretischen Vorstellungen tiber das hid 
behandelte Problem; sogar qualitative Uberlegungen fehlen noch, mit dere 
Hilfe man die HauptgesetzmaBigkeiten des Prozesses kliren kénnte. Jeder 
falls liegen die Dinge im Energiegebiet von 10®—10" eV wesentlich schlechte 
als bei noch héheren Energien, wo man die wesentlichen qualitativen Eiger 
tiimlichkeiten der Erscheinungen auf Grund rein statistischer oder soge 
thermodynamischer GesetzmaBigkeiten verstehen kann. 


1. Experimentelle Methoden 


Die wichtigsten Untersuchungsmethoden fiir die Eigenschaften der Kerr 
wechselwirkung mit Mesonenerzeugung sind: 


a) die Photoplatte, 
b) die Wilsonkammer, 
c) die Ionisationsgerate (Zahlrohr, Ionisationskammer). 


Alle diese experimentellen Méglichkeiten lassen sich sowohl zur unmitte! 
baren als auch zur mittelbaren Untersuchung der —Elementarprozesse be 
nutzen. Unter einer mittelbaren Untersuchung verstehen wir eine Analyse de 
sogenannten ,,integralen‘’ Groen fiir eine Komponente der kosmische: 
Strahlung in der Atmosphire oder in dichter Materie (die Intensitat und ihr 
Abhangigkeit von der Héhe oder der geographischen Breite, das Spektrum 
die Winkelverteilung). In der Regel kann man nicht einmal aus einer al! 
seitigen Untersuchung der integralen GréBen eindeutige SchluBfolgerunge: 
auf die Eigenschaften der entsprechenden Elementarprozesse ziehen; i 
vielen Fallen lassen sie jedoch eine quantitative Nachpriifung verschiedene 
mit Hilfe direkter Methoden gewonnener Aussagen zu. Dariiber hinaus kan 
man in einzelnen Fallen auf Grund einer Analyse der integralen GroBen un 
mittelbar gewisse Eigentiimlichkeiten der Kernwechselwirkung erschlieBer 
die sich der direkten Beobachtung entziehen. . 
Ein Beispiel fiir eine solche Analyse ist die von GRIGOROW (1) festgestellt 
Tatsache, daB sich ein grofer Teil (im Mittel 70%) der Energie auf ein Sekun 
dérnukleon konzentriert; weiter unten wird hieriiber noch genaueres z 
sagen sein. 
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(Das anschaulichste und vollstindigste Bild eines Elementaraktes laBt sich 
‘im Prinzip mit der Methode der Photoplatten gewinnen. In der Wilsonkammer 


F erung, da die Wechselwirkung innerhalb eines fosten Korpers stattfinden 
i !soll*), andererseits durch die Verfalschungen, die das Zahlrohrsystem bewirkt. 


‘rohren in hodoskopischen Systemen; bei diesen ist die Lage infolge der 
‘schlechten raumlichen Trennbarkeit der einzelnen Teilchen sogar noch un- 
Feistet dafiir ist aber eine ziemlich genaue zeitliche Auflésung gewahr- 
ajleistet 

_?Ahnlich kann man auch auf eine ganze Reihe von Dingen hinweisen, die sich 
bei der Untersuchung des Elementarakts mit der Methode der Photo- 
emulsion nachteilig bemerkbar machen. Zu den Hauptmiangeln, die teilweise 
zum Ubergang zu anderen ,,gréberen‘‘ Untersuchungsmethoden fiir den 
'Elementarakt zwingen, gehéren: 

a) die Schwierigkeiten, mit denen die Gewinnung von Daten verbunden ist, 
‘die sich auf Kerne bestimmter Zusammensetzung und auf Kerne mit még- 
lichst geringen Ordnungszahlen beziehen, 

‘b) die Schwierigkeiten bei der Bestimmung des Ladungsvorzeichens der 


*volumen‘ beruht?). 

Infolge der erwihnten Schwierigkeiten ist es zweckmaBig, auf Ergebnisse 
zurickzugreifen, die mit Hilfe von Wilson- und der Jonisationskammer ge- 
) wonnen wurden; wie aus der folgenden Darlegung hervorgehen wird, sind die 
1 mit diesen Methoden (insbesondere mit der zweiten) gewonnenen experimen- 
‘tellen SchluBfolgerungen tiber den Elementarakt noch durch eine ganze 
« Reihe von apparativen Korrekturen zu erganzen, durch die die Unbestimmt- 
3 heit und Mehrdeutigkeit der Ergebnisse wesentlich tiber die durch die stati- 
iY stischen MeBfehler, d. h. auch iiber die durch die effektive ,,Lichtstarke‘‘ der 
j/ Apparatur gegebenen Grenzen hinausgeht. Das Hauptproblem, auf dessen 
|) Loésung die Zuverlassigkeit der Ergebnisse und die Sicherheit der ent- 
sprechenden SchluBfolgerungen beruht, liegt aber in der Identifizierung der 
7 emittierten Teilchen und der Elementarprozesse. 

‘ Bei der Einschatzung der Wirksamkeit der einzelnen Methoden mu man im 
Auge behalten, daB ein weiterer Schritt vorwarts nur auf Grund einer zuver- 
# lassigen Aufklarung der Natur und der Energie der Teilchen méglich sein 
7 wird, welche die experimentell beobachteten Elementarprozesse in jedem 
1 individuellen Fall hervorrufen. Dies ist die wichtige Bedingung, die bis heute 
= in der Regel nicht einmal in den Arbeiten mit Photoplatten erfillt wurde; 
* gelingt es, ihr Geniige zu tun, so wird damit der Wert der SchluBfolgerungen 
fiir die kosmische Strahlung mit dem der entsprechenden Ergebnisse fiir 


Wi 
i 
y; 


f 


' 1) Diese Schwierigkeit 1aBt sich beheben, wenn man an Stelle der iiblichen Kondensations- 
_ kammern Flissigkeitskammern verwendet. 

* 2) Hinsichtlich der Uberwindung dieser Schwierigkeiten ist die Benutzung von ,,ab- 
} gezogenen“ Photoemulsionen (stripped emulsions) sehr aussichtsreich. 
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Beschleunigungsanlagen vergleichbar; dabei bedeutet der praktisch unbe- ! 
schrankte Bereich der experimentell zugianglichen Primérenergien einen 
groBen Vorzug?). 


2.Einige Aussagen iiber Natur und Intensitat der Komponente, die in dichten 
Medien und in der Atmosphire langsame m-Mesonen erzeugt 


Bei der iiberwiegenden Mehrzahl der Untersuchungen tiber die Mesonen- 
erzeugung in der kosmischen Strahlung hatten die Experimentatoren keine : 
unmittelbaren Daten tiber Natur und Energie der Primarteilchen zur Ver- 
fiigung. Lediglich in der Arbeit (2) gelang in einigen Fallen eine unmittelbare 
Messung des Impulses des geladenen Primarteilchens mit Hilfe der Vielfach- 
streuung, jedoch besteht in diesem Fall fiir alle Impulse gréBer als 1,25 BeV/e 
eine Unbestimmtheit, die auf der Unméglichkeit der Unterscheidung zwischen 
Protonen und z-Mesonen beruht?). Indirekte Abschaétzungen der Primar- | 
energie benutzen eine der drei folgenden Methoden: 

a) differentielle Messung in verschiedenen Breiten in der Stratosphare ; 

b) Bestimmung der Energie,,schwelle‘‘ der Apparatur fiir die Registrierung 
von Prozessen der betreffenden Art; : 
c) Benutzung der Beziehungen zwischen Primarenergie und Winkelver- 
teilung der Sekundarteilchen. ; 

Die erste Methode bedarf wohl keiner weiteren Erklarungen; offenbar eignet 
sie sich nur fiir Messungen innerhalb der Erdatmosphare, wo der EinfluB der . 
,,geomagnetischen Abschneideenergie“ hinreichend stark ausgepragt ist. 

Zur Anwendung der zweiten Methode mu8 man vor allem das Energie- 
spektrum und die Absolutintensitat der Nukleonenkomponente in ver- 
schiedenen Tiefen der Atmosphare sowie die GroBe und die Energieabhangig- 
keit des Wirkungsquerschnitts o fiir die Mesonenerzeugung durch Nukleonen 
kennen. Diesen Problemen soll dieser Abschnitt gewidmet sein; an seinem 
Ende wird auch eine Einschatzung solcher Prozesse gegeben, die nicht auf 
einer Kernwechselwirkung der Nukleonen beruhen. 

Zur Gewinnung des ungefaihren Verlaufs der Funktion o(£) gemittelt fiir 
verschiedene Kerne, kann man drei Gruppen von Daten verwenden: 

a) die Energieabhangigkeit der relativen z-Mesonenausbeute auf Grund von 
Messungen in Beschleunigungsanlagen [vergleiche etwa (3)]; 

b) die Energieabhingigkeit der relativen Anzahl der sogenannten unela- 
stischen Wechselwirkungsakte auf Grund von Ergebnissen der Photoplatten- 
methode (2) sowie auch auf Grund von Versuchen im ,,Kosmotron‘ (4); 
c) den Wert der ,,effektiven Schwelle‘ fiir die Erzeugung von Elektronen- 
Kern-Schauern’) auf Grund des Breiteneffekts [siehe z. B. (3 u. 6)]. 


*) Der zweite Vorzug der Untersuchungen an der kosmischen Strahlung besteht offenbar 
in dem wesentlich geringeren Aufwand an materiellen Hilfsmitteln. 

*) Das Problem der 2-Mesonen-,,Beimischung“ spielt eine groBe Rolle, wenn unter den 
Versuchsbedingungen oberhalb der Entstehungsstelle des Schauers eine starke Schicht 
dichter Materie liegt. 

*) Unter dieser Schwelle versteht man gewodhnlich den Wert E, der Primirenergie, bei 
dem entweder der Querschnitt fiir die Mehrfacherzeugung von Mesonen oder der Quer- 
schnitt fiir die Bildung schneller Mesonen und neuer kernaktiver Teilchen mit dem 
geometrischen Kernquerschnitt 0, vergleichbar wird. 
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Die aus all diesen Daten gewonnene ungefahre Abhangigkeit o (#) ist in 
@ Abbildung 1 dargestellt, wobei der ,,gzeometrische“ Querschnitt 0, in erster 
i Sages dem Radius der Kerne entspricht: R = 1,4- 10-18 A‘: [siehe 
mz. B. (7)]. 
® Der Untersuchung des Spektrums und der Absolutintensitiat der (im wesent- 
lichen aus Protonen bestehenden) Nukleonenkomponente galten eine grofe 
§ Anzahl von Arbeiten, die man folgendermafen einteilen kann (hinsichtlich 
“@der von den Autoren benutzten Methode zur Identifizierung des Nukleons 
und zur Messung seiner Energie). 
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? Abb. 1. Ungefahrer Gang des Wirkungsquerschnittesa | Abb.2. Integrale mpulsspektren der Protonen und 
fiir die Erzeugung von z-Mesonen durch Pro- Neutronen in der Atmosphare. a) Spektrum 
tonen mit der Energie #, [nach (18, 19)]. oo am Erzeugungsort von der Form p~!?; 
ist der geometrische Querschnitt b) Spektrum am Erzeugungsort von der 

Form 1 ean Kreise: Protonenspektrum 
‘t 5 5 nach (2) (3,4km Hohe). Es wird angenom- 
. a) Bestimmung des Impulses und SLANG) men, da der Unterschied zwischen den 
) weiteren Parameters (Weglange, Ioni- Protonen- und den Neutronenspektren 


lediglich auf den Ionisationsverlusten be- 


f sation), wodurch einzelne Protonen vom ORE 


| Hintergrund der tibrigen geladenen Teil- 

1 chén unterschieden werden kénnen; 

| b) Bestimmung des Impulses unter Benutzung der darauffolgenden Kern- 
» wechselwirkung als Kriterium fiir die Natur des kernaktiven Teilchens; 
‘c) Abschatzung der Energie der kernaktiven Teilchen auf Grund des Cha- 
* rakters der Kernzertriimmerungen oder Schauer, die sie hervorrufen ; 


| 1) Dieselbe Einteilung wird auch in den Tabellen I und II in der Spalte ,,Methode“ 
| durchgefihrt. 
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d) Trennung der Protonen von den z-Mesonen der harten Komponente ent- 
weder mit Hilfe einer Beziechung zwischen der Zahl der positiven und nega- 
tiven Teilchen oder mit Hilfe einer charakteristischen Eigenschaft des 
z-Mesons, insbesondere seines Zerfalls. 

Die erste dieser Methoden ist offenbar nur in einem sehr begrenzten Intervall 
verhiltnismaBig geringer Energien anwendbar und kann nur dann eine Nor- ; 
mierung des differentiellen Protonenspektrum liefern, wenn die Form dieses 
Spektrums bekannt ist. Die zweite Methode dagegen ist in einen sehr weiten 
Impulsbereich brauchbar (mit Ausnahme verhiltnismaBig langsamer Pro- 
tonen, fiir welche die Wahrscheinlichkeit der Registrierung einer Wechsel- 
wirkung nur schwer abzuschitzen ist). Nebenbei bemerkt ist das Gebiet 
geringer Energien im Protonenspektrum einerseits infolge der geringen 

, Lichtstirke’‘ der Apparaturen bei der magnetischen Analyse der Impulse 


2n 


! 
RS woe 


1 ° 2 3 « [Bev] 


Abb. 3. Anregungsfunktion der ,,Sterne‘‘ vom Typ 1, und 2, durch verschiedene Teilstiicke des Neutronen- 
spektrums der kosmischen Strahlung (3,3 km Hohe). Die gestrichelten Linien deuten die Grenzen der 
Energieintervalle an, die der Erzeugung von 75% ,,Sternen‘‘ des Typs1, und 70% ,,Sternen“ des 
Typs 2, entsprechen 


der Messung schwer zuganglich, andererseits ist es gegeniiber dem ent- 
sprechenden Neutronenspektrum durch den KinfluB der Ionisationsverluste 
entstellt (Abbildung 2). 

Die dritte Methode ist deswegen vorteilhaft, weil sie sich auch zur Unter- 
suchung der Neutronenkomponente verwenden 1é8t. Kennt man beispiels- 
weise die Bildungswahrscheinlichkeit fiir Schauer mit verschiedenen An- 
zahlen n, relativistischer Teilchen als Funktion der Protonenenergie, so 
kann man mit Hilfe der gleichen aus Photoplattenmessungen gewonnenen 
Daten im allgemeinen sowohl die Form des Spektrums als auch den Neu- 
tronenstrom in der betreffenden Hohe bestimmen. Eine solche Untersuchung 
wurde vom Verfasser dieses) Aufsatzes durchgefiihrt, wobei Daten der 
Bristol-Gruppe (8) benutzt wurden; die Ergebnisse sind in den Tabellen I 
und IT mit anderen Daten verglichen. Bei dieser Gelegenheit wurden auch die 
in Abbildung 3 dargestellten Anregungsfunktionen von ,,Sternen‘‘ des Typs 
1, und 2, durch Neutronen verschiedener Energie gewonnen. 

Nach diesen Bemerkungen betrachten wir kurz die wichtigsten experimen- 
tellen Ergebnisse der Untersuchung von Spektrum (Tabelle I) und 
Strom (Tabelle II) der Nukleonenkomponente in verschiedenen Tiefen der 
Atmosphare. Eine geringe Anzahl der Daten fiir kleine Tiefen wurde in 
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Tabelle I. 


Experimentelle Daten iiber die differentiellen Energiespektren der N ukleonenkompo- 
nente in der Atmosphare 


a a ae ea a a ea oe Tg ee es ed 
i) 
5 | 
r Apparatur Lit. Untersuchtes Beob.- Form des 
g Spektralintervall héhe Spektrums 
| 
a | magn. Massenspektrometer | (11) 0,8 —2 BeV/e 3,25 kin p-*dp 
(Protonen) a=2,6+0,1 
b | Hodoskop mit Magnetfeld | (12) 0,6 —10 BeV/c 0 p-*dp 
(Protonen) a= 2,8 
b | Photoemulsion .... . (2) 0,4—10 BeV/e 21 km p-*dp 
a2 2.30) 
c | Photoemulsion .... . | (8)}) 0,25 —9,4 BeV/c 3,3 km E-“dH 
’ (Neutronen) a=2,7+0,2 
d | 2 Wilsonkammern mit p “dp 
Magnetfeld . ..—.=... | -(13) 0,3 —7 BeV/c 3,4 km a = 2,5 
Tabelle IT. 


Experimentelle Daten tiber die integrale Intensitit der Nukleonenkomponente in der 
Atmosphire (I, Vertikal-, J, Gesamtintensitiat) 


2 Integrale 

s Apparatur Lit. | Minimalenergie EZ, ene seal 

= sterad. 1 

a | magn. Massenspektrometer | (11) | 0,32 BeV 3,25 km Io = 7,2 
(Protonen) 

b | Hodoskop mit Magnetfeld | (12) 0,45 BeV 0 ie Oy, 
(Protonen) 

c | Photoemulsion ...../| (14) 0,1 BeV 3,45km | J, = 30 
(Neutronen) 

c | Photoemulsion .... . | (8)?) 1 BeV 3,3km | I, = 0,75 
(Neutronen) 

ce | Wilsonkammer mit Platten | (15) 0,4 BeV 3,2km} J,=4,5 , 
(Protonen) 

c | dasselbe und Hodoskop (16) 1 BeV 3,3km/} J, = 1,4 
(Protonen) 

ce | Wilsonkammer mit Platten | (17) | 15 BeV 3,5 km | ‘J, = 0,006 
(Protronen) 

c | Photoemulsion .....| (14) 0,1 BeV 0 I,=3 
(Neutronen) 

d | 2 Wilsonkammern mit Ma- 2 BeV 

; onetield tes: mest (13) (Protonen) 3,4km! | F516 

d | Wilsonkammer mitMagnet- 0,45 BeV 

felch es are Ss : (18) (Protonen) 9km | | J,= 30 

d | Zahlrohrteleskop ..../| (19) 0,3 BeV 15km | J, = 300 

(Protonen) 


1) In diesem Fall wurde die oben geschilderte Methode zur indirekten Auswertung der 
Daten angewandt. 
2) Vergleiche die FuBnote zu Tabelle I. 


100 


of 
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hohen Breiten gewonnen. Zur Umrechnung auf geringe Breiten mufs man hier 
die entsprechende Breitenabhangigkeit beriicksichtigen [siehe z. B. (1, 9 
u. 10)]. 
Um ais Daten der Tabelle II, die sich auf verschiedene Minimalenergien LZ, 
beziehen, besser vergleichen zu kénnen, haben wir sie auf die Energie 
E, = 2 BeV umgerechnet (Abbildung 4), wobei wir ein Energiespektrum von 
der Form E-25 dE zugrunde gelegt und den Einflu8 der Ionisationsverluste 
fiir die Protonen entsprechend Abbildung 2 beriicksichtigt haben. Als die 
zuverlassigsten Daten sind die aus (1113) anzusehen; sie wurden mit Hilfe 
der Methode der magnetischen Impulsanalyse gewonnen, unterscheiden 
sich aber etwa um den Faktor 2, selbst wenn man eine gewisse 
Ungenauigkeit in der Kenntnis der Form des 
. Spektrums annimmt. Im folgenden werden wir 


pa als Ma fiir den Strom der kernaktiven Kom- 
[Jo Sg ponente in der Atmosphare die Werte I, be- 
3S nutzen, die auf der gestrichelten Geraden in 
mR, Abbildung 4 liegen. 
925 SS Wir schatzen nun den még- 
Pile apes ofa} lichen Beitrag anderer Er- 
SNe zeugungsarten von z-Me- 
[isFootiq] sonen ab (auger der un- 
Ese aoe mittelbaren Erzeugung 
[iqe 2 durch Nukleonen an Ker- 
x nen). Solche zusiatzlichen 
ue a, Prozesse sind: 
200 400 600 800 1ooo[gfem*?] a) die Erzeugung durch 


Photonen an Kernen; 
b) die Erzeugung durch 


Abb. 4. Verschiedene Daten iiber die Intensitat der Nukleonen- 
komponente in der Atmosphare, auf eine minimale Nukle- 


onenenergie von 2 BeV umgerechnet (vergleiche Ta- Mesonen an Kernen; 

belle II). Kreise: Protonen, Vertikalintensitat em—*h-? c) der Zerfall schwerer 

sterad-—1; Dreiecke: Protonen. Integralintensitat cm—*h-?; ; 

Kreuze: Neutronen, Integralintensitat cm-*h-? Mesonen in der Atmo- 
sphare. 


Zur Bericksichtigung des Prozesses a) muB man die Intensitaét der aktiven 
Photonenkomponente (oberhalb einer Energie H, = 200 MeV) und den 
Wirkungsquerschnitt 0» des Prozesses kennen. Unter Benutzung experimen- 
teller Daten tiber die Elektronenkomponente in der Atmosphire (vergleiche 
z. B. (20)] sowie theoretischer Daten iiber die Spektren von Elektronen und 
Photonen in der im Gleichgewicht befindlichen weichen Komponente 
[vergleiche (21)] haben wir den Strom ,,aktiver‘‘ Photonen in MeereshGhe zu 
2cm~?-h-1-steradian-! abgeschatzt. Zur Abschaétzung des Wirkungs- 
querschnittes kann man den Grenzwert von og verwenden, der schon bei 
hy ~ 300 MeV erreicht wird und nach Angaben, die mit Beschleunigungs- 
anlagen gewonnen wurden, 3 bis 5 - 10-25 cm? fiir einen Kohlenstoffkern mit 
einem geometrischen Querschnitt o, ~ 3-10-%>cm? betragt [vergleiche 
z. B. (22)]. Hierbei andert sich og mit der Ordnungszahl nach einem A*)- 
Gesetz [siehe z. B. (23)], d. h. genauso wie bei der Erzeugung von Mesonen 
durch Nukleonen. Vergleichen wir die angegebenen Abschatzungen mit den 
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Stromen (vergleiche Abbildung 4) und den Querschnitten (o ~ Oy) fiir die 
Nukleonenkomponente in der Atmosphire, so sehen wir, daB der Beitrag der 
Photonenkomponente selbst im Gebiet geringster ~-Mesonenenergien nur 
wenige Prozent ausmacht. Ungefahr das gleiche Verhaltnis zwischen Nukle- 
onen und Photonen herrscht auch in den weiten atmospharischen Schauern. 
Das Problem der Mesonenerzeugung durch Mesonen wird noch weiter unten 
behandelt (Abschnitt 4) ; im Zusammenhang mit den Spektren der 27-Mesonen- 
erzeugung in der Atmosphire wird gezeigt werden, daB die z-Mesonen in 
Kernkaskadenprozessen keine wesentliche Rolle spielen kénnen. 

Die Frage nach dem Einflu8 der Zerfallsprozesse auf die Bildung von z- 
Mesonen schlieBlich kann unter dem Gesichtspunkt einer méglichen Dis- 
krepanz zwischen den Erzeugungsspektren einzelner j-Mesonen (iiber 
z-Mesonen) in der Atmosphare und den Erzeugungsspektren der 2-Mesonen 
in dichten Medien interessant werden. Zur Lésung dieses Problems hat man 
die vorhandenen Abschatzungen der relativen Haufigkeit der ~-Mesonen- 
erzeugung (sowie auch der Erzeugung schwererer Mesonen) bei Kernwechsel- 
wirkung mit hoher Energie zu verwenden. Die mit Hilfe der Photoplatten und 
der Wilsonkammer gewonnenen Daten beziiglich der Bildungshaufigkeit 
geladener schwerer Mesonen (K und 1) sind zwar nicht ganz eindeutig 
[siehe z. B. (24—26)], liefern aber fiir mittlere Energien (10°—10" eV) einen 
relativen Beitrag dieser Prozesse, der nicht héher ist als 1—2%. Einen etwas 
groBeren Beitrag (bis zu 5%) konnen die neutralen Teilchen liefern (nach 
Untersuchungen mit der Wilsonkammer; siehe z. B. (27)]. 

Man kann also den SchluB ziehen, da8 der Hauptteil der langsamen z-Mesonen 
bei Kernwechselwirkungen von Nukleonen entsteht. 


3. Die Multiplizitat des Erzeugungsprozesses und das Verhaltnis der Anzahl 
langsamer ~-Mesonen verschiedenen Vorzeicdhens 


Die Multiplizitat » und die ,,Ladungsasymmetrie“ s!) sind wesentliche 
Kennzeichen des Mesonenerzeugungsprozesses, die eng mit dem Mechanismus 
des Prozesses (auBerdem auch mit der Energie- und Winkelverteilung der 
Teilchen) zuasammenhingen. AuBerdem hat die Kenntnis der Gro8en x und s 
sowie ihrer Abhangigkeit von der Primarenergie # und der Massenzahl A 
groBe methodische Bedeutung, weil man mit ihrer Hilfe den Einflu® der 
Apparatureffekte und des Steuerungssystems bei der Untersuchung der 
Eigenschaften des Elementaraktes beriicksichtigen und das durch die vor- 
liegende Apparatur erfaBbare Intervall der Primarenergie ermitteln kann. 

Heute 1i8t sich noch keine Methode angeben, mit deren Hilfe man die Mul- 
tiplizitat der z-Mesonenerzeugung (im ganzen Energiebereich) bestimmen 
kann. Fir eine spater folgende Analyse der experimentellen Daten werden 
uns zwei Energiegebiete, die einander zum Teil erginzen, interessieren. Im 
ersten Fall wurden sehr langsame Mesonen untersucht, die in einer Photo- 


1) Im folgenden werden wir die Ladungsasymmetrie, d.h. die GréBe s = n*/n- (das 
Verhiiltnis der Anzahl der erzeugten Mesonen mit verschiedenen Vorzeichen) an. Stelle 


nt —nNn 
des gewohnlich benutzten ,,positiven Uberschusses‘‘ 6 = 2 —-——-— verwenden. 


nt+n 
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emulsion gebremst wurden; hierbei bestand kein Zweifel iber die Identi- 
fizierung der Teilchen, aber die obere Grenze der me8baren Energien war sehr 
gering. Die zweite umfangreichere Gruppe von Daten, die sowohl mit Hilfe 
der Photoemulsion als auch der Wilsonkammer gewonnen wurden, bezieht sich 
auf die ,, schauerbildenden“ (im Fall der Photoemulsion) oder die ,,durchdrin- 
genden“ (im Fall der Wilsonkammer) Teilchen; fiir sie ist eine Begrenzung 
der Energie nach unten charakteristisch. 

Die interessantesten systematischen Aussagen tiber langsame Mesonen 
wurden in zwei Arbeiten mit Photoplatten gewonnen. In der ersten davon (28) 
wurde die Wahrscheinlichkeit p, fiir die Emission eines sehr langsamen 
Mesons (Energie unter 40 MeV) in ,,Sternen‘’ in Abhangigkeit von der 
Anzahl schwerer Teilchen N;, bestimmt; es ergab sich dabei, daB p, ~ Nj, ist 
und daB also p, ungefaihr proportional dem Quadrat der Anregungsenergie 
des Kerns ist. Benutzt man die Verteilung der Zahl N, fir ,,Sterne“ 
mit verschiedenen Anzahlen n, von Schauerteilchen, die in der Arbeit (8) fiir 
die Hohe 3,3 km angegeben wird, so ergibt sich, daB p, eine monoton stei- 
gende Funktion von n, (siehe Tabelle III) und damit auch eine monoton 
steigende Funktion der Primarenergie des einfliegenden Nukleons ist. Hierbei 
zwingt der parallele Gang der Anzahl der erwihnten Mesonen und der stark 
ionisierenden Teilchen im ,,Stern“ zur Annahme eines gemeinsamen Ur- 
sprungs beider Teilchenarten, den man entweder auf eine ,, Verdampfung“‘ 
eines angeregten Kerns oder auf einen Kaskadenproze8 innerhalb des Kerns 
unter Beteiligung von langsamen Sekundaérnukleonen und -mesonen zuriick- 
fiihren kann. Offenbar kann fiir die Emission von Mesonen héherer Energie, 
die nicht mehr auf Verdampfung zuriickzufihren ist, die Abhangigkeit von 


Tabelle ITI. 


Relative Emissionswahrscheinlichkeiten (pz) fiir sehr langsame (im wesentlichen nega- 
tive) z-Mesonen (H < 40 MeV) als Funktion der Anzahl der Schauerteilchen im ,,Stern“ 
(vn) fiir schwere Kerne einer Photoemulsion (N;, > 8) nach (28) und (8) 


Ds | 0,33% | 0,49% 0,63% 


der Primarenergie wesentlich anders sein (dieser Umstand wird im folgenden 
noch genauer analysiert werden). 

Die Abhangigkeit der Bildungswahrscheinlichkeit p, von der Ordnungszahl 
des Kerns wurde in der Arbeit (29) untersucht, in der Photoplatten mit 
dicken Schichten verschiedenen Materials umgeben waren. Das wirksame 
Energieintervall der registrierten Mesonen liegt in diesem Fall nicht ganz 
genau fest, weil es von der Form des Spektrums am Orte der Erzeugung ab- 
hingt; die mittlere Energie ist aber offenbar wesentlich gré8er als im ersten 
Fall. Die von den Verfassern der Arbeit (29) gewonnene Abhangigkeit der 
Wahrscheinlichkeit p, (in relativen Einheiten) von der Art des Kerns ist in 
quantitativer Hinsicht nicht sehr iitberzeugend, da die Ergebnisse durch eine 
Anderung der Form des Spektrums von Kern zu Kern verfalscht sein kénnen 
und die statistischen MeBfehler sehr groB sind. Das qualitative Ergebnis 
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pbesteht darin, daf fiir die schwersten Kerne (Pb) keine VergroBerung der 
)Wahrscheinlichkeit p, gegeniiber den leichten Kernen zu beobachten ist und 
ida8 im Gegenteil eine Tendenz in Richtung einer gewissen Abnahme vor- 
thanden ist. Genauere Daten itiber die Abhaingigkeit der Wahrscheinlichkeit Dn 
ivom Atomgewicht A wurden mit Hilfe einer Beschleunigungsanlage [ver- 
*gleiche (30 u. (31)] fiir z*-Mesonen mit Energien bis 40 MeV gewonnen. Hierbei 
waren die Primarenergien so groB (240—340 MeV), daB die Wirkung der 
jelastischen St6Be der Protonen im Kern von wesentlichem Einflu8 auf die 
¢Zerstreuung ihrer Energie sein mu. Betrachtet man neben dieser Energie- 
jabnahme auch die Mesonenabsorption in der Kernsubstanz und ihre Re- 
«flexion an der Potentialschwelle am Rande des Kerns, so kann man mit dem 
sAutor (32) die Abhangigkeit der relativen Ausbeute von 2*-Mesonen mit 
( Energien zwischen 13 und 40 MeV vom Atomgewicht A qualitativ erklaren. 
iDie experimentellen Arbei- 
jten zur Untersuchung der 
) Multiplizitat der Erzeugung 
ischneller Mesonen kann man 
‘in drei Gruppen einteilen 
‘(die sich durch die an- 


va) Bestimmung der Anzahl 
ider Schauerteilchen (n,) in 
‘der Photoemulsion; dabei 
junmittelbare Messung der 
(Energie (genauer des Im- 1 10 100 1000 10000 [Be V] 
pulses) des Primarteilchens app, 5, sittiere Multiplizitat », als Funktion der Primarener- 
jmit Hilfe der Vielfach- gie FE (Daten der Tab. IV). Die gestrichelte Gerade bei 
‘streuung; grofen E stellt n, ~ E's dar 


|b) Bestimmung der Anzahln, 
}in der Photoemulsion; dabei Abschétzung der Primarenergie aus der Winkel- 
iverteilung oder aus der Energie der Sekundarteilchen in groBen Schauern; 


‘c) Bestimmung der Anzahl durchdringender Teilchen in der Wilsonkammer; 
(dabei Abschitzung der Energie des Schauers auf verschiedenen Wegen, 
unter anderem an Hand der Vervielfachung der Elektron-Photon-Kompo- 
nente, an Hand des Durchdringungsvermégens, an Hand der Streuung in den 
‘Platten oder an Hand der Flugwinkel der durchdringenden Schauerteilchen. 
*Bevor wir eine vollstandige Liste der auf den verschiedenen Wegen ge- 
‘wonnenen Ergebnisse zusammenstellen (siehe Tabelle IV und Abbildung 5), 
(wollen wir noch einige Bemerkungen methodischer Art einfiigen. 

*Erstens enthalten sowohl die ,,Schauer‘‘-Teilchen in der Photoemulsion als 
jauch die durchdringenden Teilchen in der Wilsonkammer einen erheblichen 
»Anteil Protonen. Fiir eine Photoemulsion betragt nach (33) der mittlere 
‘Mesonenanteil unter den Schauerteilchen 79 + 6%, wobei die Verainderung 
laicses Anteils mit der Primarenergie und der Ordnungszahl des Kerns 
inirgends eingehender untersucht wurde. Fir eine Wilsonkammer schwankt 


‘nach (16, 34) u. a. der Mesonenanteil unter den durchdringenden Teilchen, 


i 


j 
4 
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die aus dem Blei austreten, von 0,3 bis 0,8 in Abhangigkeit vom steuernden 
Zahlrohrsystem und der Schauerenergie. Eine Abhingigkeit von der Ord- 
nungszahl wurde nirgends untersucht. 

Zweitens liefern auch unmittelbare Messungen der Energie des (geladenen) 
Primarteilchens keine vollstandige Vorstellung von der Art der beobachteten 
Wechselwirkung; insbesondere bleibt die Frage nach dem méglichen Anteil 
der Mesonen an der Erzeugung der beobachteten Schauer offen. Nach (2) 
machen die z-Mesonen fiir in der Stratosphire belichtete Photoplatten etwa 
15% der gesamten kernaktiven Komponente aus, jedoch kann dieser Prozent- 
satz bei Variation der Versuchsbedingungen auch wesentlich hoéher werden. 
Beim Vergleich der Anzahl der Sekundarteilchen n, mit der Primarenergie # 
liegt schlieBlich stets eine Unbestimmtheit vor. Fir kleine Werte n, ent- 
spricht die Schwankung um den Mittelwert , (Z) dem Potssonschen Gesetz, 
obwohl die Berechnungen der entsprechenden statistischen Gewichte, die 
FERMI in der einfachsten Variante seiner Theorie durchfiihrt (54), zu starkeren 
Schwankungen fihren. Bei groBen Werten n, sind die Schwankungen 
wesentlich héher und auch von anderem Charakter, als dem PoIssONschen 
Gesetz entspricht. 

Bei der Untersuchung der Abhangigkeit der Anzahl », von einem der Para- | 
meter, die die Winkelverteilung der Sekundarteilchen beschreiben (beispiels- . 
weise vom Flugwinkel 6.), innerhalb dessen die Halfte der Teilchen liegt), , 
fanden einige Autoren, daB diese Abhingigkeit aus mehreren Asten besteht. . 
Man hat versucht, jeden Ast dieser Kurve mit einer bestimmten Anzahl auf- . 
einanderfolgender StdBe des einfliegenden Nukleons mit den Nukleonen des | 
Kerns zu verknipfen [vergleiche (36, 37)], wobei als experimentelles Kri- . 
terium fiir die Anzahl dieser St6Be die Anzahl schwerer Teilchen im Schauer ° 
vorgeschlagen wurde. Wie jedoch in der Arbeit (38) gezeigt wurde, wird die : 
Vorstellung von aufeinanderfolgenden St6B8en bei hohen Primarenergien ; 
sinnlos. Adaquater ist offenbar der Vorschlag von COCCONI (39), die Wechsel- - 
wirkungen nach der Anzahl der gleichzeitig beteiligten Kernnukleonen einzu- - 
teilen; des Versuch des Autors, eine quantitative Deutung der Erscheinungen . 
im Rahmen der FERMIschen Theorie zu geben, ist aber schon deshalb zweifel- 
haft, weil die Ergebnisse dieser Theorie mit den Daten iiber die weiten atmo- 
spharischen Schauer nicht tibereinstimmen [siehe (38)]. 

Nach diesen Bemerkungen betrachten wir die Angaben der einzelnen Autoren 
uber die mittlere Multiplizitat n,(#) fir den Fall schwerer Kerne (Pb, Au, 
Photoemulsion) und gehen dann zu einem Vergleich der Ergebnisse fiir 
Kerne mit verschiedenen Ordnungszahlen iiber. 

Die Daten der Tabelle IV sind der Anschaulichkeit halber in Abbildung 5 
nochmals dargestellt; die gestrichelte Kurve deutet hier die Proportionalitat : 
von n, mit Hs an, die nach den Theorien von FERMI (35) und LANDAU (42) 
fiir hinreichend hohe Primidrenergien gelten soll. 

Von groBter Bedeutung fiir das Problem, wie die Multiplizitat der Mesonen- 
erzeugung von der Anzahl der Nukleonen im Kern abhiangt, sind die Experi- - 
mente mit Wasserstoff, die sowohl mit der Zahlrohrmethode (6, 43) als auch 
mit Hilfe der Wilsonkammer (45, 46) durchgefihrt wurden. Trotz der Dirftig- | 
keit des in diesen Arbeiten gewonnenen Materials kann man behaupten, daB | 
bei der Wechselwirkung zweier freier Nukleonen wirklich eine Vielfach- ; 
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Tabelle IV. 


ittlere Multiplizitat n, fiir die Bildung von ,,Schauer“- und durchdringenden Teilchen 
in schweren Kernen bei verschiedenen Primarenergien 2 


Methode zur Be- | Natur der 
Apparatur stimmung der E [BeV] Ns Sekundarteil- 
Energie # chen 
@Photoplatte (2) unmittelbare Mes- | 0,5 —0,8 0,1 Alles Schauer- 
sung mittels Viel- 0,8 —1,25 0,4+0,1 teilchen 
fachstreuung 1,25—1,9 0,8+0,2 
1,9 —4,3 1,6+0,25 
4,3 —9,4 2,4+0,4 
® Emulsions- Energiemessung ~ 1000 1642 Alles Schauer- 
kammer (40) . oder Analyse der ~ 5000 20+42 teilchen 
Winkelverteilung ~20000 3144 
der Sekundar- 
teilchen 
Wilsonkammer Messung des Durch- 1— 2 0,5+0,25 durchdringende 
' mit Hodoskop dringungsver- 2— 4 0,5+0,65 Teilchen 
CO) aS Se mdogens der Sekun- 4— 6 1,2+0,6 
darteilchen und 6—10 3,3+0,65 
Analyse der Elek- 
tronenkomponente 
Wilsonkammer Messung der Streu- -~30 ~ durchdringende 
mit Platten ung und der Win- ~60 wll Teilchen 
(URN Sr ae eae kelverteilung der 
Sekundarteilchen 


jerzeugung schneller Teilchen erfolgt, wobei die Intensitét der Vielfach- 
i erzeugung geringer ist als fiir die leichten zusammengesetzten Kerne; das 
iliegt offenbar an der hédheren energetischen ,,Schwelle“‘ des Prozesses; 
9) weniger wahrscheinlich ist die Vermutung, daB8 der Querschnitt mehrmals 
) kleiner ist als der geometrische (selbst bei hinreichend hohen Energien). 
) Umfangreicheres experimentelles Material wurde mit Hilfe der Wilsonkammer 
4 [siehe z. B. (46, 47 u. 48)] beim Vergleich von Schauern, die an leichten (Be, C) 
%) und an schweren (Pb) Kernen erzeugt wurden, gewonnen. Leider sind die auf 
4 den Steuerungsmechanismus zuriickzufiihrenden Unterschiede in der 
| Schauerverteilung (Anzahl der Schauer mit , durchdringenden Teilchen) so 
® groB, daB schon hierdurch ein gewisser Mittelwert von n, festgelegt wird, 
} und die Schauerverteilungen in verschiedenen Apparaturen weichen noch viel 
) starker voneinander ab als in der gleichen Apparatur, aber bei Bildung der 
+ Schauer in verschiedenen Substanzen. 
), Trotzdem steht wohl fest, da8 Apparaturen mit hinreichend_,,fester‘ 
~ Steuerung!) wesentlich mehr groBe Schauer (n, > 6—8) aus schweren 
} Kernen registrieren als aus leichten. 


| 1) Unter einem ,,festen‘‘ steuernden System versteht man gewodhnlich eines, das nicht 
_ weniger als zwei Teilchen mit Energien von je einigen Hundert MeV auflést. 
10 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘‘ 
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Die experimentellen Untersuchungen zur ,,Ladungsasymmetrie“ der Mesonen 
lassen sich in drei Gruppen einteilen: 


a) Experimente iiber die Erzeugung von 2-Mesonen an verschiedenen Kernen 
in einem fiir Beschleunigungsanlagen zuginglichen Energiegebiet ; 

b) Daten iiber die Erzeugung von z-Mesonen verschiedenen Vorzeichens ; 
durch verhaltnismaBig langsame Nukleonen in der kosmischen Strahlung ; 

c) Untersuchung einzelner jz-Mesonen verschiedener Energie (auch in der 
kosmischen Strahlung). 


Die mit Beschleunigungsanlagen gewonnenen Ergebnisse [vergleiche be- | 
sonders die Arbeiten (49—51)] geben ein ganz klares Bild. Bei Energien der ° 
Primarnukleonen von etwa 400 MeV weicht die tiber das ganze Mesonen- 
spektrum gemittelte Ladungsasymmetrie s = n*/n~ sehr stark von Eins ab 
und erreicht im Fall leichter Kerne einen Wert bis zu 10 fiir Protonen und bis 
zu 4/,) fir Neutronen. Fir schwere Kerne (Pb) weicht die GréBe s dagegen | 
verhaltnismaBig wenig von 1 ab. Fir leichte Kerne beobachtet man auch eine | 
Abnahme von s mit wachsender Primdrenergie der Nukleonen (52). Eine - 
qualitative Bestatigung dieser Ergebnisse kann man in den Experimenten | 
(28, 29, 53) erblicken, die mit Photoplatten durchgefiithrt wurden und bei 
denen die in der Photoemulsion gebremsten z-Mesonen beobachtet wurden, 
deren Entstehung im wesentlichen auf verhaltnismaBig langsame Neutronen 
zurickgefiihrt werden kann. 

Die gleiche erhebliche Ladungsasymmetrie wurde im Impulsbereich von 
80—340 MeV/c bei Experimenten (54) mit dem magnetischen Massenspektro- 
meter von ALICHANJAN beobachtet; hier wurden die Mesonen kleiner Weg- 
lange, die in einen Bleiblock von Neutronen mit im allgemeinen auch ver- 
haltnismaBig geringer Energie erzeugt wurden, abgetrennt. 

Die in der Arbeit (35) durchgefiihrte qualitative Behandlung der erwahnten 
Tatsachen beruht auf der Anwendung des Pauli-Prinzips bei der Berechnung 
der statistisch moglichen Zahl von Endzustéinden eines Systems, das aus 
Nukleonen und einem erzeugten Meson besteht. 

Experimentelle Daten tiber die Ladungsasymmetrie der Mesonen bei Elek- 
tronen-Kern-Schauern sind kaum vorhanden. Insbesondere wird in einer 
Arbeit mit der Wilsonkammer (56), wo der Impulsverteilung der Schauer- 
teilchen und dem Ladungsvorzeichen viel Aufmerksamkeit geschenkt wird, 
die ganze beobachtete Ladungsasymmetrie den Photonen zugeschrieben; die 
erzeugende Komponente bestand jedoch offenbar gleichermaBen aus Protonen 
und Neutronen, so daf das Ergebnis nicht iiberzeugend ist. Es gibt aller- 
dings eine indirekte, wenn auch nicht ganz eindeutige Methode, zur Unter- 
suchung der Ladungsasymmetrie fiir leichte Kerne; sie beruht auf einer 
Analyse der einzelnen -Mesonen. Die zahlreichen Arbeiten zu diesem Problem 
wurden mit Hilfe folgender Apparaturen durchgefihrt: 

a) Wilsonkammer im Magnetfeld [siehe z. B. (57) sowie auch die Zusammen- 
stellung der Daten in (58)]; 

b) magnetische Analysatoren vom Hodoskoptyp [siehe (59), 60, 61 u. a.)]; 

c) die Methode der Zahlrohre mit verzégerter Koinzidenz [siehe (62)]; 

d) die Methode der als Teleskop angeordneten Zahlrohre und der sogenannten 
magnetischen Linse, d. h. des magnetisierten Eisenfilters [siehe z. B. (63)]. 
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) Kine Zusammenstellung der Ergebnisse fiir Mesonen verschiedener Energie in 
'geringen Hohen zeigt Abbildung 6; aus ihr ergibt sich ganz klar ein An- 
‘0§ wachsen von s mit der Energie der j-Mesonen und spiterhin eine Tendenz 
zur Abnahme von s bei Energien von der Grofenordnung 10! eV. Ein ent- 
"( sprechendes Bild erhalt man, wenn man die Anderung von s mit der Hohe fiir 
) langsame Mesonen an Hand der einzelnen Daten verfolgt [siehe z. B. (64)]; 
_mit wachsender Héhe des Beobachtungsortes nimmt namlich die mittlere 
= Energie der Mesonen an ihrem Entstehungsort monoton ab!). 

f Eine qualitative Deutung dieser Abhingigkeit der GréBe s von der Energie 
der Mesonen selbst und von der damit zusammenhingenden Energie des 
© Primarnukleons kann folgen- 
§ dermafen lauten: die lang- 
# samen Mesonen werden im 
i wesentlichen von Nukleonen 
‘? geringer Energie erzeugt, fiir 


) schenliegender Kernwechsel- 
 wirkungen die Ladungsasym- 
‘t metrie der kosmischen Primar- 
4 strahlung stark ausgeglichen 
} und sie sogar infolge der Ioni- 0 0 jet 
® sationsbremsung der Protonen c. 
unter Eins gedriickt hat. Im Abb. 6. Zusammenhang zwischen der Ladungsasymmetrie 
i Gegensatz dazu wird fiir Meso- 8s = nt/n~ und der Energie E,, der einzelnen u- 
{ nen hoéherer Energie, die aus Mesonen in Meereshoéhe nach verschiedenen Daten 
i) der gesamten Dicke der Atmo-- 
| sphare stammen, der Anteil der Primarstrahlung wesentlich héher ; bezeichnet 
’ man die mittlere Vielfachheit der Mesonenerzeugung, auf ein Primarproton 
*% gerechnet, mit v (#), so muB die Beziehung 
| y(#) +1 

(8) =a (1) 
Aus dieser Gleichung geht hervor, da die Vielfachheit im Gebiet des Maxi- 
mums von s (s = 1,25—1,3) etwa 3,5—4 betragt; bei weiterer Zunahme von £ 
muB8 s infolge der Zunahme der Vielfachheit der Mesonenerzeugung ab- 
nehmen. Man kann also annehmen, da8B im Gegensatz zum Gebiet kleiner 
Energien die Ladungsasymmetrie der Mesonen sozusagen durch eine gleich- 
mifige ,,Zerstaubung“ der Ladung des erzeugenden Teilchens auf samtliche 
Sekundarteilchen bedingt wird, was letzten Endes auf der Ladungssymmetrie 
der Kernwechselwirkung der Nukleonen beruht. 


4. Die Winkelverteilung der ™-Mesonen im Elementarakt der 
Mesonenerzeugung 


Zur quantitativen Nachpriifung der verschiedenen Vorstellungen tiber den 
Mechanismus des Elementarakts der Mesonenerzeugung mu man nicht nur 


1) Mit anderen Worten: es nihert sich die effektive Erzeugungshéhe der registrierenden 
Apparatur. 
10* 
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die integralen, sondern auch die differentiellen Querschnitte des Prozesses, — 
d. h. die Winkel- und Energieverteilung der emittierten Mesonen kennen. Es 
besteht Grund zu der Annahme, daB diese Verteilungen im Laborsystem 
nicht als voneinander unabhangig betrachtet werden konnen, und da8 im 
Schwerpunktsystem der stoBenden Teilchen (Nukleon und Kern) einfachere 
GesetzmaBigkeiten gelten. Da uns das Gebiet nicht zu kleiner Primarenergien 
E interessiert, in dem einerseits die Wellenlainge des einfliegenden Nukleons 
klein gegentiber dem Wirkungsradius 7, der Kernkrafte’) und andererseits 
die Energie selbst groB gegen die Bindungsenergie der Nukleonen im Kern 
ist, ist es sinnvoll, bei dem einfachsten Modell der Wechselwirkung zweier 
freier Nukleonen zu bleiben und die Winkel- und Energieverteilung der 
Mesonen im Schwerpunktsystem?) dieser beiden Nukleonen zu betrachten. 
Es gibt allerdings eine ganze Reihe theoretischer Argumente dafiir, da8 dieses 
einfachste Modell?) durchaus nicht das einzig mégliche ist (besonders fir 
hohe Energien von etwa 10" eV und dariiber [siehe z. B. (38)] und daB die 
Wechselwirkung eines Nukleons mit einem Kern nicht auf aufeinander- 
folgende St6Be je zweier Nukleonen reduziert werden kann. 

Wir geben hier die Beziehungen (2) bis (6) an [siehe z. B. (20) und (65)], die 
einerseits die Energie (HZ = y Mc?) oder den Impuls (p) des mit der Ge- 
schwindigkeit (f,) einfliegenden Nukleons oder der entsprechenden GréBe y, 
fir das Schwerpunktsystem und andererseits die Winkel, Energien und 
Impulse beliebiger Teilchen im SS (6), & und p,)) und im Laborsystem 
(8, ¢, p) verkniipfen: Bs 


ee 
1—f2  2Me’ 2 
1 
y= Veet (3) 
1 1 Bs 


t, = ct 
6 5 8 Cas erg Bein, yd eae (4) 


= l Bs 
cud iesany + Po cos 9 V1 B ? (5) 
1 Bs 
= fe 6) 
ar a er . 


In den Beziehungen (2) bis (6) bedeuten 0, 0) den Winkel mit der Bewegungs- 
richtung des Primarnukleons; die Energien e, ¢ und die Impulse p, py sind in 
den Einheiten mc? bzw. mc ausgedriickt. 

Die mit Hilfe von (2) berechnete Abhangigkeit der GréBe B, von EF ist in 
Abbildung 7 dargestellt. . ; 
Experimentelle Daten, die in unmittelbarer Beziehung zu StéBen zweier 
freier Nukleonen (Protonen) stehen, wurden nur in Experimenten mit 
Beschleunigungsanlagen gewonnen [siehe (66, 77)]; hierbei ergab sich fir das 


p cos 0 = py cos 6, 


1) Die Bedingung 4 < 7, ist fiir H > 300 MeV erfillt. 
*) Im folgenden werden wir dafiir die Abkiirzung S'S benutzen. 
3) Wir werden es kurz als Nukleonenpaarmodell bezeichnen. 
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“SS eine Winkelverteilung von der Form cos? 6, (die Primarenergie betrug 
340 MeV). 

D ‘ie von FERMI entwickelten theoretischen Uberlegungen (67) zeigten, daB bei 
uf hoheren Energien infolge von nichtzentralen StéBen ein noch héherer 
-Anisotropiegrad zu erwarten ist. 

Die wichtigsten experimentellen Daten tiber die kosmische Strahlung, die 
peich: auf zusammengesetzte Kerne bei Primarenergien von 10°—10 eV und 
( dariiber beziehen, wurden mit Hilfe zweier Methoden gewonnen: Photoplatten 
jtund Wilsonkammern. 

9 Bei den Experimenten mit Photoplatten erhalt man nur schwer statistisch 
4, begriindete SchluBfolgerungen, die sich unmittelbar auf Kerne bestimmter 
“tOrdnungszahl beziehen; 

yes gibt jedoch eine Még- Bs 

‘lichkeitzurUntersuchung 10 

der Zwei-Nukleonen- 09 


08 


‘mit geringer Anzahl 27 
_ langsamer Teilchen 06 
4, (,, schwarze“ und,,graue“‘ 
| Spuren). Von besonderer % 

BedeutungsinddieDaten % 

Jiiber die sogenannten 

i ,,jets“‘, die neben einer 

‘© geringen Anzahl schwerer 

§ Teilchen eine grofe An- F 
i zahl von Schauerteilchen k 


fenthalten, wodurch die TRetanret at Spl etgone et 10 [Bev] 
i Analyse F individueller Abb. 7. Zusammenhang zwischen der kinetischen Energie des einflie- 
§ Falle erleichtert wird genden Nukleons (£;) und der Geschwindigkeit (v, = £,c) des 
i- . eo: * Schwerpunktsystems fiir den Fall eines StoBes mit einem 
{ Dabei kann man _ nicht ruhenden Nukleon 


) behaupten, da das Kri- 

© terium der geringen Anzahl oder selbst des vollstandigen Fehlens langsamer 
‘ Protonen unbedingt zuverlassig ist. Beispielsweise werden in (68) Falle an- 
+ gefihrt, in denen die Annahme, daB es sich um eine Zwei-Nukleonen- 
| Wechselwirkung handelt (ohne Beteiligung langsamer Teilchen), dem Gesetz 
| der Erhaltung der Ladung widerspricht. 

| Beachtenswert ist auch eine Analyse der Winkelverteilung der Teilchen in 
} den ,,jets‘‘, die in den Arbeiten (39 u. 69) durchgefiihrt wird. Schatzt man 
| im Rahmen der Hypothese der Zwei-Nukleonenwechselwirkung die GréBe y, 
{ ab und geht dabei von der Winkelverteilung der Schauerteilchen aus, so zeigt 
+ sich, daB zwischen y, und der Vielfachheit der Erzeugung schneller Teilchen 
(n,) kein eindeutiger Zusammenhang besteht, so daB z. RB. COCCONI (39) 
gezwungen wurde, seine Zuflucht zu einer Wechselwirkung mit einer Gruppe 
von Kernnukleonen zu nehmen. 

Sieht man von den Zweifeln an der Giiltigkeit des Zwei- Nukleonen-Modells 
' ab, so ist das Hauptproblem, auf das man bei der Untersuchung der Winkel- 
| verteilung der Teilchen st68t, die Frage nach der Art der Winkelverteilung 
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im SS und insbesondere nach dem Grad der méglichen Anisotropie dieser 
Verteilung. Direkte Daten tiber die Primirenergie sind dabei im allgemeinen 
nicht vorhanden, und man muB daher bei der Bestimmung der GréBe y, wieder 
gewisse Parameter der Winkelverteilung im Laborsystem benutzen. Es gibt 
mehrere Arten zur Berechnung von y, aus der Winkelverteilung [vergleiche 
insbesondere (69) u. (70)], bei denen entweder Isotropie im SS oder nur eine 
Symmetrie der Winkelverteilung gegeniiber der zur Bewegungsrichtung des 
Primarnukleons senkrechten Ebene angenommen wird: 
a) Vergleich der Winkel 0, und 6,_;, innerhalb deren die Bruchteile / baw. 1 —/ 
simtlicher Schauerteilchen emittiert werden. Ein Spezialfall ist die Ab- 
schitzung von y, aus dem ,,Halbwertswinkel“ 6:,,); ist im SS eine Isotropie 
vorhanden und gilt zusatzlich die Bedingung f,/B, = 1, so erhalt man die 
besonders einfache Beziehung: 
oe all 

(tg 6)? = (7) 
b) Bestimmung des Winkels 0,,,x (Maximalwinkel im Laborsystem) bei 
einem bekannten Wert der mittleren Mesonenenergie im SS; 
c) Bestimmung der GréBe y,, fiir welche eine experimentell beobachtete 
Winkelverteilung (in einem individuellen Schauer) am wahrscheinlichsten ist. 


Die Anwendung dieser drei Methoden auf die Daten der Arbeit (69) hat tiber- 
einstimmende Werte fiir y, (zwischen 20 und 1000 BeV) ergeben; die Um- 
rechnung der beobachteten Winkelverteilung auf das SS zeigte, daB die 
Anisotropie, falls vorhanden, gering ist (etwa dieselbe wie fiir die Funktion 
cos @). 

Andererseits haben mehrere Autoren eine Reihe von Fallen beobachtet, die 
sich manchmal auf noch hohere Energien bezogen (bis 101° eV), bei denen die 
scharfe Trennung sémtlicher Schauerteilchen in einen engen und einen weiten 
Kegel eindeutig fiir eine hohe Anisotropie im SS spricht [siehe z. B. (71)]. 

Ein anderes Verfahren zur Priifung der Annahme einer Isotropie im SS 
wurde in der Arbeit (72) benutzt. Die Autoren dieser Arbeit geben zunachst 
eine analytische Form des Spektrums im SS vor, und zwar 


f(co)dey = POS (8) 


Diese Form steht mit dem experimentell bestimmten Spektrum (im Labor- 
system) fiir Schauer mit y,-Werten, die aus direkten Messungen bekannt sind, 
in Ubereinstimmung. Dann wird der Gesaintanteil des riickwarts gerichteten 
Stroms B im Laborsystem (d.h. der Strom der Schauerteilchen unter 
Winkeln 6 = 90°) berechnet und mit den entsprechenden, in Abbildung 8 
dargestellten experimentellen Daten (2) verglichen. Der berechnete Wert 
von B liegt hierbei offenbar zu tief, was die Autoren selbst nicht so sehr auf 
eine Anistropie im SS als vielmehr auf den Einflu8 eines inneren Kaskaden- 
prozesses in den schweren Kernen zuriickzufiihren geneigt sind. 

Zur qualitativen Aufklirung der Frage nach dem KEinflu8 eines solchen 
Kaskadenprozesses innerhalb des Kerns kann man die Ergebnisse der Arbeit 
(2) tber den Zusammenhang zwischen der Winkelverteilung (in der Pro- 
jektion) und der Anzahl schwerer Teilchen (N,) oder der Anzahl der Schauer- 
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'@hierdurch die urspriingliche Annahme 
ieiner Isotropie im SS gestért wird, 
“kann man kaum sagen. Wir erwihnen 
t@ibrigens, daB die in Abbildung 9a 
gond 9b dargestellten Verteilungen 


(imittleren Ablenkwinkel der Mesonen 
i zur Kinfallsrichtung der Primarteilchen 
geben. Zu diesem Zweck geht man 
© besser von der in Abbildung 10 dar- 
* gestellten Verteilung aus, die aus der 
‘} Arbeit (78) stammt, und in der die 
') Winkel nicht auf die Projektion, son- 
@ dern auf den Raum und die Ordinaten 
1 auf gleiche Intervalle des Raum- statt 
‘§ des ebenen Winkels bezogen sind. 

‘) Wir gehen noch kurz auf die mit Hilfe 
4 der Wilsonkammer gewonnenen Er- 
‘6 gebnisse ein. Hierbeimu8 man vorallem 
' beachten, daB die mit dieser Methode 


Zo es 6 C1 12 ter 16.18: Ns 


Abb. 8. Der riickwartsgerichtete Strom der Schauer- Abb. 9. 


teilchen als Funktion der Gesamtzahl dieser 
Teilchen (”,) nach (19) 


gewonnenen Winkelverteilungen bei 
Experimenten mit verschiedenen Appa- 
raturen nicht tibereinstimmen; ebenso 
unterscheiden sie sich von den mit Hilfe 
von Photoplatten gewonnenen Daten 


tof eilchen (n;) im Schauer benutzen (Abbildungen 9a und 9b). Es laBt sich 
\@offenbar tatsaichlich ein gewisser Einflu8 eines Kaskadenprozesses innerhalb 
“gdes Kerns beobachten (vergleiche die Daten Abbildung 9a), inwieweit jedoch 


40° 60° 120° 160° 
a) 


40° 80° 120° 160° 


Winkelverteilungen der Schauerteilchen fiir 
verschiedene Schauer in 20,5 km Hohe nach 
(19). Auf der Abzissenachse ist der Winkel 0 
(in der Projektion) zur Bewegungsrichtung 
des Primarteilchens aufgetragen a) Schauer 
mit verschiedenen Anzahlen (7) relativisti- 
scher Teilchen. 1: nm; = 1—3; 2: n, = 4—7; 
3:m, = 8 b) Schauer mit verschiedenen An- 
zahlen schwerer Teilchen N;: ¢: N, < 6, 
¥:N, 27 


ziemlich stark. Beide Tatsachen beruhen auf den starken Unterschieden, die 
das steuernde Zahlrohrsystem und die geometrisch-experimentelle Anordnung 
sowie auch die Schwierigkeiten bei der Abtrennung relativ langsamer Pro- 
tonen auf Grund ihres Ionisierungsvermégens mit sich bringen. Aus diesen 


152 


G. B. SHDANOW 


Griinden weichen die Ergebnisse, die fiir eine bestimmte Substanz mit ver- 
schiedenen Apparaturen gewonnen wurden [vergleiche z. B. die Daten von 
CHAN (47) und GREEN (73)], wesentlich mehr voneinander ab als Daten 
iiber verschiedene Substanzen, die aus derselben Apparatur stammen. 

Auf Grund der groBen Anzahl von Messungen an leichtem (Be, C) und. 
schweren Substanzen (Pb) unter vergleichbaren Bedingungen, kann man _ 
sagen, daB die mittleren Flugwinkel der Mesonen nur unwesentlich vonein- 
ander abweichen. Die interessantesten Riickschliisse werden in einer der ' 
letzten Arbeiten (74) gezogen; die Autoren verwandten besondere Sorgfalt 
auf die Klarung der Frage nach der Isotropie der Winkelverteilung im SS. 
Unter Benutzung der Beziehung (7) faBten sie die Schauer von C und Pb in 


Gruppen zusammen 1) 


logarithmischen MaBstab) den Zusammenhang der GroBen tg # und T 


iQ 
ic 


Ce 
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(C) 


40 60 80 100 
Mittlere Winkelverteilung 
der Schauerteilchen in 
3,3 km Hohe nach (31). Auf 
der Abzissenachse ist der 
Winkel @ (réumlich) zur 
Einfallsrichtung des Pri- 
marteilchens, auf der Ordi- 
natenachse die Anzahl der 
Falle, bezogen auf die 
Raumwinkeleinheit, auf- 
getragen 


und konstruierten fir jede Gruppe (im doppelt- 


f(9) 

— f(6)4 
Die geringe Abweichung der gewonnenen Kurven 
von Geraden mit einer Steilheit von nahezu 2 — 
diente als Kriterium fiir die Richtigkeit der Aus- | 
gangsannahme, da im SS Isotropie herrschte 
(die Autoren itiberzeugten sich davon, daB eine 
Verteilung von der Form cos? 6 im SS zu 
einer starken Abweichung von der erwahnten 
Geradlinigkeit fiihren wiirde). Indem sie aus der 
Lage der Geraden die Werte y, bestimmten, tiber- 
zeugten sich die Autoren davon, da diese Werte, 
die in der GroBenordnung 10 BeV liegen, fir 
C und Pb nur wenig voneinander verschieden 
sind (fiir Werte 0 < 25° etwa um den Faktor 1,5); 
das ist ein Hinweis auf den geringen EinfluB 
der Kernkaskadenprozesse im Pb-Kern. 

Zum Schlu&8 beschaftigen wir uns noch mit 
der Winkelverteilung der Mesonenkomponente 
in der Atmosphare. Beobachtet man in einer 
Hohe 2, die Intensitaét des ~-Mesonenstroms mit 
einer Energie oberhalb eines gegebenen Wertes E, 


unter einem gegebenen Winkel m gegen das Lot, so wird diese Intensitat 
durch folgende Faktoren bestimmt: 


a) das Absorptionsgesetz der kernaktiven Komponente mit zunehmender 
Atmospharentiefe ; 
b) die Winkelstreuung der z-Mesonen an ihrem Ursprungsort; 

c) die Winkelstreuung der ~-Mesonen beim Zerfall der 7-Mesonen; 

d) die Vielfach-Winkelstreuung der u-Mesonen auf ihren Weg durch die 
Atmosphire; 


e) Zerfall und Ionisationsbremsung der u-Mesonen auf diesem Wege sowie 
ihr Spektrum am Entstehungsort. 


1) In eine solche Gruppe gehérten Schauer mit ungefahr gleichen Werten des mittleren 
Flugwinkels der Teilchen. 
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Man sieht leicht, daB am wesentlichsten der erste und der letzte Faktor sind, 

nd zwar besonders bei hinreichend hohen Werten Z,. Im Gegensatz zum 
all der Winkelverteilung der kernaktiven Komponente kann hierbei die 
bsorption dieser Komponente auf einigen Weglingen der Kernwechsel- 
i rirkung in der ee wo die schweren Kerne der Primarstrahlung 


ei. folponde Ergebnisse: 


, ‘1. Extrapoliert man die iibliche Absorptionskurve der kernaktiven Teilchen 
jexp (— cd bis an die Grenze der Atmosphare, so erhaélt man bei 


: allen plausiblen Annahmen itiber die Form der Funktion G(£) eine wesent- 
t lich steilere Winkelverteilung der Mesonen, als sie das Experiment liefert 
2 (cos® 0 statt cos? 9); dies gilt von einer Energie Ey:= 2-BeV an, 

2. Auch wenn man annimmt, da die Energie der schweren Kerne, die 


ungefahr gleich der Halfte der Gesamtenergie der Primarstrahlung ist, mit 


i) Fallen das Mesonenspektrum die gleiche Form hat wie fir Protonen, laBt sich 
keine Ubereinstimmung zwischen der berechneten und der experimentellen 
9 Verteilung erreichen. 


die Diskrepanz gegeniiber der experimentellen Winkelverteilung nicht 
* gemildert wird, deutet darauf hin, daB die Ursache fiir diese Diskrepanz nicht 
jin einer Vernachlassigung der Faktoren b), c) und d) legen kann. 

| Die wahrscheinlichste Erklarung fir die erwi dihnte Diskrepanz ZW ischen 


{ _Photoplattenmethode gewonnene Erzeugungsspektrum der Mesonen G'(E) (78) 
4) groBere Unterschiede gegeniiber dem Luftspektrum aufweist, als man auf 
Grund einer Analyse des Ganges der Mesonen mit der Hohe gewohnlich 


5. Das Energiespektrum der Mesonen 


{ Die vorhandenen Daten iiber die Spektren der z-Mesonen, die bei Kernwech- 
) selwirkungen entstehen, lassen sich in drei Hauptgruppen einteilen: 


, a) direkte Daten iiber die Wechselwirkung bei einem bestimmten Wert der 
‘ Primirenergie, die mit Hilfe von Beschleunigungsanlagen gewonnen worden 
' sind; 

| b) direkte Daten, die mit verschiedenen Apparaturen bei der Untersuchung 
der Mesonenerzeugung durch die gesamte kernaktive Komponente der 
kosmischen Strahlung gewonnen wurden; 

c) indirekte Daten, die im wesentlichen aus einer Analyse des Spektrums und 
der Absorptionskurve einzelner Mesonen in der Atmosphare und in dichter 
Materie stammen. 
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Die mit Beschleunigungsanlagen erzielten Ergebnisse lassen nicht nur eine | 


Bestimmung des Mesonenspektrums bei gegebener Primirenergie, sondern 
auch eine Klarung der Abhangigkeit dieses Spektrums von der Target- 
substanz und dem Emissionswinkel der Mesonen zu. Die entsprechenden 


Ergebnisse aus der Literatur (49, 50, 75, 76), die sich im wesentlichen auf’ 


Protonen mit Energien von 340—380 MeV beziehen!), sind in Abbildung 11 
dargestellt. Beim Ubergang vom Wasserstoff zu schwereren Targetsubstanzen 
verschiebt sich der wahrscheinlichste Wert der 2-Mesonenenergie zuerst 
schneller, dann langsamer in Richtung auf geringere Energien. Die Lage des 
Wasserstoffmaximums wird hierbei durch den groBen Querschnitt der Reak- 
tion p + p> d— 2 bestimmt; in den tbrigen Fallen beruht der verhaltnis- 
maBig geringe Einflu8 der Ordnungszahl offenbar auf einer sekundaren 
Wechselwirkung der Nukleonen und z-Mesonen innerhalb des Kerns, von der 


schon im Zusammenhang mit dem- Problem der Vielfacherzeugung die Rede | 


war. 

Beim Ubergang von kleinen zu groBen Flugwinkeln (im Laborsystem) 
nehmen die wahrscheinlichste und die mittlere Mesonenenergie ebenfalls ab, 
was letzten Endes auf dem Impulserhaltungssatz beruht. Hierbei macht, 
wie in (77) gezeigt wird, die Impulsverteilung der Nukleonen im Kern einen 
wesentlichen EinfluB auf die Spektren geltend, und zwar besonders fiir groBe 
Winkel, so daB die Analyse der experimentellen Daten sogar zu einer Priifung 
der verschiedenen Hypothesen tiber die Art der Impulsverteilung der Nu- 
kleonen im Kern geeignet ist”). 

Die genauesten Aussagen tiber die energetischen Verhaltnisse bei der Mesonen- 
erzeugung in der kosmischen Strahlung wurden mit Hilfe von Photoplatten 
gewonnen, diese Methode gibt die Méglichkeit, innerhalb gewisser Grenzen 
die beim Elementarakt von sémtlichen geladenen Teilchen einschlieBlich der 
langsamsten freigesetzte Energie abzuschatzen. Es zeigt sich (2), daB fir 
, sterne‘‘, die von Protonen mit Energien zwischen 0,5 und 10 BeV erzeugt 
werden, die Energiebilanz folgendermafen aussieht. Bei mittleren Energien 
des Primarteilchens von 2,7 + 0,15 BeV fiihren die Teilchen mit ,,schwarzen‘‘ 
Spuren (mit einer Ionisation von J > 7J,j,) nur etwa 0,2 BeV ab, wobei zu 
dieser Gruppe auch die Neutronen mit Energien unterhalb 2,5 MeV gehoren. 
Die Teilchen mit ,,grauen“ Spuren (1,4 [min < J < 7Imin) und die Neu- 
tronen der entsprechenden Energie tragen 0,85 BeV davon (auf die z- 
Mesonen kommen hierbei nur 10%), und die Schauerteilchen schlieBlich 
(I < 1,4 Iyin) entfiihren 1,6 BeV, d. h. 60% der Gesamtenergie. Hierbei ent- 
fallt der Hauptteil der Energie der Schauerteilchen auf die z-Mesonen, 
wahrend die Protonen hoher Energie (ZH > 1,6 BeV) und der entsprechende 
Neutronenanteil nur 6% aller Faille ausmachen. Fiir leichte Kerne verschiebt 
sich allerdings die Energieverteilung auf Sekundaérnukleonen und Mesonen 
wesentlich zugunsten der Nukleonen. Die Grundlage fiir diese Behauptung 
bilden indirekte Daten, die WERNOW und seine Mitarbeiter erhielten [siehe 


1) Kirzlich angestellte Experimente mit dem Kosmotron (4, 25) haben noch keine 
genaueren Riickschliisse auf Mesonenspektren ergeben. 

*) Der Autor von (77) kommt zu dem Ergebnis, da diese Verteilung nahezu einer 
Gau8-Verteilung entspricht. 
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) Abb. 11. Energiespektren der 7-Mesonen, die von Protonen mit Energien von 340 —380 MeV an verschiedenen 
{ Kernen erzeugt wurden, fiir verschiedene Winkel 6 [nach (49, 50, 75, 76)]. 

a) Spektren fiir Wasserstoff (z+), @ = 0 und 6 = 60°; 

b) Spektren fiir Kohlenstoff (z+, z~), 6 = 0 und 4 = 90°; 

c) Spektren fiir Blei (z+, 2), 9 = 90°; HE, kinetische Energie des z-Mesons 
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(5, 9 u. 1); sie analysierten das energetische Verhiltnis zwischen der Primar- 
und den einzelnen Komponenten der kosmischen Sekundarstrahlung a 
Grund von Untersuchungen in verschiedenen Breiten und verschiedenen 
Atmosphirentiefen). Die Hauptergebnisse dieser Analyse sind: 


1. Primarprotonen mit einer mittleren Energie von 3 BeV erzeugen Mesonen 
in der Regel nur im ersten Kernwechselwirkungsakt; hierbei fiihren die 
Mesonen bei diesem Akt etwa 30% der Gesamtenergie ab (hiervon die 
geladenen Mesonen etwa die Halfte). 


2. Protonen héherer Energie (jedenfalls von 7 BeV an aufwarts und vermut- : 
lich bis 1000 BeV) erzeugen Mesonen bei mehreren aufeinanderfolgenden . 
Kernwechselwirkungen, jedoch kommen bei jedem dieser Akte auf die) 
Mesonen nicht mehr als 30% 
oe abl der Gesamtenergie; etwa 70% | 
konzentrieren sich auf das eine — 
Sekundarnukleon. 
Nach diesen allgemeinen Zu- 
sammenhangen erdrtern wir 
die direkten und indirekten 
Daten iiber die Form des 
z-Mesonenspektrums, die mit 
verschiedenen Methoden und 
unter etwas verschiedenen 
Beobachtungsbedingungen ge- 
wonnen wurden. 
Mit Hilfe von in 20,5 km 
Hohe belichteten Photoplatten 
bestimmten CAMERINI und 
seine Mitarbeiter (78) das Spek- 
trum von z-Mesonen, die in 
100 1000 , sternen“‘ verschiedenen Typs 
Protonen erzeugt wurden. Dieses Spek- 
Abb. 12. Differentielle Energiespektren der z-Mesonen und trum ist in Abbildung 12 ab- 
Protonen, die in ,,Sternen‘‘ in einer Photoemulsion : . : * 
entstanden sind. [Das Protonenspektrum ist nach gebildet ; es wurde im Energie- 
Ce erage tye te mer (28) und (78) interval von 30—1500 MeV 
tischen Energien (in Mev edie ad ae unmittelbar bestimmt. Die 
unten fiir die Protonen und oben fiir die Mesonen Daten fir geringe Energien 
ine sind nicht sehr beweiskraftig, 
da sie sich nur auf die in der Emulsion gebremsten z-Mesonen beziehen 
und da beispielsweise in der Arbeit (28) dieser Spektralbereich ganz 
anders aussieht [vergleiche die gestrichelte Kurve (1) in Abbildung 12]?). Fir 
héhere Energien wird der Abfall des Spektrums offenbar noch steiler (ent- 


1) Wesentlich fiir die unten darzulegenden Ergebnisse sind praktisch nur Tiefen, die sich 
auf die Stratosphare beschrinken. 

2) Die Versuche (28) wurden in groBer Héhe angestellt (> 26 km), wo sowohl die geo- 
magnetische ,,Abschneidung‘* des Spektrums der Primarstrahlung als auch das Vor- 
handensein schwerer Kerne von EinfluB sein kann. 
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sprechend einem Gesetz H,,-?> statt H,-)°, wobei EH, die Gesamtenergie des 
it-Mesons ist), wenn auch dieses Ergebnis nur auf indirektem Wege gewonnen 
tworden ist (durch Extrapolation des Protonenspektrums und Abschatzung der 
Gesamtzahl der Schauerteilchen). Durch Aufteilung der ,,Sterne‘‘ in Gruppen 
nit verschiedener Anzahl schwerer Teilchen versuchten die Autoren (78) 
» Abhangigkeit der Form des Spektrums von der Ordnungszahl 


Eine Untersuchung des z-Mesonenspektrums fiir Kaierhe tien mit 
-m Mittel noch hoherer Energie (in Elektronen-Kern-Schauern) wurde mit 
iHilfe der Wilsonkammer (34, 56, 79) und auch mit Hilfe des Hodoskops (80) 
Wurchgefihrt. In den meisten Fallen wurden die Impulse der Teilchen durch 
magnetische Analyse ermittelt [im Hodoskop (80) wurde der Ablenkungs- 
Swinkel in magnetisiertem Eisen gemessen], in der Arbeit (79) wurde die 
Methode der Mehrfachstreuung in den Platten, die in der Arbeit (87) quanti- 
iMativ ausgearbeitet worden war, angewandt. Die in den erwihnten Arbeiten 
/zewonnenen Ergebnisse titber das Mesonenspektrum sind weniger zuverlassig 
‘als die Ergebnisse der Photoplattenmethode, und zwar sowohl wegen der 
tschwierigen Trennung von Mesonen und Protonen als auch infolge ver- 
fschiedener Apparatureffekte, die die Form des Spektrums besonders fiir 
io eringe Energien verzerren. Trotzdem kann man die qualitative Anderung 
fdes Gesamtcharakters des Spektrums, die in einer Steigerung sowohl der 
mittleren als auch der wahrscheinlichsten Energie der z-Mesonen gegeniiber 
dem Spektrum von CAMERINI besteht, als gesicherte Tatsache ansehen. 
Dieser Hauptunterschied beruht offenbar auf dem Vorhandensein einer 
Sziemlich hohen ,,Energieschwelle‘“‘ fiir die erzeugende Komponente, die durch 
adas steuernde Zahlrohrsystem bestimmt wird. Noch bescheidener sind die 
(Daten, die sich auf den Vergleich der Spektren fiir schwere (Pb) und leichte 
iSubstanzen (CH;) beziehen; gleichwohl verdienen sie Beachtung, da die 
verschiedenen Substanzen in der gleichen Apparatur untersucht wurden (36). 
‘Es ergaben sich Hinweise darauf, daB beim Ubergang von einer schweren zu 
Veiner leichten Substanz die mittlere Mesonenenergie zunimmt. Dieses Ergebnis 
'laéBt sich zwanglos auf die abnehmende Rolle der Sekundarwechselwirkungen 
dinnerhalb des Kerns zuriickfiihren. 

‘Wie aus dem Vorstehenden ersichtlich ist, bestehen die wesentlichsten Liicken 
‘in den mit Hilfe direkter Methoden gewonnenen Aussagen iiber die Erzeu- 
tgungsspektren der a-Mesonen erstens in dem zu geringen untersuchten 
(Energiebereich, zweitens in dem fast vélligen Fehlen von Ergebnissen, die 
sich auf leichte Kerne beziehen, und schlieBlich im Fehlen hinreichend zuver- 
jlassiger Aussagen iiber die Abhangigkeit der Form des Spektrums von der 
t Energie des erzeugenden Teilchens und vom Flugwinkel des Mesons. 

Um diese Liicken zu schlieBen, ist es zweckmaBig, die indirekten, wenn auch 
jnicht immer eindeutigen Daten heranzuziehen, die sich auf die Untersuchung 
‘der Eigenschaften und des Verhaltens der Mesonenkomponente in der Atmo- 
isphare und in dichten Medien beziehen. 

)Eine dieser Untersuchungen bilden die Experimente tiber die sogenannten 
| Ubergangseffekte der langsamen Mesonen, d. h. die Erscheinungen, die auf 
‘der Anderung der Rolle der Zerfallsprozesse beim Ubertritt der kosmischen 
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Strahlung aus der Atmosphare in ein dichtes Medium beruhen. Diese Ex- 
perimente benutzen eine der folgenden Methoden: 


1. Verzégerte Zihlrohrkoinzidenzen (82, 83, 62). 
2. Ein Hodoskop mit Magnetfeld [Massenspektrometer von ALICHANJ AN (84)},| 
3. Photoplatten (85, 86). 


Die bereits in den Jahren 1947—1949 angestellten Experimente des Ver-' 
fassers und seiner Mitarbeiter (Methode der verzégerten Koinzidenzen)| 
gestatteten die qualitative Feststellung, dai fiir die gebremsten -Mesonen: 
ein Ubergangseffekt vorhanden ist, der besonders ausgepragt bei positiven: 
Mesonen ist. Die Deutung dieses Ergebnisses bestand darin, da auf hohen: 
Bergen eine Quelle fiir die lokale Erzeugung langsamer «-Mesonen vorhanden: 
sein muB, die auf dem Zerfall anderer kernaktiver Mesonen (z-Mesonen) beruht; 
diese haben eine mittlere Energie der Gro8enordnung 100 MeV und erzeugen: 
ihrerseits im wesentlichen Neutronen verhaltnismaBig geringer Energie; 
(bis 1 BeV). 

Die spiter mit dem Massenspektrometer (84) gewonnenen Ergebnisse ermég-- 
lichen eine quantitative Nachpriifung der einzelnen Annahmen itber das: 
Erzeugungsspektrum der langsamen z-Mesonen beider Vorzeichen; SAAKJAN| 
hat diese Analyse mit Hilfe besonderer Rechenmethoden durchgefiihrt (87). 
Noch genauere und eingehendere Auskiinfte tiber den Ubergangseffekt der: 
gebremsten Mesonen (fiir den Ubergang aus der Atmosphire in Eis) ergaben: 
sich in Experimenten mit Photoplatten (85, 86), und mit Hilfe dieser Daten 
148t sich nicht nur die Form des Spektrums nachprifen, sondern es lassen: 
sich auch bestimmte SchluBfolgerungen tiber das Verhaltnis des direkten und 
des riickwartsgerichteten Stroms langsamer z*-Mesonen ziehen. 

Das Hauptergebnis aller erwahnten Arbeiten zum Ubergangseffekt besteht 
in folgendem: bei den verschiedensten Substanzen unterscheidet sich das 
Erzeugungsspektrum der Mesonen durch die gesamte kernaktive Komponente 
der kosmischen Strahlung (in Gebirgshéhen) im Gebiet geringer Energien nur 
wenig von dem Spektrum von CAMERINI (78). 

Die zweite Methode zur Untersuchung des Erzeugungsspektrums der z- 
Mesonen ist nur auf leichte Kerne (Luft) anwendbar, dafiir aber in einem 
wesentlich gréBeren Energiebereich; sie besteht in einer Untersuchung der 
Spektren der ~-Mesonenkomponente in verschiedenen Héhen. Ein wichtiger 
Vorzug dieser Methode ist der wesentlich bestimmtere Zusammenhang 
zwischen der Wegliinge und der Energie der Mesonen (das Problem der 
Berticksichtigung der Kernwechselwirkung der z-Mesonen fallt fort), dafiir 
ist jedoch eine wesentlich héhere statistische Genauigkeit aller Messungen 
erforderlich, da die relative Bedeutung einer lokalen Erzeugung fiir schnelle 
Mesonen wesentlich geringer ist als fiir langsame. 

Die Bestimmung des Erzeugungsspektrums aus dem Gang der «-Mesonen- 
komponente mit der Hohe wurde auf zwei verschiedenen Wegen gelést. 
SANDS (88) benutzte eine Integralgleichung von der Form 


Ko 


PCH, 2) oa en i +- a —s)w(R, 2,8) ds. (9) 
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‘WDabei ist F(R, x) das Weglangenspektrum in der Tiefe x, J, ist die Weglinge 
“fur die Absorption der kernaktiven Komponente in der Atmosphire und G(R) 
alas gesuchte Erzeugungsspektrum [SANDS versuchte solche Erzeugungs- 
sspektren zu finden, die eine gute Darstellung des experimentellen Verlaufs 
sdes Spektrums F(R, x) gemaB (9) ergaben]; w ist die integrale Wahrschein- 
‘lichkeit daftir, daB ein u-Meson den betreffenden Abschnitt seiner Weglange 
ijohne Zerfall durchlauft. 

#GARIBJAN und GOLDMAN (89) gingen von der kinetischen Differential- 
sgleichung in den Variablen p (Impuls) und ¢ (Zeit) statt R (Weglange) und s 
ni(Dicke der Luftschicht) aus: 


— 


Gu [p, x (t)] = 


da 


F A als 
er ae pe Ein (10) 


T) 


” Ox Op 


‘Die physikalische Bedeutung der ein- 
zelnen Glieder auf der rechten Seite 
@dieser Gleichung besteht in der Beriick- 
‘fsichtigung der zeitlichen Anderung des 
Mesonenstroms auf Grund der einfachen 
Translation, der Ionisationsbremsung 
“bzw. des Zerfalls!). 

Nach einer Umrechnung des gewon- 
nenen Spektrums@G’, auf das Erzeugungs- 
spektrum der z-Mesonen (in den von 
den Autoren benutzten Variablen unter- 
'/scheiden sich diese Spektren stark von- 
feinander) erhalt man ebenso wie bei 


dem Spektrum von CAMERINI prak- 
ftisch nicht unterscheidet; allerdings 
Yergibt sich nach (89) fir die Normie- 
Jrungskonstante in Gebirgshéhen un- 
gefahr der doppelte Wert wie bei 
SANDS. 

Kennt man das normierte Erzeugungs- 
spektrum der z-Mesonen in irgendeiner 
Hohe, so kann man es mit dem ent- 


SANDS ein Spektrum, das sich von Abb. 13. Vergleich der integralen Energiespektren 


fiir die Erzeugung geladener 2-Mesonen 
nach (15) und fiir die kernaktive Kom- 
ponente in einer Tiefe von 670 g/cm? 
(nach Abschnitt3). 2 ist das integrale 
Mesonenspektrum, normiert auf eine 
Dicke der erzeugenden Schicht von 
65 g/cm? bei einer Vielfachheit des Pro- 
zesses n = 1; m2 ist das gleiche bei der 
Vielfachheit » = 2; » ist das integrale 
Spektrum der kernaktiven Komponente. 
Die Pfeile geben die Bereiche von Me- 
sonen- uud Nukleonenspektrum mit 
gleicher Intensitat und gleicher Energie an 


'sprechenden Spektrum der kernaktiven 
 Komponente vergleichen. Ein solcher Vergleich ist in Abbildung 13 fiir die 
/integralen Energiespektren und die Hohe x = 670 g/cm? Luft durch- 
* gefiihrt, wobei sich die Normierungskonstante des Mesonenspektrums auf die 
) Kernweglange (65 g/cm? Luft) und auf die mittleren Vielfachheiten der 
¢ Erzeugung k = 1 und k& = 2 fiir jeden Elementarakt der Erzeugung bezieht. 
‘ Die Vielfachheit k — 2 entspricht eher den experimentellen Daten, da nach 
| (88) beispielsweise die mittlere Vielfachheit der Mesonenerzeugung in der 
gesamten Atmosphire 5,7 betragt (bezogen auf ein Teilchen der Primar- 


| 1) Kine besondere Untersuchung hat gezeigt, daf der Einflu& des Coulombgliedes fiir 
| Impulse oberhalb von 108 eV/c zu vernachlissigen ist. 
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strahlung) waihrend nach (1) die mittlere Anzahl der Erzeugungsakte in der} 
Atmosphire gleich drei ist. 

Einen Vergleich zwischen den auf diese Weise konstruierten Mesonen- und 
Nukleonenspektren kann man auf zwei Arten ziehen. Erstens kann man die 
Energien der Spektralbereiche gleicher Intensitat vergleichen; man sieht dann 
(bei k = 2), daB die mittlere Energie der in jedem Akt erzeugten Mesonen 
etwa um den Faktor 10 geringer ist als die Nukleonenenergie und da8 die 
Gesamtenergie der geladenen Mesonen etwa 20% betragt1). Zweitens kann 
man die Intensitaten bei Spektralbereichen gleicher Energie vergleichen, man 
sieht dann, daB die z-Mesonen etwa 15% des Nukleonenstroms mit gleicher ° 
Energie ausmachen. 
Dieses Verhaltnis reicht schon vollkommen aus, um die Absorptions-Weg- | 
lange der kernaktiven Komponente in dichter Materie gegentiber der in Luft i 
wesentlich (etwa um den Faktor 1,5) zu andern; in letzterem Falle scheidet ; 
die den Mesonen mitgeteilte Energie irreversibel aus dem Bereich des Kern- . 
kaskadenprozesses aus. 

Ziehen wir das Fazit aus den Arbeiten tiber den Vergleich der Mesonen- . 
spektren fiir schwere und leichte Kerne, so kénnen wir sagen, daB es nicht | 
gelang, unmittelbar wesentliche Unterschiede festzustellen, obwohl dieser ' 
Vergleich unter verschiedenen schwer vergleichbaren Versuchsbedingungen 

angestellt wurde. 


Ubersetzt von H. VOGEL 


Literatur 


(1) GRicorow, N. L., Doklady Akad. Nauk SSSR 94, 835, 1954. 
(2) CAMERINI, U., Daviss, J. H., FowLEr, P. H. u.a., Phil. Mag. 42, 1241, 1951. 
(3) Jones, S. B.. WHITE, R. S., Phys. Rev. 78, 12, 1950. 
(4) Fow er, W. B., ScuuttT, R. P. u.a., Phys. Rev. 91, 758, 1953. 
(5) WERNow, S. N., Kutitkow, A. M., TSCHARACHTSCHJAN, A. N., Isvestija Akad. 
Nauk USSR, Ser. fiz. 17, 13, 1953. 
(6) VIDALE, M. L., ScHEIN, M., Nuovo Cim. 8, 774, 1951. 
(7) Asimow, S. A., Dosrotin, N. A., LyuBimow, A. L., und RysHKowa, K. P., 
Isvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. fiz. 17, 80, 1953. 
(8) Brown, R. H., CAMERINI, U., FowLer, P. H., HEITLER, H., Kina, D. T., 
PowELl, C. F., Phil. Mag. 10, 862, 1949. 
(9) Gricorow, N. L., Morsin, W. S., Isvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. fiz. 17, 21, 
1953. 
(10) Progress in Cosmic Ray Physics. Amsterdam, 1952. 
(11) Kotscuarjan, N. M., Arwasjan, T. M., KirRAKosjan, S. A., Kaitmasow, S. D., 
Doklady Akad. Nauk Arm. SSR 47, 33, 1953. 
(12) Myrot, M. G., Witson, J. G., Proc. Phys. Soc. (A) 64, 404, 1951. 
(13) WHITTEMORE, W. L., Scuutt, R. P., Phys. Rev. 86, 940, 1952. 
(14) GEorGE, E. P., Nuovo Cim. 6, 531, 1949, Proc. Phys. Soc. (A) 62, 243, 1949. 
(15) Grecory, B. P., Trntot, J. H., Phys. Rev. 81, 667, 675, 1951. 
(16) FRoEHLIcH, F. E., Hartu, E. M., SitTe, K., Phys. Rev. 87, 504, 1952. 
(17) GoTtTLieB, M. B., Phys. Rev. 82, 349, 1951. 
(18) Apams, R. V., ANDERSON, C. D., Ltoyp, P, E., Rau, R. R., Saxena, R. C., 
Rev. Mod. Phys. 20, 334, 1948. 


1) Dieses letzte Ergebnis hangt nicht von dem Wert k ab. 


Erzeugung von x-Mesonen der kosmischen Strahlung 161 


119) Gricorow, N. L., Doklady Adak. Nauk SSSR 76, 381, 1951. 

20) Rossi, B., Rev. Mod. Phys. 20, 537, 1948. 

21) BELENKI, S. S., Lawinenprozesse i in der kosmischen Strahlung, Gostechizdat 1948. 

22) Babin, A. M., und MicHatLow, W. W., Uspechi fiz. Nauk 44, 200, 1951. 

.23) LITTAUER, R. M., WaLKER, D., Phys. Rev. 86, 838, 1952. 

(24) Aricuanow, A. I., Uspechi fiz. Nauk 50, 481, 1953. 

25) LAL, D., Pat, Y., PETERS, B., Phys. Rev. 92, 438, 1953. 

(26) BRIDGE, H. S., PEYROU, C., Ross, B., SAFFORD, R., Phys. Rev. 90, 921, 1953. 

({27) FRETTER, W. B. , Phys. Rev. 88, 1053, 1951. 

28) Yacopa, H., Phys. Rey. 85, 891, 1952. 

(29) Bonetti, A., DALLAPoRTA, N., MERLIN, M., Dascora, G., Nuovo Cim. 10, 215, 

1953. 

(30) SAGANE, H., Dupziak, W., Phys. Rev. 92, 212, 1953. 

\(31) CLark, D. L., Phys. Rev. 87, 157, 1952. 

4(32) Gas1orowicz, S8., Phys. Rev. 93, 843, 1954. 

(33) Fow er, P. H., Phil. Mag. 41, 169, 1950. 

134) BirGER, N., SHDANOW, G., Potynow, W., SLAwaTINSKI, S., Zurn. eksper. teor. 

{ Fiz. 20,. 478, 1950; 

Asimow, S. A., BirGER, N. G., PoLynow, W. N., SLAWATINSKI, S. A., Doklady 

Akad. Nauk SSSR 85, 287, 1952. 

(35) Fermi, E., Progr. Theor. Phys. 5, 570, 1950. 

| ) OsBorRNE, L. S., Phys. Rev. 81, 239, 1951. 

1}(37) Biswas, S., Hopper, V. D., Phys. Rev. 86, 209, 1952. 

# (38) Rosentat, I. L., und T'SCHERNAWSKI, D. S., Uspechi fiz. Nauk 52, 185, 1954. 

%/ (39) Coccont, G., Phys. Rev. 98, 1107, 1954. 

) (40) Kapton, M. ¥,, Ritson, D. M., Phys. Rev. 85, 900, 932, 1952. 

(47) Hartz_er, A. Y., Phys. Rev. 82, 359, 1951. 

(42) Lanpav, L. D., Izvestia Akad. Nauk SSSR, Ser. fiz. 17, 51, 1953. 

? (43) WercHowskI, B. I., Doprotin, N. A., LEwintow, I. L., CHoDakow, (Ce Shy 

| Doklady Akad. Nauk SSSR 77, 1007, 1951. 

| (44) WEAVER, A. B., Phys. Rev. 90, 86, 1952. 

% (45) Kusumoto, O., Mivake, S., Suca, K., WataseE, Y., Phys. Rev. 90, 998, 1953. 

» (46) Lovati, A., Mura, A., SALVINI, G., TAGLIAFERRI, G., Phys. Rev. 77, 284, 1950; 

{ Nuovo Cim. 7, 36, 1950. 

| (47) Cuanc, W. Y., DEL CASTELLE, G., GRopzIns, L., Phys. Rey. 84, 582, 584, 1951. 

(48) WALKER, W. D., DULLER, N. M., SorrE Ls, J. D., Phys. Rev. 86, 865, 1952. 

+ (49) RicHManN, C., WiLcox, H. A., Phys. Rev. 78, 496, 1950; RicHMaANN, C., WEIss- 

4 BLUTH, M., Wi1Lcox, H. A., Phys. Rev. 85, 161, 1952. 

@ (50) Brock, M. M., Passman, S., Havens, W. W., Phys. Rev. 88, 167, 1951. 

| (51) BRADNER, H., O’ConneEL, D. J., RANKIN, B., Phys. Rev. 79, 720, 1950. 

| (52) Fow er, W. B., Scuutt, R. P., THORNDIKE, A. M., WHITTEMORE, W. L., Bull. 

| Am. Phys. Soc. 28, 55, 1953. 

(83) Barton, J. C., GEorGE, E. P., Jason, A. C., Proc. Phys. Soc. (A) 64, 175, 1951. 

_ (54) Darton, M., Doklady Akad. Nauk SSSR 86, 1093, 1952; Isvestija Akad. Nauk 
SSSR, Ser. fiz. 17, 92, 1953. 

(55) CHEw, G. F., STEINBERGER, J. L., Phys. Rev. 78, 86, 497, 1950. 

| (66) BuTLER, C. C., Rosser, W. G. V., BARKER, K. H., Proc. Phys. Soc. (A) 68, 145, 

1950; BarKER, K. H., BuTLER, C. C., Proc. Phys. Soc. (A) 64, 4, 1951. 

| (57) Graser, D. A., HAMMERMESH, B., SaFonov, G., Phys. Rev. 80, 625, 1950. 

(58) Caro, D. E., Parry, J. K., RATHGEBER, H. D., Nature 165, 688, 1950; Austr. 
Journ. Scient. Res. 4A, 16, 1951. 

(59) ALicHANow, A. I., und JELISSEJEw, G. P., Zurn. eksper. teor. Fiz. 25, 368, 1953. 


ll Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 


aa 


162 G. B. SHDANOW 


(60) KotscuarjaN, N. M., Saaxjan, G. S., Atwasjan, M. T., Krrakosjan, S. A... 


Karrmasow, 8. D., Zurn. eksper. teor. Fiz. 28, 532, 1952. 
(61) OwEN, B. C., WiLson, J. G., Proc. Phys. Soc. (A) 64, 417, 1951. ( 
(62) Supanow, G. B., und Cuarparow, A. A., Doklady Akad. Nauk SSSR 71, 33, 
1950. 


(63) Quercta, I. F,, Rispout, B., Scrut1, §., Phys. Rev. 78, 516, 1948; 78, 824, 1950. , 


(64) MorEewiTz, H. A., SHamos, M. H., Phys. Rev. 92, 134, 1953. 


(65) SkKoBELZYN, D. W., Sammelband zum Gedachnis S. I. Wawilows, Seite 292, , 


Isvestija Akad. Nauk SSSR, 1952. 

(66) PETERSON, V., ILorr, E., SHERMAN, D., Phys. Rev. 84, 372, 1951. 

(67) Fermi, E., Phys. Rev. 81, 683, 1951. 

(68) Pickup, E., Voyvopic, L., Phys. Rev. 82, 265, 1951. 

(69) Hoana, T. F., J. Phys. Rad. 14, 395, 1953; 15, 337, 1954. 

(70) DitwortTH, C. C., Cotpsack, S. J., Hoane, T. F., Scarsi, L., Nuovo Cim. 10, 
1261, 1953. 

(71) Lorp, J. J., FAINBERG, J., SCHEIN, M., Nuovo Cim. 7, 774, 1950. 


(72) CaMERINI, U., Davizs, J. H., FRANZINETTI, C., Lock, W. O., PERKINS, D. H., . 


YEKUTIELI, G., Phil. Mag. 42, 1261, 1951. 

(73) GREEN, J. R., Phys. Rev. 80, 832, 1950. 

(74) DULLER, N. M., WALKER, W. D., Phys. Rev. 98, 215, 1954. 

(75) WHITEHEAD, M. N., RicHMAN, C., Phys. Rev. 88, 855, 1951. 

(76) CARTWRIGHT, W. F., Phys. Rev. $2, 460, 1951. 

(77) HENLEY, E. M., Phys. Rev. 85, 204, 1952. 

(78) CAMERINI, U., Fow Er, P. H., Lock, W. O., Mu1RHEAD, H., Phil. Mag. 41, 413, 
1950. 

(79) Damm, G., Phys. Rev. 89, 826, 1953. 

(80) Coot, R. L., Piccion1, O., Phys. Rev. 87, 531, 1952. 

($1) Annis, M., BripGE, H. S., OLBERT, S., Phys. Rev. 89, 1216, 1953. 

(82) SHDANow, G. B., und Naumow, A. A., Zurn eksper. teor. Fiz. 19, 273, 1949. 

(83) ABDULLAJEw, A., SHDANOW, G., KAMENSKI, J., NAuMOw, A., CHAIDAROW, A., 
Zurn. eksper. teor. Fiz. 20, 673, 1950. 

(84) Kamarjan, W.S., Doklady Akad. Nauk SSSR 95, 1169, 1954. 

(85) Harpine, J. B., Phil. Mag. 42, 651, 1951. 

(86) HARDING, J. B., PErKins, D. H., Nature 164, 285, 1949. 

(87) SAaKJAN, G. S., Isvestija Akad. Nauk Arm SSR 6, 65, 1954. 

(88) Sanps, M., Phys. Rev. 77, 180, 1950. 

(89) GARIBJAN, G. M., und Gotpmay, I. I., Zurn eksper. teor. Fiz. 26, 257, 1954. 


6,Fortschritte der Physik‘« Bd. 3, S. 163—217, 1955 


Magnetische Elementarbezirke 


Von B. ELSCHNER und W. ANDRA 


1. Einleitung 


‘In der vorliegenden Arbeit soll der Versuch unternommen werden, die vielen 
experimentellen Untersuchungen tber ferromagnetische Elementarbezirke, 
édie in den letzten Jahren mit der vervollkommneten Methode der BITTER- 
) Streifen-Technik durchgefiihrt wurden, einem breiteren Kreis Interessierter 
zuganglich zu machen. 

)W. C. ELMORE (1) sowie H. J. WILLIAMS, R. M. BoZoRTH fl W. SHOCK- 
EY [(2) bis (4)] fiihrten die von F. BITTER (5) und von L. v. HAMos und 
/P. A. THIESSEN (6) angegebene Methode der BITTER-Streifen fiir die Sicht- 
/barmachung ferromagnetischer Elementarbereiche in tiberraschend schéner 
) Weise zu neuen Erfolgen. Im Anschlu8 daran wurde in mehreren Instituten 
sdiese Technik zur Klarung spezieller Fragen bei der Deutung der ferro- 
smagnetischen Hysteresisschleifen angewandt. Viele theoretische Forde- 
frungen in bezug auf Anordnung und Neubildung von Elementarbezirken, 
‘die vor allem von L. NEEL schon vorher ausgesprochen wurden, konnten 
(dabei bestatigt oder erganzt werden. 

) Wenn wir in dieser Arbeit zum gré8ten Teil Aufnahinen verwenden, die in 
* Jena entstanden sind, so geschieht dies vor allem aus Griinden der leichteren 
' und deutlicheren Wiedergabemiglichkeit von Originalaufnahmen. 

} Fiir die freundliche Uberlassung der Originalaufnahmen Abb. 54 und 55 
§ haben wir Frau Dr. CHRISTA GREINER, Institut fir Magnetische Werkstoffe 
) Jena der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, sehr zu danken; 
§ desgleichen Herrn Dipl.-Phys. W. STEPHAN vom selben Institut, der die 
t Originalaufnahmen Abb. 39 und 43 bis 48 sowie einige selbstgezogene Ein- 
| kristalle zur Verfiigung stellte. Die Abb. 8 bis 10, 17 bis 20, 22, 23, 25, 37, 50, 
{ 52, 53 und 59 bis 64 steuerte der eine Verfasser bei (W. A.), die Abb. 26, 27, 29, 
) 30, 32 bis 36, 41 und 65 stammen vom anderen (B. E.). 


2. Aufteilung in Elementarbezirke und damit verbundene 
Energieanteile 


2.1 Die Unterteilung in Weisssche Bezirke 


' Die Unterteilung eines ferromagnetischen Kristalles in spontan magneti- 
i sierte WEIsSsche Bezirke erfolgt immer in der Weise, da die mit der Unter- 
} teilung verbundene freie Energie EH des Kristalles einen absoluten oder 
12 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘‘ 
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relativen Minimalwert annimmt. Die freie Energie setzt sich dabei aus fi 
Anteilen zusammen: 


B= Bey F By ey Be (2.1) 


Ex ist die Kristallanisotropie- -Energie, die dann erhoht wird, wenn di 
Magnetisierung J, aus einer ihrer Vorzugslagen herausgedreht wird 

y F (die Wandenergie) muB fiir die Ausbildung einer Blochwand mi 
der Wandfliche F und der ,,spezifischen Wandenergie“ y aufge- 
wandt werden. 

Ey ist die mit der Unterteilung verbundene Energie eines statischen,, 
entmagnetisierenden Feldes, das sich iiber der Oberflache oder auch 


im Inneren des Ferromagnetikums ausbilden kann. Ey = ex [ Hd 


E, (die magnetoelastische Energie) ist zu bertpkeehtae ete wenn auBere: 
oder innere mechanische Spannungen auf das Kristallgitter wirken. . 

Ey _ ist schlieBlich die potentielle Energie eines bis zur Sattigung magne-- 
tisierten Gebietes in einem von auS8en angelegten Magnetfeld H: 


Ey = —H-I,-V-cos@ (2.2)| 


I, = Sattigungsmagnetisierung, 
O = Winkel zwischen H und J,, 
V = betrachtetes Volumen. 


2.2 Die Kristallanisotropie-Energie 


Ks ist schon lange bekannt, daB die Magnetisierung J, in einem ferromagne- 
tischen Kristallgitter bestimmte Vorzugslagen einnimmt. Beim Eisen sind 
diese Richtungen leichtester Magnetisierbarkeit die Wirfelkanten; beim 
Nickel sind es die Raumdiagonalen, und beim hexagonalen Kobalt gibt es nur 
eine Vorzugslage, namlich die Richtung parallel zur hexagonalen Achse. 
Will man die Magnetisierung aus ihrer Vorzugslage herausdrehen, so mu 
man dafiir bei einem kubischen Gitter pro Volumeneinheit die Energie 


1 
V 
aufwenden. Die a; sind dabei die Cosinus der Winkel zwischen der Magneti- 


sierung und den Kristallachsen; V ist das Volumen der Probe. 
Fir ein hexagonales Gitter gilt: 


- Ex = K, (e202 + a2a2 + 202) + Ky (a2a2a2) (2.3) 


i Ex = K,- sin? ® + K, sin*® (2.4) 
Hier ist ® der Winkel zwischen der hexagonalen Achse und der Magneti- 
sierung. Die vom Winkel unabhangigen GréBen K, und K, sind teilweise 
stark temperaturabhangig (Abb. 1). 

Der EinfluB der Kristallanisotropie-Energie kommt deutlich im Verlauf der 
Magnetisierungskurven von Einkristallen zum Ausdruck, wenn man die 


Einkristalle lings verschiedener kristallographischer Achsen magnetisiert 
(Abb. 2). 
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I a 


fan wird nun erwarten, daf die einzelnen WEIssschen Bezirke spontan in 
Siner der betreffenden Vorzugslagen magnetisiert sind. Dabei sind etwa im 


 fntmagnetisierten Eisen alle sechs Wirfelkantenrichtungen zunachst gleich- 
1 10°erg cm-s aE e. wee’, cm-3 
0 
Kh? 
| -3 
=* 
0 <5 aa 
-200 0 200 400 600 600 €  -200-100 0 100 200, 300 ~ = -200 -100 9 100 20 300 °C 
——> lemp. — /emp. Temp. 
Eisen Nickel Aobalt 


Abb. 1. Temperaturabhangigkeit der Kristall-Anisotropie-Konstanten K, und K, von Eisen, Nickel und 
e Kobalt [nach BOZORTH (18)] 


aa 


Foldstarke 
Eisen Nickel Kobalt 


) Abb. 2. Schematische Magnetisierungskurven von Hisen-, Nickel- und Kobalt-Einkristallen in verschiedenen 
kristallographischen Richtungen 


i-7 


wf J 


) berechtigt und werden in statistischer Verteilung von den Magnetisierungs- 
} richtungen eingenommen. Erst beim Anlegen eines auferen Magnetfeldes 
werden solche Richtungen leichtester Magnetisierbarkeit bevorzugt, die am 
besten mit der Feldrichtung iibereinstimmen. 


| 2.3 Die Brocu-Wand und 
deren Energie 


Die spontan magnetisier- 
ten WEIssschen Bezirke 
sind durch Ubergangsge- 
biete voneinander  ge- 
trennt. BLOCH (7) hat diese 
ergangsschichten zum 
ersten Mal theoretisch be- 
_ handelt und dabei gezeigt, 
daB sich die Anderung der 
Magnetisierungsrichtung 
in dieser Ubergangsschicht 


: Abb. 3. Schematische-Zeichnung einer 180°-BLOCH-Wand [nach 
(Bloch-Wand) in kleinen KITTEL (16) 


fi2* 
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Schritten von Atomlage zu Atomlage vollzieht (Abb. 3). Die Wand 
hat eine endliche Dicke 6 von etwa 5 - 10-* cm bis 1-- 10-5 cm. Wie in Abb. 3 
dargestellt ist, geschieht der Ubergang zwischen zwei Bezirken, die entgegen- - 
gesetzt magnetisiert sind (180°-Wand) so, daB alle Spinvektoren einer Atom- . 
lage um einen kleinen Winkel ¢ gegen alle Spinvektoren der nichsten Atom- ; 
lage gedreht sind. Die Spinvektoren liegen bei der 180°-Wand immer in der ' 
Wandebene. Auf diese Weise treten keine Komponenten der Magnetisierung ' 
in Richtung der Wandnormalen auf und damit auch keine Quellen fiir ein 
entmagnetisierendes Feld, dessen Feldenergie die potentielle Energie der 
Wand vergroBern wirde. 

Die Wandenergie y setzt sich aus zwei Hauptanteilen zusammen: Einmal 
mu bei der gegenseitigen Verdrehung der Spinvektoren um einen kleinen 
Winkel « gegen die quantenmechanische Austauschwechselwirkung pro 


= 
Elementarzelle des Kristallgitters die Arbeit A =n-I- ermal geleistet | 


2 
werden. Dabei ist die Anzahl der Atome pro Elementarzelle. und J ist das — 
HEISENBERGsche Austauschintegral, das wir z. B. aus der CURIE-Temperatur _ 
7 ,und der Anzahl Z der nachsten Gitternachbarn nach der von HEISENBERG - 
(8) angegebenen Naherungsformel berechnen kénnen: 


rot ie :] (2.5) 


2 


Der Anteil der Austauschenergie an der gesamten Wandenergie wird um so 
kleiner, je kleiner der Winkel ¢ zwischen den Spinvektoren zweier benach- 
barter Atomlagen ist, je breiter also die BLOCH-Wand ist. 

Andererseits mtissen aber die Spinvektoren innerhalb der Wand ihre kristallo- 
graphische Vorzugslage (beim Eisen sind das die Wiirfelkanten) verlassen, 
um von der einen Vorzugslage im rechten Bezirk der Abb. 3 in die andere 
Vorzugslage im linken Bezirk tiberzugehen. Daher muB bei der Ausbildung 
einer BLOCH-Wand ein gewisser Betrag an magnetischer Kristallanisotropie- 
Energie aufgewandt werden. Dieser Betrag bildet den zweiten Beitrag zur 
, Spezifischen‘‘ Wandenergie y. 


Y = Yaustausch + YAnisotropie (2.6) 


Wenn die magnetische Vorzugslage durch mechanische Spannungen hervor- 
gerufen wird, mus zur Kristallanisotropie- Energie die magnetische Spannungs- 
energie _ A;o (siehe unten) hinzuaddiert werden. 

Zusammenfassend kann man sagen, da8 der Einflu8 der Austauschwechsel- 
wirkung eine moglichst breite BLocH-Wand anstrebt; der Einflu8 der 
Kristallanisotropie-Energie wirkt im entgegengesetzten Sinn. Mit den be- 
kannten Methoden der Variationsrechnung sucht man nun diejenige Winkel- 
verteilungsfunktion fiir die Spinvektoren innerhalb der BLOCH-Wand auf, 
die die gesamte Wandenergie zum Minimum macht. Die Rechnung ist an 
vielen Stellen [z. B. bei STEWART (9) und fiir einen Spezialfall besonders 
klar bei KERSTEN(10)] wiedergegeben. Sie fiihrt auf ,, BLOCH-Wanddicken‘“ 
6 ~ (0,5:-1)-10-5em und y ~ 1---10 erg/em?. Genauere Rechnungen [z. B. 
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NEEL (11), LILLEY (12)] ergeben verschiedene y-Werte fiir verschiedene 
@Wandarten (90°- oder 180°-Wande usw.) und fiir verschiedene Orientie- 
fungen der Wande im Kristallgitter. 

Experimentelle Werte fiir die Wandenergie y werden z. B. von DORING und 
HAAKE (13) angegeben. Diese Autoren schlieBen auf die Wandenergie, indem 
‘sie ,,eingefrorene“’ Ummagnetisierungskeime in elastisch verspanntem 
‘Permalloy-Draht mit kleinen Suchspulen ballistisch nachweisen. Aus der 
YGroBe dieser meist ellipsoidférmig angenommenen Keime kann man die 
andenergie y berechnen. 


32.4 Die mit der Unterteilung in Elementarbezirke verbundene Energie eines 
entmagnetisierenden Feldes 


») Aus der Grundgleichung der Magnetostatik 
div § = 0 (2.7) 
mit 8 = uw (9 + 3) (2.7a) 


4 folgt, daB an der Grenzfliche zweier bis zur Sattigung J, magnetisierter 
} Gebiete ,,freie magnetische Ladungen“ und damit Quellen oder Senken fiir 
ein entmagnetisierendes Feld auftreten, wenn die Normalkomponente der 
i) Sattigungsmagnetisierung I, (u)- J, = 1700 EME fiir Eisen) nicht stetig 
i durch die Grenzflache hindurchgeht. Allgemein wird die mit diesem ent- 
© magnetisierenden Feld verbundene Feldenergie Ey, durch ein Integral tiber 
§ den vom Feld H durchsetzten Raum V dargestellt: 


axe 
1 2 : 2. 
Ey 3, | Wav (2.8) 


f Fir einen bis zur Sattigung J, magnetisierten ellipsoidférmigen Kérper mit 
) dem Volumen V betragt diese Energie 

| 1 

fiy=— NI. V. (2.9) 
/ N ist dabei der Entmagnetisierungsfaktor des Ellipsoids. 

’ Wenn dieser ellipsoidférmige, einheitlich magnetisierte Bezirk in einem ent- 
| gegengesetzt magnetisierten Gebiet eingebettet liegt (z. B. Ummagneti- 
| sierungskeim in einem Draht), so wird die Feldenergie fiir diesen Fall vervier- 
| facht, weil I, effektiv verdoppelt erscheint. 


Beta N & AAV. (2.9a) 


NEEL (14) und KitTTeEL (15) und (16) berechnen die Feldenergie einer An- 
ordnung von plattenférmigen WeIssschen Bezirken, die senkrecht zur 
Oberfliche bis zur Sattigung magnetisiert sind. Benachbarte Platten der 
Dicke D sind entgegengesetzt magnetisiert ; auf der Oberflaiche @ bilden sich 
also streifenférmige Bereiche aus, die abwechselnd mit N-Polen und mit 
S-Polen belegt sind (siehe Abb: 4a). Das Ergebnis lautet: 


YG eB OE baa (2.10) 
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Nach Gleichung (2.10) miiBte man erwarten, daf der energetisch ginstigste : 
Fall bei D = 0 liegt. Man mu8 aber bedenken, dafs bei feinerer Unterteilung ' 


: ; 1 
in plattenférmige Bezirke die Gesamtflache der Wande (die proportional 


ist) stark anwachst und daher der Aufwand an Wandenergie von einer 
bestimmten Bezirksbreite D ab gegeniiber der noch vorhandenen Streu- 
feldenergie Hy tiberwiegt (Abb. 5). 


V 


(2.11) 


Obertlache Q 


Abb. 4. a) Einfachste Unterteilung eines ferromagnetischen Kristalles in Elementarbezirke 
b) Das in Abb.4a an der Oberflache Q auftretende magnetische Streufeld wird durch Ausbil- 
dung von prismenf6rmigen Sekundarbezirken innerhalb des Materials ,,kurzgeschlossen“‘ 


Aus oe = 0 erhadlt man die Bezirks- 


breite Din, beider die freie Energie 
einen Minimalwert annimmt. In un- 
serem einfachen Fall gilt: 


1 \- “y : 
Dyin ame . BTyk : (2.12) 


Dabei ist / die Tiefenausdehnung des 
Volumens V (siehe dazu Abb. 4a). 
LANDAU und LIFSCHITZ (17) be- 
7’  trachteten zum ersten Mal eine An- 
SEE, ordnung wie sie in Abb.4b skizziert 
: , ist. Dabei besteht die Hauptstruktur 
Abb. 5. Streufeldenergie, Wandenergie sowie die : <2 * 
Summe beider Energien in Abhangigkeit aus parallelen, scheibenformigen Ele- 
von der Bezirksbreite D mentarbezirken wie in Abb. 4a. 
Allerdings wird der in Abb. 4a ent- 
stehende Streuflu8 an der Oberflache vermieden durch prismenférmige 
Elementarbezirke, die die Magnetisierung jetzt innerhalb des Materials 
von einem Bezirk in den Nachbarbezirk umlenken. Diese Anordnung 
ist vollkommen streufeldfrei, wenn die Trennwinde zwischen prismen- 
formigem Sekundar- und Hauptbezirk den Winkel halbieren, den die beiden 
Magnetisierungsrichtungen einschlieBen (siehe dazu Abb. 6b), weil dann die 
Normalkomponente der Magnetisierung J, stetig durch die Grenzflache 
hindurchgeht. 


0 


nin 
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‘Im allgemeinen wird mit der Ausbildung solcher ,,Abschlu8‘‘-Bezirke 
(Abb. 4b) eine gewisse Magnetostriktionsenergie verbunden sein. Der Grund 
Shierfiir liegt darin, daB das Kristallgitter der Elementarbezirke die Tendenz 
‘§verfolgt, sich je nach Vorzeichen der Magnetostriktionskonstanten in Rich- 
@tung der Sattigungsmagnetisierung auszudehnen oder zusammenzuzichen. 
i} Diese Dimensionsanderung ist z. B. an der Basis der Prismenbezirke gréBer 


4 als an der Spitze (+ = const}. Dadurch erscheinen die Zwickelbezirke von 
¢den groReren Grundbezirken eingeklemmt. 

N 
a, N, 


. 


| “Abb. 6. Zur Entstehung von Magnetpolen an der Grenze zwischen zwei Gebieten einheitlicher Magnetisierung. 
i! Wenn die Normalkomponente der Sattigungsmagnetisierung stetig iiber die Grenzfliche hinweg- 
geht, entstehen keine Magnetpole 


® Es bleibt zu erwihnen, daB diese prismenformigen AbschluBelementarbezirke 
foder ,,Zwickel‘‘ an freien Oberflichen in den BELL-Laboratorien (37) zum 
ersten Mal beobachtet wurden. An Kristallgrenzen eines polykristallinen 
| Materials werden sie in Abb. 26 der vorliegenden Arbeit gezeigt. 


12.5 Magnetoelastische Energie E, 


} Vom Standpunkt der magnetoelastischen Erscheinungen aus teilt man die 
} ferromagnetischen Materialien im allgemeinen in zwei Gruppen ein: 


1 1. Solche mit positiver Magnetostriktion. 

Diese Materialien dehnen sich, wenn sie magnetisiert werden, in Richtung 
des angelegten Magnetfeldes aus. In diese Gruppe gehort z. B. Fe-Si bei 
Zimmertemperatur. 

| 2. Solche mit negativer Magnetostriktion. 

Diese Materialien ziehen sich entsprechend unter dem EinfluB eines 
Magnetfeldes zusammen. Als typisches Beispiel gilt Ni bei Zimmer- 
temperatur. 


{ Die Energiedichte es E,in einem mechanisch beanspruchten Material ohne 


V 
ij SuBeres Magnetfeld driickt sich genahert wie folgt aus: 
T+ Bg = 5 Ayo sin? 8. (2.13) 
dl 
Dabei ist A, die Sattigungsmagnetostriktionskonstante (=). © ist der 
j 0/8 


Winkel zwischen der Sattigungsmagnetisierung 7, und der Zug- oder Druck- 
spannung o. 
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Die Abb. 7 zeigt, daB bei positiver Magnetostriktionskonstante und Zug- 
belastung ein Energieminimum erreicht wird, wenn @ = 0 ist, d. h. wenn 
die Magnetisierung parallel zur Zugspannung liegt. Im Falle negativer 
Magnetostriktion liegt das Energieminimum bei 0 = 90°, d. h. die Magneti- 


Richtung 
der Zugspannung 
As>G A;<0 
Abb. 7. Das Polardiagramm zeigt die Abhangigkeit der magnetoelastischen Energie #, vom Winkel 9 


sierung steht dann senkrecht auf der Zugrichtung. In beiden Fallen gibt also 
das Material dem angelegten Zug oder Druck nach. 

In einer Reihe von Diagrammen zeigt BOZORTH (18) den EinfluB von 
mechanischen Spannungen auf die Bezirksstrukturen bei verschiedenen 
Materialien. 


3. Experimentelle Technik 


Die experimentelle Durchfiithrung der BITTER-Streifenmethode richtet sich 
natirlich nach dem Material und nach dem Problem, das bearbeitet werden 
soll. Fur sehr viele Falle trifft die folgende Versuchsfiihrung zu, die sich nach 
den Erfahrungen verschiedener Autoren als zweckmaBig erwiesen hat: 
Zunachst wird die ferromagnetische Probe so geschnitten oder geschliffen, 
dafi eine ebene Flache fiir die Beobachtung zur Verfiigung steht. Handelt es 
sich um einen Einkristall, dann mu8 meistens die Beobachtungsfliche eine 
bestimmte kristallographische Richtung mit niedrigen Indices besitzen, da 
sonst im allgemeinen sehr komplizierte Muster auftreten, die nicht typisch sind 
fiir die Anordnung der Elementarbezirke im Inneren des Materials (Abb. 8 und 
Abb. 9). Die Ausrichtung erfolgt zunaichst réntgenographisch; kleine Ab- 
weichungen von der vorgeschriebenen Orientierung kénnen sehr gut und schnell 
mit Hilfe der BITTER-Streifenmethode selbst nachgewiesen werden, weil die 
Form gewisser magnetischer Sekundarstrukturen (Tannenbiume usw. —siehe 
z. B. Abschnitt 6.2) sehr empfindlich von der Orientierung der Oberflache 
abhangt. 

Da die magnetische Mikrostruktur oft sehr stark von mechanischen Span- 
nungen im Material beeinfluBt wird, ist es vielfach notwendig, die Probe im 
Wasserstoffofen oder im Vakuum sorgfaltig auszugliihen. 

Durch das Schleifen und mechanische Polieren wird die Oberflache beansprucht, 
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@ Abb.8. Magnetische Pulver muster auf einem Eisen-Silizium-Kristall, dessenOberflache keine einfache kristallo- 
4 graphische Orientierung besitzt 
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Abb. 9. Magnetische Pulvermuster auf der (100)-Oberflache eines Eisen-Silizium-Kristalles. Die Pfeile im 
Schema deuten die Magnetisierungsrichtungen in den einzelnen Elementarbezirken an 
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so daB zunachst im allgemeinen keine tibersichtlichen magnetischen Verhalt- 
nisse zu erwarten sind. Die BITTER-Streifen zeigen dann oft charakteristische 
labyrinthartige Muster (Abb. 10). Diese Labyrinthmuster, die frither fur eine 
Abbildung der magne- 
tischen Elementarbezirke 
im Inneren des Materials 
angesehen wurden [siehe 
z. B. (19)], sind nicht 
mehr vorhanden, wenn 
die Probe elektrolytisch 
poliert worden ist. Durch 
das elektrolytische Polie- 
ren [siehe z. B. (20) bis (22)] 
wird also die verspannte 
Oberflichenschicht abge- 
tragen. Man bringt zu 
diesem Zweck die Probe in 
einen geeigneten Elektro- 
lyten, dessen Zusammen- 
setzung nach dem Proben- 
material gewahlt werden 
mu8B, und schaltet sie als 
Anode (Abb. 11). Zum Po- 
lieren von Eisen-Silizium 
hat sich z. B. eine Mischung 
von 900 g H;PO, und 
100 g fester Chromsaure 
bei 90° C bewahrt (2). 
Die giinstigste Spannung 
Abb. 10. ,,Labyrinthmuster® auf mechanisch poliertem Eisen- zwischen den Elektroden 

Siliziam kann von Probe zu Probe 

sehr stark variieren. 

Die derart vorbereitete Probenoberflaiche wird mit einem Auflichtmikroskop 
zunichst auf Sauberkeit gepriift. Kratzer und Atzfiguren diirfen nicht mehr 
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Abb. 11. Prinzipskizze der Einrichtung zum elektrolytischen Polieren 


des Materials in Elementar- 
) bezirke ist zu _ erkennen 
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,) zu erkennen sein. Dann werden einige Tropfen einer kolloidalen Lésung von 
? Fe,0, in Seifenwasser zwischen die Oberfliche und ein aufgelegtes Deckglas 
® gebracht (Abb. 12). Dieses Kolloid, das zuerst von ELMORE (23) angegeben 

wurde, wird durch Ausfallen aus einer Lésung von FeCl, und FeCl; mit NaOH 


8} gewonnen. Die magnetischen Teilchen konzentrieren sich an solchen Stellen, 
» wo lokale Magnetfelder~ be- 


i stehen, z. B. ttber BLocu- 
,¥ Wanden. Dadurch werden die 
‘i BLocu-Wande als _ Linien 


markiert, und die Einteilung 


(Abb. 13). Deckglas 


'Sobald ein solches lokales SPSS PHS oy : 
| Magnetfeld als Ursache der 


ty YY UY Suspension “fy 
} Kolloidkonzentration _ver- Z UHHH Yj YH 
/ schwunden ist, diffundieren 
_die Partikel infolge der Die kolloidale Suspension befindet sich zwischen 
| BRownschen Bewegung wie- Probenoberflache und Deckglas. Die magnetischen 


Abb. 12. Schematische Darstellung der Mikroskopiermethode. 


Pulvermuster werden mit einem Auflichtmikroskop 


| der auseinander und ordnen Geobachict 


sich der neuen Situation ent- 


| sprechend an. Deswegen ist es méglich, direkt zu beobachten, wie sich die 


Bereichsstrukturen verandern, z. B. wie die BLocH-Wande durch ein auBeres 
Magnetfeld verschoben werden. Zur Erzeugung des Magnetfeldes werden 
spezielle Elektromagnete verwen- 
det, deren Magnetisierungsstrom 
mit einem Fhissigkeitswiderstand 
stufenlos geregelt werden kann. 


Abb. 14. Zur Wirkung von Furchen in der Proben- 
oberflache auf die magnetischen Pulver- 
muster [nach (2)]: 
a) Furche verlauft parallel zur Magne- 
tisierungsrichtung; es entsteht kein ma- 
gnetisches Streufeld 


————" 3 
b) Furche liegt senkrecht zur Magne- 
Blochwand tisierungsrichtung; das entstehende 
Abb. 13. Konzentration der magnetischen Suspensions- Streufeld iiber der Probenoberflache ver- 
teilchen im Streufeld einer BLOCH-Wand ursacht eme Konzentration der Kolloid- 


(schematisch) teilchen wie in Abb. 13 
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Zur Feststellung der Magnetisierungsrichtung in den einzelnen WEIssschen 
Bezirken sind mehrere Verfahren entwickelt worden. So kann z. B. die Tat- 
sache benutzt werden, daB diejenigen Kratzer und Furchen in der Oberflache, 
die senkrecht zur Magnetisierungsrichtung verlauifen, durch die kolloidale 
Suspension besonders deutlich markiert werden (Abb. 14). Nach dem elektro- 
lytischen Polieren bleiben im allge- 
meinen flache, wellenformige Taler 
und Héhen (24) bestehen, die eine 
merkliche Streifung oder wolkige 
Struktur senkrecht zur Magnetisie- 
Js rungsrichtung verursachen (siehe z. B. 
Abb. 55). Es kénnen auch zusatzlich 
Kratzer angebracht werden (,,Kratz- 
technik‘‘), indem z. B. mit einem Glas- 
pinsel in verschiedenen Richtungen 
uber die Oberflaiche gestrichen wird (4). 


In (2) ist eine Methode angegeben, die 
es gestattet, auBer der Richtung auch 
das Vorzeichen der Magnetisierung in 
+ 780° Blochwan den einzelnen WEIssschen Bezirken 
festzustellen. Dabei fihrt man wahrend 


Abb. 15. Durch Magnetpole tiber der Probenober- der mikroskopischen Beobachtung den 
flache werden kleine dolchférmige Sekun- i 


darbezirke induziert, die die Magneti: einen Pol einer diinnen Magnetnadel 
sierungsrichtung im Hauptbezirk er- iiber die Probenoberflache und beob- 
k la ach (2 : - ne 

melpnie seeiiiasenns achtet in unmittelbarer Nahe der 


Spitze dieser Magnetnadel kleine, neu 
entstehende, dolchformige Elementarbezirke (Abb. 15). Diese induzierten 
Sekundarstrukturen haben in benachbarten, entgegengesetzt magnetisierten 
Hauptbezirken verschiedene Orientierung und lassen so den Richtungssinn 
der Magnetisierung bestimmen. 


4. Der Mechanismus der Kolloidkonzentration 


Uber den Entstehungsmechanismus der BITTER-Streifen sind verschiedene 
Theorien und Hypothesen aufgestellt worden. ELMORE (25) und KITTEL [(/6) 
und (26)] diirften mit ihrer Deutung den experimentellen Tatsachen am 
besten gerecht werden. Sie nehmen an, daB auf die Suspension im wesentlichen 
nur lokale Magnetfelder an der Probenoberflache und die BRowNsche Mole- 
kularbewegung einwirken. Durch das Magnetfeld werden die Suspensions- 
teilchen veranlaBt, an die Stellen der héchsten Feldstirke zu wandern, 
wahrend die BRownsche Bewegung versucht, die gleichmaBige Verteilung 
aufrecht zu erhalten. 

Mit einer einfachen Rechnung schatzt KITTEL die magnetische Feldstarke 
ab, die zum Hintreten eines merklichen Kontrastes notwendig ist. Er ermittelt 
hierbei aus der thermischen Energie (Z7 = k7) und der magnetischen Feld- 


energie eines Teilchens (2 ata: es v) die Gleichgewichtsverteilung im 
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§ Feld H. Fir permanentmagnetische Teilchen erhalt er 


Nay eT 2 ant 
4 und fiir Teilchen ohne permanentes magnetisches Moment 
Nu teh G6 ie MH 
| Woe (ser) Tee (Sen) ie 
i mit bay BV (4.2a) 


4 Dabei bedeuten: 


«) Nz = Zahl der Teilchen pro Volumeneinheit im Magnetfeld H, 
) Ny = Zahl der Teilchen pro Volumeneinheit bei H = 0, 

| “= magnetisches Moment eines Teilchens, 

H = magnetische Feldstirke, 

k = BOLTZMANN-Konstante, 

T = absolute Temperatur, 

x = Suszeptibilitat eines Teilchens, 

V = Volumen eines Teilchens. 


{ Die Teilchen sind zur Vereinfachung alle als gleichartig angenommen worden. 
) Nach KiTTeEL (16) erhalt man fir eine Magnetitsuspension mit Partikeln 
y von 10-*° cm Durchmesser eine merkliche Kontrastbildung fiir lokale Magnet- 
& felder, deren Feldstairke etwa = 
@ und (25) angibt, ist der mittlere Teilchendurchmesser der tblichen Suspen- 
} sionen etwa 2 - 10-® cm. Solche kleine Teilchen bestehen aus einem einzigen 
/ Weissschen Bezirk {siehe z. B. (28)]. Daher laBt sich die Formel (4.1) auf sie 
@ anwenden, wenn man beriicksichtigt, daB die Sattigungsmagnetisierung 
{dieser Teilchen nicht iibereinstimmt mit den am kompakten Material 
) gemessenen Werten [siehe z. B. (29)]. Man kommt unter diesen Voraus- 
) setzungen auf zur Kontrastbildung notwendige Feldstirken, die um 2 bis 
) 3 Zehnerpotenzen gréBer sein kénnen als der oben nach KITTEL angegebene 
) Wert. 

} Andererseits kann abgeschatzt werden, welche Feldstarke die magnetischen 
} Streufelder tiber BLOCH-Wanden besitzen. KITTEL (16) berechnetz. B. bei Hisen 
im Abstand 10-4cm von der Oberflache etwa 20 Oe, wobei er eine linien- 
| formige Polanordnung voraussetzt und die Permeabilitat des Materials in der 
| Umgebung beriicksichtigt. Im Abstand von 10-° cm kann man bereits mit 
) der GréBenordnung von 100 Oe rechnen. Diese Feldstaérken geniigen dem- 
1 nach vollstandig, um eine deutliche Konzentration der Suspension tiber den 
' BLlocu-Wanden zu erzielen. 


Oe oder mehr betragt. Wie ELMORE in (27) 


5. Magnetische Pulvermuster auf Kobalt 
5.1 Kristallsymmetrie und magnetische Anisotropie 


/ In kompaktem Kobalt ist in weiten Temperaturbereichen das hexagonale 
| Kristallgitter stabil (Abb. 16). Ein Einkristall 148t sich bei Zimmertemperatur 
} am leichtesten in Richtung seiner hexagonalen Hauptachse magnetisieren 
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(siehe Abschnitt 2); es existiert also im Gegensatz zu Eisen oder Nickel nur | 


eine Richtung leichtester Magnetisierbarkeit. Daher lassen sich viele Pro- 


bleme, die mit der magnetischen Kristallanisotropie verknipft sind, am Fall . 


des Kobalts besonders einfach studieren. Dazu kommt noch, daB die magne- 
tische Anisotropie sehr ausgepragt ist 
(siehe Abb. 2). Es muB also relativ 
viel Energie aufgewendet werden, 
wenn die Magnetisierung aus der 
Richtung der hexagonalen Haupt- 
achse herausgedreht werden soll. 


dafiir, daB bei Kobalt starke ma- 
gnetische Streufelder tiber der Pro- 
benoberflache existieren. Das ist be- 


gnetische Vorzugsrichtung (hexago- 
nale Hauptachse) senkrecht zur Ober- 
fliche der Probe steht. Bei anderen 
Materialien werden die Streufelder 
im allgemeinen von der Natur ver- 
mieden, da ihre Entstehung einen 
betrachtlichen Energieaufwand er- 


hexagonale Achse 


Abb. 16. Kristallgitter von Kobalt bei Zimmertem- derung der Streufeldenergie sind in 
peratur. Die eingezeichneten Pfeile kenn- Abschnitt 2 f ichnet 
zeichnen die magnetischen Vorzugsrich- 2 sconl oe gezeichne ye 

tungen Ein anschaulicher experimenteller 

Beweis fiir das Vorhandensein star- 

ker Streufelder tiber Kobaltoberflachen wurde durch die im Abschnitt 13 


beschriebenen Versuche von GERMER (30) geliefert. 


5.2 Die Haupttypen der magnetischen Pulvermuster auf Kobalt 


Die oben genannten starken Streufelder iiber der Kobaltoberfliche wirken 
auf die Teilchen der ferromagnetischen Suspension besonders kraftig ein. 
Daher lassen sich an Kobalt die magnetischen Pulvermuster relativ leicht 
beobachten, wenn die Probenoberflache mit geniigender Sorgfalt vorbereitet 
worden ist. Bereits BITTER (5) zeigt gute Aufnahmen von magnetischen 
Pulvermustern auf Kobalt. Verschiedene andere Autoren [siehe z. B. (3/)] 
haben ebenfalls Untersuchungen mit der Pulvertechnik an diesem Material 
durchgefiihrt, insbesondere ist von ELMORE (1) eine ausfiihrliche Arbeit 
veroffentlicht worden. | 

Kin typisches Bild der Muster, wie sie an polykristallinen Kobaltproben zu 
finden sind, zeigt Abb. 17. Die einzelnen Kristallkérner besitzen unter- 
schiedliche Orientierung der hexagonalen Hauptachse zur Oberfliche und 
zeigen dementsprechend verschiedene Typen der Pulvermuster. Von beson- 
derem Interesse sind die beiden Extremfalle beziiglich der Kristallorien- 
tierung: 

1. hexagonale Achse parallel zur Oberfliche, 

2. hexagonale Achse senkrecht zur Oberflache. 


Diese Erscheinung ist ein Grund 


sonders dann der Fall, wenn die ma- | 


fordert. Méglichkeiten zur Vermin- | 
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|. Liegt die hexagonale Hauptachse parallel zur Oberflache, dann sind im 
lgemeinen tuber der Probe keine merklichen Streufelder vorhanden. Eine 


-——+10,)mm 


Abb. 17. Magnetische Pulvermuster auf grobkristallinem Kobalt 


N \A\ 


+—H G/ mm 


* Abb. 18. 180°-BLOCH-WAnde auf einem Kobaltkristall, dessen hexagonale Achse paralle] zur Probenoberflache 
liegt. Die im Schema eingezeichneten Pfeile geben die Richtung der Magnetisierung in den Elementar- 
bezirken an 


'Ausnahme bilden die Stellen, an denen BLocH-Wande die Oberflache 
| schneiden. Uber diesen linienférmigen Gebieten existiert nach Abschnitt 4 
ein Streufeld, das eine Konzentration der magnetischen Suspension verur- 
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sacht. Dadurch werden die Wande (bei Hellfeld-Mikroskopie) als schwarze 
Striche auf hellem Grund deutlich sichtbar (Abb. 18). Das Schema der 
Abb. 18 kann zunichst dadurch gepriift werden, daB ein Magnetfeld parallel’ 
zu den langgestreckten WEIssschen Bezirken angelegt und umgepolt wird. Die 
dabei auftretenden Veranderungen, die in Abb. 19 zu erkennen sind, besta- 
tigen die Annahme, daB die Elementarbereiche abwechselnd entgegengesetzte 
Magnetisierungsrichtung besitzen. Mit dieser Methode kann gleichzeitig das 
Vorzeichen der Magnetisierung in den einzelnen Bezirken festgestellt 
werden. Weiterhin ]48t sich durch Anwendung der ,,Kratztechnik“ (siehe 
Abschnitt 3) beweisen, da® die Magnetisierung parallel zu den Wéanden 
verlauft, die demnach 180°-Wande sein miissen. 


|I—————Hji 97mm 


Abb. 19. 180°-BLOCH-Wande auf Kobalt bei verschiedenen 4u8eren Magnetfeldern 


2. Co-Kristalle, bei denen die hexagonale Achse senkrecht durch die Ober- 
flache st6Bt, zeigen einen voéllig anderen Typ von Pulvermustern. In der 
Abb. 20 sind die reizvollen Erscheinungen an einer derartig orientierten 
Flache gezeigt. Die komplizierte Struktur dieser Muster ist nicht so einfach 
zu deuten wie im Fall der geraden Streifen. Prinzipiell ist aber zu verstehen, 
daB eine feine Unterteilung der Elementarbereiche auftritt, da hierdurch die 
Streufeldenergie an der Oberfliche herabgesetzt wird (siehe Abb. 21). Wie 
im Abschnitt 2 ausgefiihrt worden ist, kann in erster Naherung die Streu- 
feldenergie proportional D angenommen werden, wobei D eine charakteri- 
stische Linge des betreffenden Musters ist. Fir D ist z. B. die Dicke der 
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H=0 H® 


Abb. 20.,,Sternchenmuster“ auf einemK obaltkristall, dessen hexagonaleAchse senkrecht zurProbenoberflache 
steht, bei verschiedenen duBeren Magnetfeldern. Die Richtung der 4uBeren Magnetfelder ist ebenfalls 


senkrecht zur Oberflache 


Platten bei einer Anordnung der Ele- 
mentarbereiche gemaéB Abb. 4a einzu- 
setzen oder der Durchmesser der Struk- 
turen nach Abb. 21c. Damit die Wand- 
energie, die bei einer feineren Unter- 
teilung aufgewendet werden muB, nicht 
zu groB wird, bilden sich an der Ober- 
flache dolchformige Bezirke aus, wie 
im Schema der Abb. 21c¢ angedeutet 
ist. Solche Dolche kénnen auch in den 
magnetischen Pulvermustern haufig be- 
obachtet werden (siehe z. B. Abb. 23). 


Abb. 21. Zur Entstehung der dolchférmigen Sekundar- 
strukturen 
a) Bei grober Einteilung in Elementarbezirke 
ergibt sich eine groBe Streufeldenergie und 
eine geringe Wandenergie 
b) Bei feiner Unterteilung wird die Streufeld- 
energie stark gesenkt, dafiir aber die Wand- 


energie wesentlich gesteigert 
c) Die ,,Dolche‘‘ erlauben eine wirksame Sen- 


kung der Streufeldenergie bei maBiger Stei- 
gerung der Wandenergie. Streufelder und Pole 
im Materialinneren sind zur besseren Ubersicht 
weggelassen 
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Sie entstehen ebenfalls an eingeschlossenen Fremdkérpern, Hohlraumen und 
Korngrenzen und stellen eine charakteristische Erscheinung in den Pulver- 
mustern auf Kobalt dar. 


5.3 Spezielle Untersuchungen an magnetischen Pulvermustern auf Kobalt 


Neben den oben angefiihrten beiden Grundtypen kénnen Ubergangsformen 
der Pulvermuster beobachtet werden, falls die hexagonale Achse mit der 
Probenoberfliche einen Winkel zwischen 0 und 90° einschlieBt. Die Abb. 22 
zeigt typische Muster, wie sie haufig auf grobkristallinen Kobaltproben auf- 


Abb, 22. Magnetische Pulvermuster auf einem Kobaltkristall, dessen hexagonale Achse die Probenoberflache 
untereinem Winkel von etwa 20° schneidet, bei verschiedenen 4uBeren Magnetfeldern (senkrecht zur 
Oberflache) 


treten. Die Form dieser Muster lé8t sich zumindestens qualitativ verstehen, 
wenn man beriicksichtigt, daB sich auch hier ein Gleichgewicht zwischen 
Streufeldenergie und Wandenergie einstellen wird. 

Man kann leicht zeigen, da8 iiber derartigen Mustern ebenfalls starke magne- 
tische Streufelder bestehen. Sobald namlich senkrecht zur Probenoberfliche 
ein Magnetfeld angelegt wird, tritt eine eigentiimliche Kontrastbildung ein 
(siehe Abb. 22), die nach der Deutung von MEE (32) folgendermaBen zu 
verstehen ist. Durch das auBere Magnetfeld werden die Teilchen in der 
Suspension magnetisch so ausgerichtet, daB sie alle mit dem gleichen Pol zur 
Probenoberfliche zeigen. Sind nun auf der Probenoberflache magnetische 
Pole vorhanden, dann werden die Suspensionsteilchen je nach dem Vor- 
zeichen der Oberflachenpole angezogen bzw. abgestoBen. Dieser Effekt 
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gestattet es, das Vorhandensein 
von Oberflaichenpoldichten nach- 
zuweisen und ihr Vorzeichen zu 
bestimmen. Bei Umpolen des au- 
Beren Feldes tritt natiirlich eine 
Schwarz-WeiB-Vertauschung ein. 
Diese Kontrastverinderungen im 
Magnetfeld konnen auch zur Unter- 
suchung der Oberflachenpole tiber 
BLOCH-Wanden herangezogen wer- 
den (33). 

Wie in Abb. 20 zu erkennen ist, ver - 
andern sich auch die sogenannten 
, sternchenmuster‘‘, sobald ein ge- 
niigend starkes Magnetfeld senk- 
recht zur Probenoberflache angelegt 
wird, und bilden eine labyrinthar - 
tige oder maanderformige Uber- 
struktur aus. Solche ,,Méander- 
muster‘‘ ké6nnen aber auch bei Ab- 
wesenheit auBerer Magnetfelder 
beobachtet werden. Es liegt nahe, 
in diesem Fall innere Streufelder, 
die z. B. von benachbarten Korn- 
grenzen ausgehen kénnen, als 
Entstehungsursache anzunehmen. 
Uberlagert man den Streufeldern 
ein duBeres Magnetfeld, dann wer- 
den sie verstarkt oder geschwacht, 
je nachdem, ob sie zum aéuBeren 
Feld eine parallele oder antiparallele 
Komponente besitzen. Da der Kon - 
trast der Maander natiirlich von ~~~ ™ 
der Gesamtfeldstirke abhangt, ist etc oS 
es in solchen Fallen méglich, Streu- Se 
felder nachzuweisen, deren Quellen 
im Kristallinneren liegen, und so- 
gar ihr Vorzeichen zu bestimmen. 


In Abb. 23 kann man deutlich solche 
inneren Streufelder erkennen, diein ~. 
diesem Fall die Form von Streifen 
mit abwechselndem Vorzeichen be- 


=a (1) 


H=0 


Abb. 23. ,,Maandermuster‘* auf Kobalt. Kristall 
(1) und Kristall (2) werden durch eine he 
Zwillingsgrenze getrennt. Die hexago- 2 
nale Achse laduft bei Kristall (1) parallel, * 
bei Kristall (2) senkrecht zur Probenober- 
flache. Die-4uBeren Felder sind senkrecht 
zur Oberflache gerichtet 


13° 
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sitzen. Die Streifen zeigen einen ausgepragten Zusammenhang mit der Struktur 
des angrenzenden Kristalles (1), dessen 180°- Wande sich indas Maanderkorn (2) — 
fortzusetzen scheinen. Eingehende Untersuchungen zeigten, daB in der Tat 
der Kristall (1) sich unter dem Kristall (2) fortsetzt. Letzterer besitzt die 
Form eines Keiles, dessen Schneide in der Abb. 23 nach links oben zeigt. 
Durch Abtragen der Oberflache konnte der Keilwinkel bestimmt werden. Die 
Korngrenze schneidet also den Kristall (1) so an, daB an der Schnittflache 
magnetische Pole auftreten, die streifenformig abwechselndes Vorzeichen 
besitzen. Die Tendenz, an dieser Schnittflache ,,Sternchen‘‘ oder eine andere 
Feinstruktur zur Herabsetzung der Streufeldenergie zu bilden, ist nicht so 
groB wie an der Grenzflaiche gegen Luft. Daher wird hier durch Vermittlung 
der Maandermuster die Méglichkeit gegeben, die Elementarbereiche sozu- 
sagen im Querschnitt zu betrachten. Man findet dabei, daB die WEIssschen 
Bezirke im Inneren von Kobalt plattenformige Gestalt besitzen. Die Maander- 
muster selbst sind ausfihrlicher untersucht worden. Es gelang, wesentliche 
Eigenschaften dieses Mustertyps quantitativ zu deuten (34). 


6. Untersuchungen an Ejisen-Silizium 
6.1 Kristalleigenschaften und einfache magnetische Strukturen 


Bei den meisten der bisher verdffentlichten Arbeiten tiber Elementarbezirke 
der Magnetisierung wird als ferromagnetisches Material Eisen-Silizium 
(~ 3% Si —- sogenanntes Transformatorenblech) verwendet [siehe u. a.(2), 
(3), (4), (19), (35), (36), (39)]. Der Grund 
hierfiir liegt darin, daB man aus diesem 
Material relativ einfach gréBere Kristall- 
kérner oder Einkristalle herstellen kann. 
Bei ,,reinem“ Eisen wird beim Unter- 
schreiten einer Umwandlungstemperatur 
(~ 800° C) die bei héheren Tempera- 
turen ausgebildete kubisch-flichenzentrierte 
y-Phase in eine kubisch-raumzentrierte 
a-Phase umgewandelt. Diese Gitterumwand- 
lung macht aber eine Ausbildung gr6Berer 
Kristalle fast unméglich. Bei Zusatz von et- 
wa 3% Si bleibt die a-Phase tiber den ge- 
Abb. 24. Vorzugslagen der Magnetisierung SamMten Temperaturbereich erhalten, wie 

beim Eisen-Silizium aus dem Zustandsdiagramm [siehe z. B. (18)] 

ersichtlich ist. 

Wahrend beim Kobalt nur eine Vorzugslage der Magnetisierung vorhanden 
ist, kennen wir beim Eisen (und natiirlich auch beim Fe-Si) deren mehrere. 
Ks sind hier alle Richtungen parallel zu den Wiirfelkanten des Gitter- 
Elementarwiirfels gleichberechtigte Vorzugslagen der Magnetisierung (siehe 
Abb. 24). Diese Vielfalt der Richtungen leichtester Magnetisierbarkeit 
bedingt natirlich auch kompliziertere geometrische Formen der magnetischen 
Elementarbezirke. Nur auf Oberflachen, die fast oder genau parallel zu einer 
(100)-Ebene oder zu einer (110)-Ebene verlaufen, kénnen wir einfache geo- 
metrische Formen der magnetischen Bereiche erwarten. Wenn die elektro- 
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iytisch polierte Oberflache genau parallel zu einer (100)-Ebene verlauft, so 
jverden wir besonders iibersichtliche magnetische Muster beobachten (siehe 


Q1mm 


| 


) Abb. 25. Einfache magnetische Bezirksanordnung auf Eisen-Silizium. Die Pfeile im Schema geben die Magneti- 
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Korngrenze 
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b 
Abb. 26. Dreieckférmige ,,Abschlu&bezirke‘‘ an einer Kristallkorngrenze. Der Magnetisierungsverlauf zur 
Bezirksanordnung ist im Schema eingezeichnet 


,AbschluBbezirke an Kristallgrenzen haben 1935 schon LANDAU und 
LirscuiTz (17) gefordert. In Abb. 26 sind solche dreieckférmige ,,AbschluB- 
bezirke“ an einer Kristallkorngrenze zu sehen. Abb. 26b zeigt im Schema den 
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Magnetisierungsverlauf in den einzelnen Bezirken. Uber diese dreieck- . 
formigen Anordnungen wird die Magnetisierung um 90° umgelenkt und 

kommt so parallel zur Kristallkorngrenze zu liegen. Damit wird ein zu. 
groBes Streufeld vermieden, welches ohne diese prismenf6rmigen Bezirke | 
entstehen wiirde, weil die Komponente der Magnetisierung, die senkrecht zur ' 
Korngrenze verlauft, wegen der giinzlich anderen Orientierung des unteren — 
Kristallkornes offensichtlich nicht stetig durch die Kristallkorngrenze hin- 

durchtreten kann (siehe Abschnitt 2). An freien Oberflachen wurden der- 

artige ,,domains of closure‘‘ in den BELL-Laboratorien zum ersten Mal beob- 

achtet (37). 


6.2 ,,Tannenbaumstrukturen‘‘ 


An ,,Tannenbaum“-Strukturen wie in Abb. 27 hat SHOCKLEY (38) und (2) 
gezeigt, daf die Ausbildung solcher Strukturen mit dem Prinzip zu erklaren — 
ist, daB die damit verbundene freie Energie einen Minimalwert annimmt. Um 
diesen Sachverhalt etwas deutlicher zu machen, betrachten wir Abb. 28. 


NS See 


| 
| 
| 
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Abb. 27. ,,Tannenbaumstrukturen™ auf einer 
Hisen-Silizium-Oberflache 


Abb. 28. Skizze zur Entstehung der 
Tannenbaumstrukturen 
{nach BOZORTH (18)]. In 
Abb. 28b ist die Lage 
der Probenoberfliche im 

780~Blochwana Kristallsystem skizziert 
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“4 Dort ist das bekannte experimentelle Ergebnis angedeutet (2), daB sich die 
a Tannenbaumstrukturen nur auf solchen Eisen-EKinkristall-Oberflachen aus- 

Wbilden, die um einen kleinen Winkel (O ~ 1°---3°) gegen eine Wiirfelebene 
“des Kristallgitters geneigt sind. Das rechtwinklige Koordinatensystem X, 
Y, Z der Abb. 28b soll sich dabei auf das Kristallgitter beziehen. Die +X-, 
ng +Y-, +Z-Richtungen sind also Vorzugsrichtungen der Magnetisierung. In 
5} die +Z-Richtung wird sich die Magnetisierung in diesem Fall allerdings nicht 


7 Im anderen, ebenfalls rechtwinkligen Koordinatensystem x, y, z soll die Lage 
9 der Metallprobe beschrieben werden. Die x-y-Ebene liegt dann in der Ober- 
i flache der Probe. In dieser Anordnung treten Magnetisierungskomponenten 
© senkrecht zur Oberfliche auf. Diese Normalkomponenten sind proportional 
il sin @ und geben AnlaB fiir ein Streufeld iiber der Oberflache der Probe. Dieses 
| Streufeld, das einen gewissen Aufwand an Streufeldenergie Hy, erfordert, 
!§ wird durch die Ausbildung der Tannenbaumzweige abgebaut; das Streufeld 
) wird innerhalb der Probe magnetisch ,,.kurzgeschlossen“. 

? Allerdings mu8 bei der Ausbildung solcher Tannenbaumzweige Wandenergie 
| y - fF aufgebracht werden; denn das Innere der Zweige stellt neue Elementar- 
( bezirke dar, deren Magnetisierungsrichtung gegen die des Hauptbezirkes um 
1 90° gedreht ist. Die Magnetisierung in einem Tannenbaumzweig liegt also beim 
) Eisen auch in einer Vorzugslage. Die Bedingung, daB die zur Wand normale 
) Komponente der Magnetisierung beim Ubergang von einem Bezirk zum 
| anderen méglichst stetig durch die. BLOCH-Wand hindurchgeht, erfordert 
in diesem Fall die Ausbildung von 90°-Wanden, die unter 45° zur Magneti- 
sierungsrichtung verlaufen. 

Die Tatsache, daB die Wainde der Tannenbaumzweige nach vorn spitz 
zusammenlaufen, bedingt einerseits, da an den Wanden auch im Inneren des 
Materials noch einige Quellen fiir ein entmagnetisierendes Feld auftreten — 
um so mehr, je kirzer und breiter die einzelnen Zweige ausgebildet sind. 
Andererseits wird aber zur Ausbildung eines kurzen Tannenbaumzweiges 
weniger Wandenergie erforderlich sein. So stellen diese Tannenbaum- 
strukturen einen Gleichgewichtszustand der Energie des entmagnetisie- 
renden Feldes und der Wandenergie dar. Die mit einer solchen Bezirksstruk- 
tur verbundene Gesamtenergie ist nach Abschiétzungen von SHOCKLEY (2) 
drei- bis viermal kleiner als die Gesamtenergie, die aufgewandt werden 
mute, wenn sich keine Tannenbaume ausbildeten. In derselben Arbeit ist 
auch abgeschatzt, wie tief die Tannenbaumbezirke ins Innere des Materials 
reichen. Nennen wir die gréBte Breite eines Zweiges b, seine Tiefe c, so 


1 : . 

miissen wir fiir = op bei O ~ 1° erwarten. Je groBer der Neigungswinkel 
c 1 : 

wird, um so tiefer reichen die Bezirke ins Innere {9 = 1,5°; ora a) Dieser 


| Gang steht im Einklang mit dem Modell; denn je gréBer O ist, um so gréBer 
ist der magnetische Flu8, der innerhalb des Materials durch den Tannen- 
baumzweig von einem Hauptbezirk in den anderen gelenkt werden muf. 

_ Bei O =~ 90° breiten sich die ,,Zweigbezirke“ tiber die ganze Oberflache aus, 
wihrend die Grundbezirke auf sehr schmale Gebiete zusammengeschrumpft 


186 B. ELSCHNER und W. ANDRA 


sind; die letzteren tragen dann allerdings eine betrachtliche Poldichte. Wir 
erhalten auf diese Weise einen Ubergang vom _,,Tannenbaumbereich 
(0 ~ 1°) zum ,,AbschluBbereich (9 ~ 90°). Uber Untersuchungen der 
, AbschluBbezirke’‘ an der Oberflaiche von Fe-Si-Kristallen wird z. B. von 
BATES und MEE (39) berichtet. Insbesondere wird hier in (D, H)-Dia- 
grammen (J) = Breite der Bezirke; H = angelegtes Magnetfeld) ein Vergleich 
zwischen den nach der NEELschen Theorie 
(14) zu erwartenden Werten und den ex- 
perimentell gefundenen Werten durchge- 
fihrt. Die sehr sorgfaltig ausgefiihrten 
MecBreihen zeigen eine gute Uberein- 
stimmung zwischen gemessenen und er- 
rechneten D-Werten. 

Ein zweites ,,Tannenbaummuster‘ findet 
seine Erklarung nach (2) auf folgende 
Weise: Schleift man die Oberflache so 
an, wie es in Abb. 29a skizziert ist, so 
erhaélt man die Bereichsstruktur der 
Abb. 29b. In Abb. 29c sind die dazu- 
gehorigen Magnetisierungspfeile einge- 
zeichnet. 

Dadurch, da8 das Kristallgitter X, Y, Z 
um, den Winkel 0 gegen das Koordinaten- 
system x, y, 2 verkantet ist, entstehen 
primar auch hier Quellen fiir ein Magnet- 


Abb. 29. Die Anordnung der Elementarbezirke ist 
sehr stark von der relativen Lage der 
Probenoberfliche zum Kristallgitter ab- 
hangig 
Olmm a) Lage der Oberflache im Kristallgitter. 
fk b) Mikroaufnahme. 
c) Magnetisierungsverlauf 
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‘jd aber der Oberfliche. Die damit verbundene Streufeldenergie kann 
jrmindert werden, wenn Bezirke gebildet werden, die dieses Streufeld 
n zschlieBen. In Abb. 29c sind diese ,,KurzschluBbezirke schraffiert 
jzeichnet. Kin Vergleich der Abb. 27 und Abb. 29 zeigt, wie empfindlich die 
Weometrie der Elementarbezirke an der Oberflache der Eisenprobe von der 
rientierung der Oberflache zu den kristallographischen Achsen abhangt. 


13 Muster auf (110)-Flachen 


jagnetische Elementarbezirke auf einer (110)-Fe-Si-Oberfliche zeigt die 
“tbb. 30. Parallel zu einer (110)-Ebene kénnen nur zwei Vorzugsrichtungen 
‘Mer Magnetisierung liegen. Wir erhalten also auf solchen Oberflachen ahnliche 
“Wluster wie beim Kobalt. 
lis treten nur 180°-Wande 
‘Juf, und die Magnetisie- 
‘Quang verlauft in benach- 


Wel. Die Ausbildung 


}100)-Oberflache in Abb. 
26] wiirde in diesem Fall 
‘inen erheblichen Ener- 
i§sieaufwand _ erfordern, 
weil die Magnetisierungs- 
tichtung parallel zur 
Oberflache und senkrecht 
9zu den 180°-Wanden jetzt 
ikeine Vorzugslage dar- +———4 0,Jmm 
stellt. Ein zu groBes Abb. 30. Magnetische Elementarbezirke auf der (110)-Oberflache eines 
‘Streufeld an der Korn- Hisen-Silizium-Kristalles 

§grenze wird wie beim 

9Kobalt durch Ausbildung kleinerer dolchformiger Bezirke, die von der 
‘Korngrenze ausgehen, vermieden (siehe auch Abschnitt 5). Diese dolch- 
iformigen Bezirke sind mit antiparalleler Magnetisierungsrichtung in die 
}groBeren Hauptbezirke eingebettet. Bei einer Ummagnetisierung der 
'Kristallkérner durch Einwirkung eines entsprechenden auReren Magnet- 
| feldes wachsen diese dolchférmigen Bezirke rasch an. 


6.4 Bezirksstrukturen um grépere Fremdkérper 


| WILLIAMs hat schon in seiner ersten Arbeit (4) mit Hilfe der oben beschrie- 
-benen Methode der ,,BITTERschen Streifen‘‘ in tiberraschend schoner Weise 
die Bezirksstrukturen sichtbar gemacht, die sich nach N&EL (40) in der 
Umgebung von Fremdkérpern (nichtmagnetischen Kinschlissen, Hohl- 
réumen) ausbilden, die im Verhaltnis zur BLOCcH-Wanddicke grof sind. 
NEEL beriicksichtigt das magnetostatische Streufeld, das sich in der N&he 
eines Fremdkérpers ausbildet. Er zeigt, da& die mit diesem entmagneti- 
sierenden Feld verbundene Energie bei einem kugelférmigen Hohlraum 
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(r = 0,6 - 10-4 cm) zweihundertmal gréBer ist als die Wandenergie 2 + 
die man nach KERSTEN (41) einspart, wenn die BLOcH-Wand den kuge 
formigen nichtmagnetischen Hohlraum gerade halbiert. NEEL zeigt weit 
daB dieses entmagnetisierende Feld vermieden wird, wenn sich an den Hoh 
raum geeignete Elementarbezirke (sogenannte N&ELsche ,,Zipfelmiitzen’ 
anschlieBen. Durch diese Bezirke (Abb. 31) wird die Magnetisierung um de 
Fremdkérper herumgelenkt, so da8 am Hohlraum keine Quellen fir ei 
entmagnetisierendes Feld auftreten. 

Die Anordnung der Abb. 31 ware vollkommen streufeldfrei, wenn die Zipfel: 
miitzen unendlich lang waren, d.h. wenn die 90°-Wande genau unter 45 
zur Magnetisierungsrichtung verliefen. Dafir miSte aber ein zu groBe 


ap Ts 
Abb. 31. NEELsche Zipfelmiitzen an einem wiirfelformigen Fremdkérper (schematisch) 


Betrag an Wandenergie aufgebracht werden. Die Zipfelmiitzen laufen spitz 
zu, um eine endliche Lange zu erreichen. Dadurch entstehen an den Wanden 
der Zipfelmitzen Quellen fiir ein entmagnetisierendes Feld. Die damit ver- 
bundene Feldenergie ist um so gré8er, je kleiner das Verhaltnis J/d ist 
(1 = Lange der Zipfelmiitze, d = Durchmesser des Fremdkorpers). 
BOzoRTH (2) schaétzt das Verhialtnis //d ab, indem er die langgestreckte 
Zipfelmiitze als Ellipsoid behandelt und die Energie des entmagnetisierenden 
Feldes zur Wandenergie in Konkurrenz setzt. 

Abb. 32 und Abb. 33 zeigen NEELsche Zipfelmiitzen an benachbarten Fremd- 
korpern. In beiden Abbildungen verliuft die Magnetisierung des Haupt- 
bezirkes parallel zur seitlichen Begrenzung des Bildes. In diesem Hauptbezirk 
sind die Fremdkérper mit ihren Zipfelmiitzen eingebettet. Eine Uber- 
schneidung der beiden mittleren Zipfelmiitzen in Abb. 32 wird durch Aus- 
bildung eines kleinen dreieckférmigen Briickenbezirkes vermieden. Uber 
diesen kleinen Bezirk, der von zwei 90°-Wanden und einer 180°-Wand 
begrenzt wird, vollzieht sich der Ubergang der Magnetisierungsrichtungen 
in den beiden Zipfelmiitzen streufeldfrei. 
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je gegenseitige Lage der Fremdkorper in Abb. 33 ist so giinstig, daB eine 
vl pfelmiitze eingespart werden kann. Abb. 34 schlieBlich zeigt die Bezirks- 


+——_— 01mm 


Abb. 33. NEELsche Zipfelmiitzen an benachbarten 

Fremdk6rpern. Hier sind die beiden Fremd- 
dungslinie zwischen den _ beiden kérper in bezug auf die Magnetisierungs- 
Fremdk6rpern verlauft parallel zur richtung seitlich versetzt 
Magnetisierungsrichtung 


\ parten Fremdk6rpern. Die Verbin- 


7 
Abb. 34. Gitterférmige Anordnung von kiinstlichen Fremdk6rpern. Zwischen den einzelnen Eindriicken bilden 
sich oft briickenformige Verbindungsgebiete aus 
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strukturen um mehrere Fremdkérper, die gitteréhnlich angeordnet sind. 
Fremdkérper dienen dabei die pyramidenférmigen Eindriicke eines Mikra 
hartepriifers. Man sieht, wie die einzelnen Fremdkérper nach dem Vor i 
in Abb. 32 durch briickenahnliche Anordnungen der Elementarbezirke mit: 
einander verbunden sind. 
ELSCHNER verfolgt in (36), wie sich solche Zipfelmiitzen verhalten, wenn ma 
eine 180°-Wand iiber einen Fremdkérper hinwegschiebt (siehe auch Hoch 
schulfilm tiber ,,Elementarvorginge der Magnetisierung‘‘ des Deutschen Zen 
tralinstituts fiir Lehrmittel, Berlin W 8). Die Bildreihe Abb.35 zeigt den Abrifi 
einer Zipfelmiitze von der Wand. Dabei wurde die Wand nur in sehr kleinen unc 
durchaus reversiblen Schritten vorwarts bewegt. In Abb. 35c spitzt sich de 
schlauchformige Bezirk ein wenig kegelf6rmig zu und springt dann plotzlich 
1 
L, 
Dabei ist L, die Linge des Schlauches, wenn er gerade noch mit der Wan 
verbunden ist, L, ist die Lange der zuriickgesprungenen Zipfelmiitze. 
Wie die Wandverschiebungen in der Nahe eines kiinstlich angebrachtem 
Hohlraumes ablaufen, zeigen die Bilder 36a bis d. Die Hauptwand, an der 
sich im Ausgangszustand mehrere Tannenbaumzweige ausgebildet haben, 
wird durch stetige Veranderung des wirksamen auBeren Magnetfeldes nach 
links verschoben. Dabei vollzieht sich diese Wandbewegung zunachst (a---e) 
durchaus reversibel. Erst beim Ubergang von c zu d ist eine Energieschwelle 
zu tuberwinden, bevor die Wand mit einem kleinen BARKHAUSEN-Sprung: 
in die Mitte des Fremdkorpers springt. Die beiden 180°-Wainde, die sich vor- 
her noch gegentiberstanden, werden im Endzustand der Abb. 36d itber- 
fliissig, und in einem gr68eren Gebiet klappt die Magnetisierung plotzlich 
um 180° um. Der BARKHAUSEN-Sprung erfolgt also erst, wenn die Haupt- 
wand in unmittelbarer Nahe des Fremdkorpers steht. Will mandie 180°-Haupt- 
wand wieder vom Fremdkorper wegschieben, so erfolgt der BARK-HAUSEN- 
Sprung gleich bei Beginn der Wandbewegung, indem in einem gréBeren Gebiet 
die Magnetisierung plotzlich umklappt. Durch Ausbildung neuer 180°-Wande 
entsteht dabei die vollstandige Bezirksstruktur um den Hohlraum. 
Konporsky (42) leitet auf Grund dieser Vorginge des ,,Schlauchziehens* 
nach den Beobachtungen von WILLIAMS und SHOCKLEY (8) eine Formel fiir 
die Koerzitivkraft ab, die mit der entsprechenden KERSTENschen Formel 
(41) grundsatzlich tibereinstimmt. 


zuriick. DasVerhialtnis der beiden Langen — kann manzuetwa > bestimmen?). 


6.5 Der HinfluB von mechanischen Spannungen auf die Bezirksstrukturen 


Kine Beeinflussung der tannenbaumférmigen Bezirksstrukturen durch 
elastische Zugbeanspruchung der Oberflache des Materials erreichten 
WILLIAMS, BOZORTH und SHOCKLEY (2). Es wurde ein diinner Fe-Si- 
Kinkristall wahrend der Beobachtung leicht gebogen, aber immer so, daf 
die Dehnung im elastischen Bereich blieb. 

Abb. 37a bis d, die bei einem ahnlichen Versuch gewonnen wurden, stellen 
jeweils dieselbe Stelle der elektrolytisch polierten Oberflaiche dar. In Abb. 37a 
') Denselben Wert berechnete R. BRENNER (Z. angew. Phys. 7, 391, 1955) nach 
theoretischen Betrachtungen. 
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{ Richtung des 
| angelegten Feldes 
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Abb. 35. Ablésung einer Zipfelmiitze von einer 180°-Wand, die durch ein 4uBeres Magnetfeld nach rechts 


verschoben wird 


* 


Abb. 36. Bewegung einer 180°-Wa 
Abb. 36c springt die Wand plotz 


(ale pai 
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nd in der Nahe eines ktinstlich a 


lich in die Lage der Abb. 36d. 


verlauft parallel zur seitlichen Begrenzung der Bilder 


ngebrachten Hohlraumes.Vom Zustand der 
Die Richtung des angelegten Magnetfeldes 
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as 


a Richtung der ange- 
legten Zugspantng 6 


c Mad 


Abb.37. Verinderung der WEISSschen Bezirke durch mechanische Spannungen. BejAbb.37 a ist die Zugbean- 
spruchung Null, wahrend sie von Abb. 37b bis 37d standig anwdchst 
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ist keine #uBere Zugspannung angelegt. Bei den drei folgenden Abbildungen 
wichst die Zugbeanspruchung, deren Richtung durch Pfeile markiert ist, 


Abb. 38. Wabenférmige Bezirksstrukturen auf einer Eisen- 
Silizium-Oberflache, die durch 6rtliche mecha- 
nische Spannungen im Material hervorgerufen wor- 
densind [nach YING, LEVY und TRUELL (43)] 
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Abb. 39. ,,Zickzack-Wande“ auf einer mechanisch verspannten 
Kisen-Silizium-Oberflaiche [nach STEPHAN (45)] 


stindig weiter an, bleibt; 
aber immer im elastischen 
Bereich. 

In dem MaB8e, wie die Zug- : 
beanspruchung zunimmt, 
werden die Tannenbaum- 
bezirke gréBer. Die Erkla- | 
rung dieses Verhaltens wird | 
in (2) gegeben. Danach muB 
man beim Fe-Si mit seiner 
positiven Magnetostriktion 
ein Anwachsen der Bereiche 
erwarten, deren Magnetisie- 
rung parallel zur Zugbean- — 
spruchung verlauft. Im Ma- 
terial, das der mechanischen 
Spannung nachgeben will, 
stellt sich also die Magne- 
tisierung modglichst so ein, 
da die Magnetostriktions- 
energie klein bleibt (siehe 
auch Abb. 7). 

YinG, LEVY und TRUELL 
(43) zeigen den EinfluB des 
elektrolytischen Poliervor- 
ganges auf die Bezirks- 
muster, die sich auf (100)- 
Flachen von Fe-Si-Kri- 
stallen ausbilden. Nach 
kurzem elektrolytischen Po- 
lieren bilden sich zunachst 
komplizierte Muster aus, 
und erst bei mehrmaligem 
Polieren findet man schlieB- 
lich einfache und tibersicht - 
liche Muster Die komplizier- 
ten Muster werden als cha- 
rakteristisch fiir mechanisch 
verspannte Oberflaichen in- 
terpretiert. Besonders inter- 
essant sind dabei waben- 


formige Bezirksstrukturen, die sich an Schleifkratzern oder anderen mecha- 
nischen Spannungsinseln ausbilden (siehe z. B. Abb. 38). 

Auch durch sorgfaltiges mechanisches Polieren allein gelingt es den oben- 
genannten Autoren, klare Tannenbaumstrukturen auf Fe-Si-Oberflachen zu 


beobachten. 
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Uber eine ahnliche Beeinflussung der BLOcH-Wande durch mechanische 
Verspannungen berichten WILLIAMS und BozorTH (44). Sie beobachten 
betrachtliche Kriimmungen der BLocH-Wande in der Nahe von plastisch 
verformten Bereichen im ferromagnetischen Material. 

In einer kirzlich ver6ffentlichten Arbeit konnte STEPHAN (45) zeigen, daB 
beim Vorhandensein von inneren Spannungen sogenannte ,,Zickzackwande“ 
(Abb. 39)') auftreten konnen. Der genannte Autor bringt an Hand von 
klaren Aufnahmen diesen besonderen Wandtyp mit den Labyrinth- 
mustern in Zusammenhang. 


6.6 Die ,,Rahmchentechnik‘ 


Besonders schéne Beobachtungen von Wamndverschiebungen sind von 
WILLIAMS und SHOCKLEY (3) durchgefiihrt worden. Als Probe wird von 
ihnen ein sorgfaltig praparierter Rahmen-Einkristall aus Fe-Si verwendet 


Abb. 40. Rahmen-Einkristall [pach WILLIAMS und SHOCKLEY (3)]. Die Oberflache ist eine (100)-Ebene 


(siehe Abb. 40). Im energetisch tiefsten Zustand ist der Rahmen in 4 Elemen- 
tarbezirke unterteilt mit 4 BLOCH-Wanden (90°-Wande!). Der energetisch 
nichsthohere Zustand mit 8 Elementarbezirken eignet sich gut zur Beob- 
achtung der Bewegung der 180°-BLocH-Wand unter der Wirkung eines 
aéuBeren Magnetfeldes’). 


6.7 Temperaturbeeinflussung der BiITTER-Streifen 


Uber Wandverschiebungen durch Temperaturerhéhung perichtet ELSCHNER 
in (36). Die Abb. 41 zeigt den Einflu8 einer Temperatursteigerung auf die 
Stellung einer 180°-Wand. Bei dieser Abbildung sind mehrere Stellungen 
derselben Wand in einer Aufnahme festgehalten. Im Ausgangszustand be- 
fand sich die 180°-Wand ganz rechts (Stellung I); die Zipfelmiitzenstrukturen 


1) Das Original der Abb. 39 wurde von Herrn Dipl.-Phys. W. STEPHAN freundlicherweise 


zur Verfigung gestellt. 

2) Wahrend der Drucklegung erschien eine Mitteilung von H. FAHLENBRACH [Natur- 
wissenschaften 42, 174 (1955)], in der an Fe-Si-Rahmchen die Wirkung von Magnet- 
feldglithung auf die Bezirksstruktur untersucht wurde. 
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an dem Fremdkérper waren dabei nach rechts gerichtet. Erwarmt man nun 
die Probe langsam, so setzen sich die schwereren Teilchen der Suspension auf 
der Metalloberflache fest und kénnen durch die BRowNsche Molekular- 
bewegung nicht mehr bewegt werden. Auf diese Weise bleibt die Ausgangs- 
stellung der Wand fixiert. Die Wand springt nun aber infolge der Temperatur- 
erhéhung in  mehreren 

T Schritten nach links. Jeder 

langere Aufenthalt wird 
durch festgebackeneFe, O,- 
Teilchen markiert, die 
an der Bewegung dann 
nicht mehr teilnehmen. 
Man bemerkt, wie die 
Wand schlieBlich eine Ru- 
hestellung in der Mitte 
des groBen Fremdkorpers 
eingenommen hat. Diese 
Stellung koénnte energe- 
tisch begiinstigt sein, weil 
dabei die Wandenergie 


a: 
y > (r = Radius des 


: Ais Data Fremdkorpers ;r >BLOCH- 


4 01mm Wanddicke) eingespart 
reece emma tl 


wird. AuBerdem brauchen 

Abb. 41. Verschiebung einer 180°-Wand bei Temperaturerhé- keine Zipfelmiitzen aus- 
hung. Die Wand ist’ in. mehreren Spriingen tiber das ; p 

Gesichtsfeld gewandert. Dabei sind die einzelnen gebildet zu werden. Aller- 


Ruhelagen durch haftengebliebenes Kolloid markiert dings richtetsich dieWand- 
stellung auch nach nicht 
sichtbaren Storungen im Inneren des Materials, und auBerdem wird die 
stabile Lage einer 180°-Wand u. a. von der Bezirksanordnung bestimmt, die 
sich in einer weiteren (auf der Abbildung nicht mehr sichtbaren) Umge- 
bung des Fremdkorpers eingestellt hat. 
Nach weiterer Temperaturerhohung verlaBt die Wand den Fremdk6rper und 
verschiebt sich nach links aus dem Blickfeld hinaus. Dabei zieht sie die 
charakteristischen Zipfelmitzen hinter sich her, so daB diese jetzt nach links 
zeigen. Mit einer einzigen Aufnahme kann man also alle Ruhelagen der Wand 
auf diese Weise festhalten. 


7. BITTER-Streifen auf Nickel 
7.1 Kristallsymmetrie und magnetische Eigenschaften 


Im Gegensatz zum kubisch-raumzentrierten Silizium-Eisen liegt bei Nickel 
ein kubisch-flachenzentriertes Kristallgitter vor. Dieser kristallographische 
Unterschied tritt auch in den magnetischen Vorzugsrichtungen zutage, die 
bei Fe-Si parallel zu den drei Wirfelkanten, bei Ni dagegen parallel zu den 
4 Raumdiagonalen liegen (Abb. 42). 
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Diese ausgezeichneten Richtungen stehen demnach nicht senkrecht auf- 


f einander, sondern schlieBen Winkel von rund 71° und 109° ein. Man muB also 


auBer den 180°-BLOCH-Wanden auch 71°-Wande und 109°-Wande erwarten. 
Dagegen werden 90°-Wande beim Ni fehlen. Dadurch werden die magne- 
tischen Bezirksstrukturen komplizierter als bei Kobalt oder Eisen-Silizium. 

Die Kristallanisotropie- Energie von Nickel ist etwa 10 mal kleiner als die von 
Eisen und ermdglicht so ein relativ leichtes Herausdrehen der Magneti- 
sierung aus den Vorzugsrichtungen. Infolgedessen weicht die Gestalt der 
magnetischen Elementarbezirke haufig von der Grundform ab, sobald 
stérende Einfliisse auftreten. Besonders leicht wird die Bezirksstruktur von 
mechanischen Spannungen beeinfluBt, da wegen der groBen Magnetostriktion 


b 


Abb. 42. a) Kristallgitter von Nickel. Die eingezeichneten Pfeile geben die magnetischen Vorzugsrichtungen an 
b) Die (110)-Ebene enthalt zwei magnetische Vorzugsrichtungen. 


des Ni (A, = —30-10-*) die Spannungsenergie einen starken Anteil zur 
Gesamtenergie liefert (siehe Abschnitt 2). Aus diesem Grund vor allem ist 
eine besonders sorgfaltige Behandlung der Proben erforderlich, wenn gute 
BITTER-Muster entstehen sollen. 

Einwandfreie Muster an kubisch-flachenzentriertem Material wurden zuerst 
1950 auf einer Kobalt-Nickel-Legierung (60% Co) beobachtet, also auf einem 
Material, bei dem das Verhaltnis von Kristallenergie zu Spannungsenergie 
giinstiger als bei Nickel ist [BOZORTH und WALKER (46)]. Bei reinem 
Nickel brachte die BITTER-Streifentechnik erst spaiter befriedigende Ergeb- 
nisse. Etwa gleichzeitig veroffentlichten mehrere unabhangige Arbeitsgruppen 
im Jahre 1951 Aufnahmen von Bezirksmustern auf Nickel. _ 

Besonders klare Bilder erzielten WILLIAMS und WALKER (47), die Unter- 
suchungen an Einkristallrahmchen anstellten, sowie YAMAMOTU und IWATA 
(48). Auf entmagnetisiertem Nickel konnten auch MARTIUS, GOW und 
CHALMERS (49) Pulvermuster erhalten, wihrend BATES und WILSON (50) 
mit 4uBerem Magnetfeld arbeiteten. In den letzten Jahren folgten weitere 
Veréffentlichungen [siehe z. B. (57)]. Besonders ausfiihrlich sind die Arbeiten 
von YAMAMOTO und IwATA (52) und von STEPHAN (53), die auch weitere 
Literaturhinweise enthalten. 

14* 
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7.2 Bereichsstrukturen auf Nickel?) 


Ebenso wie bei den anderen Materialien ist auch bei Nickel die Anordnung der 
BiTtER-Muster stark von der kristallographischen Orientierung der Proben- 
oberfliche abhingig. Die Abb. 43 und 44 zeigen komplizierte Strukturen, 
deren Hauptlinien allerdings eine gewisse RegelmaBigkeit erkennen lassen. 
Die Ausbildung einfacherer Muster ist bei den abgebildeten Flachen unmog- 
lich, da keine magnetische Vorzugsrichtung parallel zur Oberflache verlauft 
und die magnetostatische Streufeldenergie durch Ausbildung einer kompli- 
zierten Oberflachenstruktur herabgesetzt wird. 


4 imi 
Abb. 43. Magnetische Pulvermuster auf der (100)-Oberflche eines Nickelkristalles [pach STEPHAN (43)] 


Ubersichtlichere Verhiltnisse sind dagegen auf (112)-Flichen und (110)- 
Flachen zu erwarten, da bei diesen Orientierungen eine bzw. zwei Vorzugs- 
richtungen parallel zur Probenoberflache liegen. In Abb. 45 sind simtliche 
BLOCH-Wandtypen vertreten, wie aus dem beigefiigten Schema zu ent- 
nehmen ist. An der mit einem Fragezeichen gekennzeichneten Stelle ist die 
Struktur (wahrscheinlich infolge von mechanischen Spannungen) gestért. 

Ist die Probenoberfliche etwas gegen die (110)-Ebene geneigt, dann treten 
zur Herabsetzung der Streufeldenergie Tannenbaumstrukturen auf wie bei 


) Die BirrerR-Streifenaufnahmen des Abschnittes 7 wurden freundlicherweise von 


Herrn Dipl.-Phys. W. StePHAN, Institut fiir magnetische Werkstoff Jena der DAdW, 
zur Verfiigung gestellt. 
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Abb. 45. Magnetische Pulvermuster auf der (1 10)-Oberflache eines Nickelkristalles (nach STEPHAN). Rechts 
das Magnetisierungsschema 
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Fe-Si. Bei Ni sind jedoch die Verhialtnisse wegen der verschiedenen Wand- 
typen verwickelter. Es sind Tannenbiume an 180°-Wanden, an 71°-Wanden 
und an 109°-Wanden méglich. AuBerdem entstehen verschiedene Arten 
dieser Strukturen, je nachdem, wie die Oberflache gegen die (110)-Ebene 
geneigt ist (52). In Abb. 46 sind ,,Tannenbéume“ an 180°-Wanden und in 
Abb. 47 solche an 180°-Wanden und an 71°-Wanden wiedergegeben. 


ae iia be = ie 


eae erence aes IAT deg) 


Abb. 46. ,, tannenbéaume* an 180°-BLOCH-Wanden auf Nickel [nach STEPHAN (83)] 


An Fremdkorpern und Hohlriumen bilden sich auch bei Nickel NEELsche 
Bezirke (siehe Abschnitt 6.4) aus. Ein Beispiel dafiir liefert die Abb. 48, auf 
der sogenannte ,,Zipfelmiitzen‘‘ und ,,Schlauche“ zur benachbarten 180°- 
Wand zu erkennen sind. Die unsymmetrische Anordnung erklart sich aus der 
Tatsache, da die beiden in der Probenoberflache liegenden Vorzugs- 
richtungen nicht senkrecht aufeinanderstehen, sondern einen Winkel von 
etwa 71° einschlieBen. Diese Unsymmetrie ist ein typisches Merkmal der 
BITTER-Muster auf Nickel. 


8. Untersuchungen an Goss-Blech 


Wie bereits oben erwahnt worden ist, findet Silizium-Eisen besonders bei der 
Herstellung von Transformatorenblechen Verwendung. Bei diesen Blechen 
kommt es vor allen Dingen darauf an, die Verluste klein zu halten, die durch 
die periodische Ummagnetisierung entstehen. AuBer den Wirbelstromver- 
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Abb. 48. Bezirksstrukturen um einen Fremdkorper auf Nickel (nach STEPHAN) 
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lusten, die bekanntlich durch Einteilung des Materials in diinne Bleche herab- 
gesetzt werden kénnen, spielen die magnetischen Hystereseverluste eine 


groBe Rolle. Letztere kénnen nach Goss (54) durch eine besondere Walz- 
behandlung des Materials 


vermindert werden. Zu 
diesem Zweck werden die 
Bleche kalt gewalzt und 
anschlieBend in Wasser- 
stoffatmosphare bei etwa 
1100° C gegliiht. Dabei 
wird eine Ausrichtung der 
einzelnen Kristallite, eine 
sogenannte Textur, er- 
zeugt. Die auftretenden 
Orientierungen sind in 
Loot Make) Abb. 49 angegeben. > 
Abb. 49. Texturorientierungen von GOSS-Blech Diese Textur la Bt sich mit 

Hilfe der Pulvertechnik 
leicht nachweisen, wie in Abb. 50a bis c zu erkennen ist. Die geraden Linien 
sind 180°-Wande, welche parallel zur [100]-Richtung verlaufen, die gleich- 
zeitig Walzrichtung ist. Die Ummagnetisierung besteht bei diesem Material 


[100] = Walzrichtung 
Blechobertlache=(011) 


H=0 
6 


Abb. 50. Magnetische Pulvermuster auf GOSS-Blech bei verschiedenen ‘iuBeren Magnetfeldern. Die 180°- 
BLOCH-Wande durchqueren ungestért die Korngrenzen 


dann zum gréBten Teil nur in der Verschiebung der 180°-Wande, falls das 
Magnetfeld in der +[100]-Richtung wirkt. Bildet das Feld einen groBen 
Winkel mit dieser Richtung, dann werden die magnetischen Eigenschaften 


v 


Werwendet werden, das Goss-Blech 
vel von mechanischen Ce auneeD vAv 
Syalten. 

ie in den Abschnitten 2 und 6 ausge- 
fihrt wurde, beeinflussen mechanische 
spannungen die magnetischen Elemen- 
Jarbereiche unter Umstinden stark. Die 
bb. 37a bis d (Abschnitt 6) zeigen den 
@usammenhang in besonders anschau 
ficher Weise. Ahnliche Versuche wurden 
ton DIJKSTRA und MARTIUusS (55) an 
%30ss-Blech durchgefiihrt, wobei eine 
jZugspannung senkrecht zur Walzrich- 
vung angelegt wurde. Die magnetischen 
*Elementarbereiche wurden hierdurch in 
Joemerkenswerter Weise veradndert, wo- 
bei die Tatsache eine besondere Rolle 
Jspielt, daB parallel zur Oberflache nur 
jeine einzige magnetische Vorzugsrich- 
tung existiert. Die beiden anderen 
Vorzugsrichtungen bilden mit der Ober- 
flache der Bleche einen Winkel von 
945°. In Abb. 51 sind Pulvermuster auf 
©Goss-Blech unter Zugspannung wieder- 
}gegeben. Die charakteristische Veran- 
fderung der Muster bei Anlegen eines 
éMagnetfeldes liefert Hinweise fir die 
Deutung der Streifen. DIJKSTRA und 
‘ MarTIvus haben auf Grund ihrer Ex- 
® perimente Vorstellungen iiber die Struk- 
4 tur der magnetischen Elementarbereiche 
fin Goss-Blech entwickelt und daraus 
| eine Formel abgeleitet, die den Zusam- 
/ menhang zwischen Zugspannung o und 
| Streifenabstand D wiedergibt. 


oes = : ~ (8.1) 
mit A=C-:f sin? @. 


~ Dabei bedeuten: 
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fagiinstig. Daher werden die Kerne der Transformatoren aus Goss-Blech 
#s sogenannte Bandkerne gewickelt, so daB die Einwirkung des Magnet- 
ides in Walzrichtung gewahrleistet ist. Besondere Sorgfalt mu8 darauf 


'—iQimm 


Abb. 51. Bezirksstrukturen auf GOSS-Blech 
unter d4uBerer Zugspannung o bei 
verschiedenen Magnetfeldern senk- 
recht zur Probenoberflache [nach 
DIJKSTRA und MARTIUS (56)). 
Die Streifen liegen senkrecht zur 
Vorzugsrichtung 


1 = Dicke der Blechprobe, y = Energie der 180°-BLOCH-Wand, 
4, C = Materialkonstanten, deren Erklarung im Rahmen dieser Arbeit zu 


weit fiihren wiirde, 
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I, = Sattigungsmagnetisierung, 
@ — Winkel, den die magnetische Vorzugsrichtung mit der Probenober 


fliche einschlieBt. 


Die experimentelle Nachpriifung dieser Formel lieferte befriedigende Uber- 
einstimmung. 
Bei unvorsichtiger Behandlun; 
der Goss-Bleche kénnen_ blei- 
bende innere Spannungen ent- 
stehen, die dann entsprechend 
Wirkungen haben wiediedau8ere 
Spannungen. In der Abb. 52 ist; 
ein Korn, das unter inneren: 
Spannungen steht, durch das 
Auftreten der oben beschriebe- 
nen Muster zu erkennen. Durch: 
Anwendung der Formel von) 
DIJKSTRA und MARTIUS wurde: 
aus dem Streifenabstand fiir die: 
inneren Spannungen in diesem. 
Korn ein Wert von o; ~ 20 kp: 
mm? ermittelt. | 
Es geniigen aber bereits viel 
geringere Spannungen, um die 
Ausgangsverteilung der Elemen- 
tarbereiche (Abb. 50) empfind- 
lich zu stéren und damit die 
magnetischen Eigenschaften des 
Bleches stark zu verschlechtern. 


Vor kurzem  verdéffentlichten 
NILAN und PAXTON (56). eine 
Arbeit tiber Pulvermuster auf 
Goss-Blech. Darin werden theo- 
retische Betrachtungen von 
GOODENOUGH (57) iiber die Ent - 
stehung von Ummagnetisie- 
rungskeimen (siehe Abschnitt 9) 
experimentell nachgepriift. Wie 
von NILAN und PAXTON fest- 
gestellt wurde, unterscheiden sich 
die BITTER-Muster an Kristall- 
kérnern verschiedener Orien- 
tierung beziiglich der Blech- 
oberflache und der Walzrich- 
tung sehr stark. In der Abb. 53 
-4 01mm sind einige derartige charakte- 


Abb, 52. Bezirksstrukturen auf GOSS-Blech, aie durch TStische Muster zusammenge- 
innere Spannungen beeinfluBt sind stellt. Die Aufnahmen sind im 
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jahmen einer bisher unveréffentlichten Untersuchung hergestellt worden, 
jie der eine Verfasser dieses Artikels (W. A.) ohne Kenntnis der Arbeit von 
‘ILAN und PAXTON durchgefiihrt hat. 
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i 
Abb. 53. Verschiedene typische Pulvermuster auf GOSS-Blech. Die verschiedenen Muster sind durch unter- 


schiedliche Orientierung der Kérner beziiglich der Walzrichtung bedingt 


9. Ummagnetisierungskeime in Materialien mit rechteckférmiger 
Hysteresesdhleife') 


Von besonderem Interesse fiir das Verstaéndnis der Hysteresisschleife sind 
diejenigen magnetischen Elementarvorginge, die sich in Materialien mit 
-rechteckformigen Hysteresisschleifen abspielen. So untersuchte PREISACH 


1) Die Abb. 54 und 55 wurden freundlicherweise von Frau Dr. CHRISTA GREINER, 
Institut fiir Magnetische Werkstoffe der DAdW, im Original zur Verfiigung gestellt. 
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(58) die Schleifen dinner Eisen-Nickel-Draéhte unter mechanischer Zug 
beanspruchung und stellte fest, daB bei entsprechender Zugbelastung di 
Magnetisierungsvektoren, die im gesattigten Zustand alle parallel zur Draht. 
achse liegen, diese Rich 

ye tung auch im Rema. 

ae hu a : 


1 
K 
i he, 
t A a 


nenzpunkt beibehalten 
Erst wenn man ein ent. 
sprechendes Gegenfeld 
mit der ,,Startfeldstar- 
ke“ H, parallel 
Drahtachse einwirker 
14Bt, geht die Sattii 
gungsmagnetisierung 1 
einem einzigen Sprun 
in die entgegengesetzt 
Richtung tiber. 

Dieser ProzeB wurde 
von TONKS und SIx- 
Tus (59) und _ spater: 
u.a. von CHR. GREI- 


eS othe NER (60) und A. MaA- 
GER (61) nadher unter- 


N 


Abb. 54. Ummagnetisierungskeime an Korngrenzen auf Bisen-Nickel 


(50%) unter Zug (nach GREINER) sucht. Eine besondere: 

Rolle spielen dabei die: 

tty oF oO WH Vis gis ersten kleinen Keime: 

hd Tr. ¢ ©) ee mit entgegengesetzter 
— sof me i Magnetisierungsrich- 


tung. Einzelne dieser 
Keime wachsen bei einer 
kritischen Feldstarke 
plotzlich an und ver- 
anlassen so eine Um- 
magnetisierung des gan- 
zen Drahtes. 

Wahrend man _bisher 
solche Keime nur mit 
kleinen Induktionsspu- 
len nachweisen konnte, 
zeigt CHR. GREINER 
(62) in einer neueren 
t———4 91mm  arbeit Aufnahmen von 


Abb. 55. Ummagnetisierungskeime an Korngrenzen auf EKisen-Nickel Ummagnetisierungskei- 
(50%) unter Zug (nach GREINER) men in KSisen-Nickel- 
Drahten unter Zugbe- 

anspruchung, die sie mit der Methode der BITTER-Streifen gewonnen hat. Aus 
der Ablagerung der kolloidalen wolkenférmigen Niederschlage, die ja 
immer senkrecht zur Magnetisierungsrichtung verlaufen, sieht man in 
den Abbildungen 54 und 55, daB die Magnetisierungsvektoren der 
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“Seinzelnen Kristallkérner doch teilweise erheblich von der Zugrichtung 
\wtabweichen. 


Dal 


hy os : ; 
‘“magnetisierungskeime bevorzugt von Korngrenzen ausgehen. Wenn zwei 


hi )Kristallk6rner so aneinanderstoBen, daB die auf der 
1 Kristallgrenze senkrecht stehende Komponente der 
Magnetisierung nicht stetig von einem Korn ins 
t andere iibergeht, so miissen an dieser Grenze Pulver- 
‘teilungen entstehen, die Anla8 fiir ein magnetosta- 
‘tisches Streufeld geben. Die damit verbundene 
“ Streufeldenergie kann erheblich verringert werden, 
“wenn sich Gebiete umgekehrter Magnetisierung, 
4 also Keime, an der Korngrenze ausbilden (57). [Siehe 
‘auch Abb. 30 und Zitat (37).] 

) Schon frither haben WILLIAMS und GOERTZ (33) 
mit der Pulvermustermethode Bezirksstrukturen 
t auf Fe-Ni-Co-Legierungen (Perminvar) untersucht. 
‘il Die magnetische Vorzugsrichtung wurde dabei nicht 
# durch Zugbelastung hervorgerufen, sondern durch 
_Abkihlung im Magnetfeld. Sie beobachteten auf 
-einer ringformigen, polykristallinen Probe eine 
® 180°-BLOcH-Wand, die ohne Stérungen tiber die 
) Korngrenzen hinwegverlauft und den Ring in zwei 
konzentrische Elementarbezirke einteilt. Der eine 
dieser Bezirke ist im Uhrzeigersinn magnetisiert, 
} der andere ist entgegen dem Uhrzeigersinn magne-’* arepeegeey 
| tisiert. Auch in dieser Arbeit werden Ummagne- Abb. 56. Ummagnetisierungs- 

i tisierungskeime gezeigt, die von kiinstlich ange- Peete cuisnas 

(© brachten groben Gitterstdrungen ausgehen (siehe ausgeht [nach 


4 WILLIAMS und 
, Abb. 56). GOERTZ (33)] 


10. BirrER-Streifen auf Alnico 


Wahrend der letzten 20 Jahre haben die Alnicolegierungen (z. B. Alnico V, 
bestehend aus 51% Fe; 24% Co; 14% Ni; 8% Al; 3% Cu) als Dauermagnet- 
materialien eine erhebliche Bedeutung gewonnen. Diese Legierung erhalt 
recht gute Dauermagneteigenschaften, wenn man sie einer besonderen Warme- 
behandlung unterwirft. Dabei erhitzt man das Material auf 1300°C und 
kihlt es dann langsam (etwa 2°C/sec) bis auf Zimmertemperatur ab. 
Wahrend des Abkihlens 148t man ein aiuBeres Magnetfeld von 1000 bis 
3000 Oe einwirken. Danach altert man den Werkstoff einige Stunden bei 
+ etwa 625°C. Man erhalt auf diese Weise Koerzitivkrafte von 600 Oe bei 
| (BH) max © 4,6 - 108 erg cm-, 

Abb. 57 zeigt eine Aufnahme von magnetischen Elementarbezirken auf 
Alnico V nach BozorTH (37). Die Warmebehandlung weicht dabei etwas 
von der oben beschriebenen ab, indem man nur bis 800° C im Magnetfeld 
abkiihlte und dann in Ol abschreckte. Die dabei erzielte Koerzitivkraft 
betrug nur 15 Oe. Man sieht deutlich, daB sich lange, dolchformige Elementar- 


i 
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bezirke ausgebildet haben. Diese Bereiche liegen annéhernd parallel zur 
Richtung des wahrend der Abkiihlung angelegten Magnetfeldes. Kristall- 
korngrenzen bedeuten kein Hindernis fiir die dolchformigen Bezirke. Die 
180°-Wande durchsetzen diese Korngrenzen, ohne daB sie wesentlich in ihrer 


ae ; : 
mt 
? ants ham i, 
A ce 4 


ie 


Abb. 57. Magnetische Elementarbezirke auf Dauermagnetmaterial Alnico V [nach BOZORTH (37)] 


Richtung beeinfluBt 
werden. Das angelegte 
Magnetfeld erzwingt al- 
so in dem Alnicomate- 
rial eine magnetische 
Vorzugsrichtung, die 
nach dem Abkihlen 
und nach Abschalten 
des Magnetfeldes erhal- 
ten bleibt. 

Als Ursache dieser ma- 
gnetischen Vorzugsrich- 
tung werden kleine 
langliche Ausscheidun- 
gen angesehen, die z. B. 
von KRONENBERG (63) 
mit dem Elektronen- 


H=0 aoe mikroskop sichtbar ge- 
Abb. 58. Drehung der Magnetisierung im Alnico V [nach BOZORTH macht worden _ sind. 
(37)] NESBITT und WILLI- 


AMS (64) beobachten 
ahnliches Verhalten der Elementarbereiche in abgeschrecktem Alnico-V- 
Material und in normal behandeltem Alnico-V-Material. 
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‘Die Pulvermustermethode gestattet, wie in Abschnitt 3 ausgefiihrt wurde, 
Mneben der Beobachtung der geometrischen Formen der Bereiche auch die 
‘Feststellung der Magnetisierungsrichtung in den Elementarbezirken, weil 
@diese immer senkrecht zu den wolkenartig streifenformigen Kolloidnieder- 
dschlagen verliuft. Auf diese Weise zeigt die Abb.58 die Drehung der Magneti- 
fsierung im Alnico V, wenn wahrend der mikroskopischen Beobachtung ein 
NéuBeres Magnetfeld von etwa 250 Oe auf die Probe einwirkt. Die Richtung 
Gdieses letzteren Magnetfeldes verliuft dabei senkrecht zur Richtung des 
* Magnetfeldes, das wahrend der Abkihlung angelegt war. 

*Es kommen bei einer Magnetisierungsinderung im abgeschreckten Alnico V 
*neben den Drehprozessen auch Wandverschiebungen vor, wie ebenfalls von 


i} zungen zu den iiblichen metallographischen Untersuchungsmethoden liefern. 
6 So sind von einigen Autoren Gefiigebilder mit Hilfe magnetischer Suspen- 
/ sionen hergestellt worden [siehe z. B. (19), (65) und (66)]. 

| Als Beispiel sollen hier Untersuchungen 
) an Martensit erwaéhnt werden, bei denen 
} Stahlproben von der Zusammensetzung 
g1,4% C, 04% Mn, 1,7% Cr, 0,2% V, 
i) 0,3% Si (Rest Fe) verwendet wurden (67). 
' Nach entsprechender Warmevorbehand - 
| lung!) waren vereinzelte grofe Nadeln 
+ aus tetragonalem Martensit innerhalb von 
¢ Restaustenit entstanden. Der zuerst ent- 
} standene Martensit wurde bei 150° C an- 
i} gelassen und anschlieBend durch Tief- 
kihlung in fliissiger Luft nochmals Marten- 
| sit gebildet. Durch diese Behandlung konnte 
/ erreicht werden, da tetragonaler und an- 
| gelassener Martensit nebeneinander vor- 
_ handen waren. 

Ein Schliffbild (Abb. 59), das in der iiblichen Weise durch Anatzen hergestellt 
worden ist, zeigt beide Martensitarten als schwarze bzw. graue Nadeln oder 
Platten. Die Atzung wurde daraufhin durch mechanisches Polieren wieder 
| beseitigt und magnetische Suspension auf die Probenoberflache getropft. 
} Wie in Abb. 60a zu erkennen ist, stellt sich tiber dem magnetischen Martensit 
' eine starkere Konzentration der Fe,0,-Teilchen ein als tiber dem Rest- 
austenit, so daB das Gefiige auch ohne Atzen sichtbar wird. Die Kontrast- 


0,1mm 
Abb.59. Atzbild von martensitischem Stahl 


1) Die Proben mit Angabe der Zusammensetzung wurden freundlicherweise von Herrn 
 Dipl.-Phys. O. HENKEL zur Verfiigung gestellt, der auch die Warmevorbehandlung 
: durchgefiihrt hatte. 
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wirkung, die in Abb. 60a nicht gut ist, kann durch Anlegen eines Magnet- 
feldes senkrecht zur Probenoberflaiche verbessert werden, wobei gleichzeitig 
eine komplizierte Struktur der Pulvermuster in Erscheinung tritt (Abb. 60b). . 
Die dunklen und hellenStellen tauschen | 
ihre Platze, sobald das auBere Feld . 
umgepolt wird (Abb. 60c). 
Bei genauer Untersuchung stellt man . 
fest, daB diese Struktur, ahnlich wie | 
im Falle des mechanisch polierten 
Fe-Si, auch ohne ein auBeres Magnet- 
feld sichtbar ist, wobei die Streifen 
nur den halben Abstand voneinander 
besitzen. Dieses Verhalten der Muster 
deutet darauf hin, daB es sich bei den 


0,/mm 


Abb. 60. Magnetische Pulvermuster auf der Probe Abb. 61. Magnetische Pulvermuster auf elektrolytisch 
der Abb. 59. Die Atzung war vor Her- poliertem Martensit 
stellung der Abb. 60 abpoliert worden. 
Das auBere Magnetfeld H ist senkrecht zur 
Probenoberflache angelegt 


Streifen nicht um BLOCH-Wande handelt, sondern um Gebiete mit magne- 
tischen Oberflaichenpolen. Da die sehr ahnlichen Labyrinthmuster des Fe-Si 
nach sorgfaltigem elektrolytischen Polieren nicht mehr auftreten, wurde 
auch bei Martensit diese Praparationstechnik angewendet. Wahrend aber 


{ 
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‘im Falle des Fe-Si nach Abtragen der verspannten Oberflaichenschicht die 


\der Muster nicht (siehe Abb. 61). Es ist also anzunehmen, da8 die Form 
der Pulvermuster durch Anisotropieeffekte verursacht wird, die dem Marten- 
isit eigentiimlich sind, wobei zwischen tetragonalem und angelassenem 
& Martensit kein wesentlicher Unterschied zu erkennen ist. Ob hierbei innere 


Spannungen, Kristallanisotropie oder andere Ursachen eine Rolle spielen, 
konnte bisher noch nicht eindeutig geklart werden. 


12. Magnetische Elementarbereiche in Ferriten 


@ In den letzten Jahren hat eine neue Gruppe magnetischer Werkstoffe in der 
' Technik besondere Bedeutung erlangt. Es handelt sich bei ihnen nicht um 


eam AO ITZ) 


Abb. 62. Magnetische Pulvermuster auf grobkristallinem Bariumferrit 


besitzen als ein charakteristisches Merkmal eine sehr niedrige elektrische 
Leitfahigkeit. Sie sind daher fir viele Zwecke der Hochfrequenztechnik 
besonders geeignet, weil die Wirbelstromverluste bei ihnen klein sind. Ihre 
magnetischen Eigenschaften lassen sich durch Verénderung der Zusammen- 
setzung und der Herstellungsbedingungen weitgehend beeinflussen. Es gibt 
ausgesprochen weichmagnetische und andererseits auch hartmagnetische 
Ferrite. 

15 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“‘ 


22 B. ELScHNER und W. ANDRA 


Obwohl die Ursachen fiir das Auftreten des starken Magnetismus bei den 
Ferriten nicht dieselben sind wie bei den ferromagnetischen Metallen, haben 
beide Werkstoffgruppen viele gemeinsame Eigenschaften. So sind z. B. auch 
bei den Ferriten magnetische Elemen- 
tarbezirke vorhanden, die durch 
BLocH-Wande getrennt sind. Der di- 
rekte Beweis dafiir konnte mit Hilfe der 
BITTER-Streifentechnik gefiihrt wer- 

den [siehe z. B. (68) und (69)]. 
Abb. 62 und 63 zeigen Oberflachen- 
ausschnitte eines grobkristallinen Ba- 
riumferrits, auf dessen K6rnern ver- 
schiedene Typen von Pulvermustern 
zu erkennen sind. Die Muster besitzen 
eine starke Ahnlichkeit mit den ent- 
sprechenden Aufnahmen an Kobalt- 
proben (vgl.z.B. Abb.63 mit Abb. 17). 
Diese Ahnlichkeit ist vor allem dar- 
auf zurickzufiihren, daB bei beiden 
Materialien die gleiche Symmetrie der 
magnetischen Anisotropie vorliegt. Die 
Formel (2.4) hat also auch bei Ba- 
riumferrit Giiltigkeit, wobei K, ~ 
~ 3-10 ergcem-? ist. Ebenso wie Ko- 
+——_——+4 0,Jmm alt ist auch Bariumferrit hartmagne- 
Abb. 63. 180°-BLOCH-Winde auf einem Ba- tisch und wird als Material zur Herstel- 
CE i a lung von Dauermagneten verwendet. 


13. Andere Methoden zur Beobachtung magnetischer Mikrostrukturen 


Neben der BITTER-Streifen- oder Pulvermustertechnik sind einige andere 
Methoden entwickelt worden, die einen Einblick in die magnetischen Mikro- 
strukturen gestatten. 

Ebenso wie verschiedene fliissige Suspensionen!) und Kolloide sind auch Aero- 
sole zur Sichtbarmachung der magnetischen Elementarbereiche verwendet 
worden. H. J. WILLIAMS, R. M. BozORTH und W. SHOCKLEY (2) benutzten 
feines Carbonyleisenpulver, das sich auf der Probenoberfliche abgesetzt hatte. 
In Abb. 64 ist die magnetische Mikrostruktur einer Kobaltprobe in ahnlicher 
Weise mit einem trockenen Pulver sichtbar gemacht worden (70). 

Eine Weiterentwicklung in Richtung gréBeren Auflésungsvermégens wurde 
mit Hilfe des Elektronenmikroskopes unternommen. ECKARDT und 
ELSCHNER (71) veroffentlichten erstmalig elektronenmikroskopische Auf- 
nahmen von Bezirksmustern, die mittels Lackabdrucktechnik gewonnen 
worden waren (Abb. 65). Die Schwierigkeit bei der weiteren Verfolgung dieses 
Weges liegt in der Herstellung geeigneter Kolloide mit sehr kleinen Teilchen, 


1) Mit Hilfe einer besonders priparierten Suspension konnte der eine Verfasser (W. A.) 
vor kurzem Pulvermuster bis zu 400°C beobachten und damit die magnetische Um- 
wandlung von Kobalt bei etwa 250°C untersuchen. Eine Veréffentlichung ist in Vor- 
bereitung. 
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Abb. 64. Magnetische Bezirksstrukturen auf Kobalt: a) mit trockenem Pulver; b) mit der gebrauchlichen 
Suspension sichtbar gemacht 


" $ ek * e* 
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Abb. 65. ElektronenmikroskopischeAufnahme von magnetischenElementarbezirken. Die Muster sind zundchst 
mit der tiblichen BITTER-Streifentechnik hergestellt worden. Danach wurde die Suspension ein- 
getrocknet und mit einem Kollodiumhautchen von der Probenoberflache abgezogen. Zur Kontrast- 
steigerung folgte eine Platin-Schragbedampfung, nachdem die Suspensionsteilchen mit Salzsdure 
aus dem Kollodiumabzug gelést,. worden waren [nach ECKARDT und ELSCHNER (71)] 


Kathode 


Photoplate 


Abb. 66. Schematische Darstellung des elektronenoptischen Nachweises magnetischer Streufelder an Kobalt 
15* 
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da unterhalb einer kritischen Teilchengr6Be die ferromagnetischen Higen- 
schaften der Partikel verschwinden (29). : 
Auch ohne Verwendung eines Kolloides gelang mit elektronenoptischen 
Methoden der Nachweis der mikroskopischen Streufelder an ferromagne- 
tischen Proben. GERMER (30) lieB einen Elektronenstrahl flach auf eine 
Kobaltoberfliche fallen (Abb. 66) und erhielt auffallende Ablenkerschei- 
nungen im reflektierten Strahl (Abb. 67). Diese Versuche wurden von 
SCHEIDLER (72) mit Unter- 

suchungen tiber Temperaturab- 

haingigkeit und réumliche Ver- | 

teilung erfolgreich fortgesetzt?). 

MARTON (73) konnte auch bei Flektronenstrahl 

Eisen durch Anwendung einer ihe 


durch Magnet- 71 

telder abgelenkte’ / 

Elektronen~ 
fa 


\ Blende 
\\\ 
\s 
Abb. 67. Ablenkerscheinungen durch magne- Abb. 68. Schlierenmethode zum Nachweis ma- 

tische Streufelder an Kobalt, wie sie gnetischer Streufelder [nach MAR- 
mit einer Anordnung nach Abb. 66 TON (72)] 
registriert werden [nach SCHEID- 
LER (72)] 


Ph 
Hondensor beggin 


Abb. 69. Schema der Anordnung zur polarisationsoptischen Beobachtung magnetischer Mikrostrukturen 
{nach FOWLER und FRYER (75)] 


Schlierenmethode (Abb. 68) die Streufelder nachweisen, wobei der Effekt 
allerdings sehr schwach war. 


>) Das Original der Abb. 67 wurde von Herrn Dipl.-Phys. G. SCHEIDLER freundlicher- 
weise zur Verfiigung gestellt. 
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Die letztgenannten Methoden liefern keine derart anschauliche Abbildung 
\,ader magnetischen Mikrostrukturen wie die Pulvermustertechnik. Bessere 
yErgebnisse wurden dagegen mit Hilfe des magnetooptischen KERR-Effektes 
jerzielt. Zunichst gelang es WILLIAMS, FOSTER und Woop (74), am Kobalt 
bei senkrechtem Kinfall von linear polarisiertem Licht durch Ausnutzung des 
(polaren magnetooptischen KERR-Effektes Bilder 
‘tzu erhalten, die den BITTER-Streifen sehr ahn- 
‘lich sind. In entsprechender Weise wurde dann 
an Kisen Silizium und Kobalt von FowLER und 
1 FREYER (75) auch der longitudinale Effekt an- 
© gewendet (Abb. 69). Wahrend beim polaren 
7 Effekt an Kobalt die Polarisationsebene des 
/ reflektierten Lichtes gegeniiber dem einfallenden 
i Licht um etwa 15’ gedreht wird, betragt bei 
fi Hisen-Silizium die Drehung nur etwa 4’. Die 
® geringen Intensitétsunterschiede, die nach dem 
Durchgang durch einen Analysator in gekreuzter 
Stellung entstehen, konnen nur mit besonders 
} verfeinerten Nachweisverfahren erfaBt werden. 
) FOWLER und FREYER tasteten zunachst mit 
7 einem diinnen Lichtbiindel die Probenoberflache 
{ab und brachten die Intensititsunterschiede 
# mit einem Elektronenvervielfacher zur Anzeige. 
* Spater gelang ihnen mittels einer besonders 
& entwickelten fotographischen Technik (76) die 
unmittelbare fotographische Aufnahme. 

/ Vor kurzem wurden einige besonders gut ge- 
_lungene Bilder von ROBERTS und BEAN (77) 
veroffentlicht, die mit Hilfe des magnetoop- 
tischen KERR-Effektes auf MnBi-Oberflachen 
gewonnen worden sind. Die Abb. 70 zeigt zwei 
typische Muster dieses Materials, die in ihrer 
Form sehr stark an die BITTER-Streifen auf 


Abb. 70. Mit polarisiertem Licht 


Kobalt erinnern!). sichtbar gemachte 
it et a+o7lich WEISSsche Bezirke auf 
Mit einer grundsatzlich anderen Methode unter Aa ete ana 


sucht KACZER (78) die magnetischen Mikrostruk- und BEAN (77)! 

turen. Er laBt eine kleine Permalloy-Zunge dicht 

iiber der Probenoberflache schwingen. Durch die magnetischen Streufelder, die 
z. B. tiber Blochwanden bestehen, werden dabei in einer Spule unter- 
schiedliche Spannungen induziert, die nach ensprechender Verstérkung 
mit einem Oszillographen sichtbar gemacht werden kénnen. 


1) Der magnetooptische KERR-Effekt wurde inzwischen auch angewendet, um die Ver- 
anderungen der Klementarbezirke von MnBi zwischen der Temperatur der flissigen 
Luft und 250°C zu verfolgen (79). 
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Zusammenfassung 


In einem einfiihrenden Abschnitt werden diejenigen Energieanteile betrachtet, 
die fiir die Einteilung der ferromagnetischen Stoffe in magnetische Elementar- 
bezirke von Bedeutung sind. Es folgen einige kurze Angaben tiber die experi- 
mentellen und theoretischen Grundlagen der sogenannten BITTER-Streifen- 
technik. In: Hauptteil der vorliegenden Arbeit wird von den wichtigsten 
Ergebnissen dieser Technik berichtet, die einen anschaulichen Nachweis der 
magnetischen Mikrostruktur erméglicht. Mikroskopische Aufnahmen zeigen 
die Einteilung in magnetische Elementarbezirke bei verschiedenen Mate- 
rialien. Die wesentlichen Strukturen werden erlautert, und an einigen Bei- 
spielen wird der Zusammenhang mit anderen wichtigen magnetischen 
Kigenschaften aufgezeigt. Zum SchluB folgt eine kurze Ubersicht iiber andere 
experimentelle Methoden, mit denen die magnetischen Mikrostrukturen 
untersucht werden kénnen. 


Jena, Physikalisches Institut der Friedrich-Schiller-Universitat, 
Institut fiir Magnetische Werkstoffe Jena der Deutschen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin. 
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Die Eigenschaften des leiditen Heliumisotops He’ 
bei tiefen Temperaturen!’) 
Von R. A. TSCHENZOW 


Einleitung 


Der vorliegende Artikel beschaftigt sich mit den Eigenschaften des leichten 
Heliumisotops He? bei tiefen Temperaturen. In diesem Gebiet der Tief- 
temperaturphysik ist in den letzten Jahren eine beachtliche Entwicklung vor 
sich gegangen: im letzten Jahrfiinft erschienen etwa 150 experimentelle und 
theoretische Arbeiten, die der Untersuchung der Higenschaften des festen 
und fliissigen Isotops He? und des Gemisches dieses Isotops mit dem tiblichen 
Helium Het gewidmet waren. Im Rahmen eines kurzen Artikels ist es un- 
méglich, den Inhalt aller dieser Arbeiten auch nur anzudeuten. Wir haben 
uns daher entschlossen, uns in diesem Artikel auf die interessantesten und 
wesentlichsten Ergebnisse zu beschranken. Diese. Beschrankung haben wir 
durch Anfiigung eines méglichst vollstandigen Literaturverzeichnisses aus- 
zugleichen versucht. 

Zu Beginn werden wir die Eigenschaften des tiblichen Heliumisotops bei 
tiefen Temperaturen kurz zusammenfassen. In den folgenden Abschnitten 
werden das Vorkommen des He? und Methoden zur Anreicherung des leichten 
Heliumisotops und zur Darstellung dieses Isotops in reiner Form behandelt. 
Weiterhin wird vom Zustandsdiagramm des He® und von den Eigenschaften 
des fliissigen He* und fliissiger Losungen He*—He? die Rede sein. Im letzten 
Teil des Artikels werden die wichtigsten theoretischen Arbeiten tiber das He? 
und die Gemische He*—He? referiert. 


1. Die Eigenschaften des He* bei tiefen Temperaturen 


Wir setzen voraus, da8 der Leser mit den wichtigsten Eigenschaften des 
ublichen Heliumisotops vertraut ist, also beispielsweise den vor einiger Zeit 
in dieser Zeitschrift erschienenen Artikel von ANDRONIKASCHWILI kennt (1). 
Wir werden uns also auf eine Aufzaihlung einiger dieser Eigenschaften be- 
schranken, die bei der Betrachtung der Eigenschaften des He? zum Vergleich 
herangezogen werden kénnen. 

Vor der Entdeckung des He? war das He* die Substanz mit der tiefsten 
Verflissigungstemperatur (4,2° K) und dem niedrigsten kritischen Punkt 
(5,25° K). Das Helium bleibt unter seinem eigenen Dampfdruck bei der 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 55, 49 und 265, 1955. 
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Wbkihlung bis zu beliebig tiefen Temperaturen flissig; zur Herstellung 
vesten Heliums mu8 man einen Druck von mehr als 25 atm anwenden. Die 


“nandensein von Gebieten, die zwei verschiedenen fliissigen Phasen ent- 
%sprechen, naimlich dem He I und dem He II. Das letztere existiert 
aur bei Temperaturen unterhalb 2,19° K und ist durch eine Reihe ungewéhn- 
wlicher Kigenschaften ausgezeichnet. Die wesentlichste dieser Eigenschaften 
Hes He II ist die von Kapiza (2) entdeckte , superfluiditat‘‘, seine Kigen- 
‘schaft, reibungslos durch die engsten Spalte und Kapillaren zu flieBen. Bei 
“diesem FlieBen fihrt das superfluide Helium keine Warme mit, und der 
»ProzeB ist mit einer Abkiihlung des GefaBes verbunden, in welches das He II 
Ystromt (,,mechano-kalorischer Effekt‘‘). Eine weitere Eigentiimlichkeit des 
eHe II ist, daB in ihm eine Warmestrémung existiert, die einen ,,substan- 
Miellen“ Charakter besitzt: Kapiza (3) entdeckte die Erscheinung eines un- 
‘sichtbaren ,, Warmestrahls‘‘, der sich im He II auf betrachtliche Entfernungen 
ausbreitet, wenn Warme in einem mit flissigem Helium gefillten GefiB, das 
‘in eine Kapillare ausgezogen ist, erzeugt wird. Der aus der Kapillare aus- 
‘Stretende Warmestrahl iibt einen Druck auf entgegenstehende Hindernisse 
Qaus, er besitzt eine Reaktionswirkung. Interessant ist die Oberflachenschicht 
“des fliissigen Heliums, die die Wainde eines GefiBes mit He II bis zu einer 
1 betrachtlichen Hohe tiberdeckt. Diese Schicht hat eine Dicke von etwa 100 
jAtomlagen und eine groBe Beweglichkeit: das Flissigkeitsniveau des 
3 Heliums in Gefaf&en, die durch solch eine Wandschicht verbunden sind, 
9 gleicht sich rasch aus. 
Nach den heutigen Vorstellungen, die von LANDAU entwickelt wurden (4), 
bildet das flissige Helium bei tiefen Temperaturen ein schwach angeregtes 
{ Quantensystem, in dem die Warmeenergie mit einzelnen ,,Quantenan- 
# regungen“ verkniipft ist, deren Anzahl mit steigender Temperatur wachst. 
| Bei tiefen Temperaturen (unterhalb 1° K) spielen unter diesen Anregungen 
i die sogenannten Schallquanten die iiberwiegende Rolle; es sind Schall- 
®§ schwingungen sehr hoher Frequenz. Bei héheren Temperaturen, (oberhalb 
/ 1,5° K) herrschen Anregungen eines anderen Typs vor, die sogenannten 
? Rotationsquanten; sie haben eine andere (eine quadratische statt einer 
) linearen) Abhangigkeit der Energie vom Impuls. Zur Anregung der Rotd- 
| tionsquanten ist eine gewisse Minimalenergie erforderlich (etwa 8,9 k 7’, wobei 
| k& die Boltzmann-Konstante ist); die Ausdriicke fiir die Anzahl der Ro- 
+ tationsquanten sowie fiir die durch sie bestimmten thermodynamischen 
© GréBen (beispielsweise Warmekapazitaét oder Entropie) enthalten infolge- 
| dessen Faktoren, die exponentiell von der Temperatur abhangen. Die 
| thermischen Elementaranregungen besitzen eine effektive Masse; fir die 
* Rotationsquanten liegt sie in der GroBenordnung der Masse des He*-Atoms. 
| Die Gesamtmasse 0, simtlicher Anregungen, die sich in 1 cm* He IL be- 
' finden, variiert zwischen Null bei 0° K und @;, der Dichte des flissigen 
Heliums bei der Temperatur des A-Ubergangs vom He II in Hel. Die 
_ Temperaturabhingigkeit des Verhaltnisses 0,/0, wurde zuerst von AND- 
RONIKASCHWILI (6) mittels Torsionsschwingungen einer Saule aus parallelen 
Scheiben, die sich im He II befand, experimentell bestimmt. Die Gesamtheit 
aller Elementaranregungen kann man als die ,,Normalkomponente‘ des 
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He II im Unterschied zu seinem iibrigen Teil, der ,,superfluiden Kom. 
ponente“ bezeichnen. Die superfluide Komponente besitzt keine innere 
Reibung und dringt mit Leichtigkeit durch Offnungen, die selbst fiir Gase 
praktisch undurchdringlich sind. Die Normalkomponente besitzt dagegen 
eine Viskositat von etwa 10-® Poise, die sich an Hand der Dampfung einer 
im He II schwingenden Scheibe (6) oder mit einem Rotationsviskosimeter}) 
(7) messen 1a8t. Die Temperaturabhangigkeit der Viskositaét 148t sich hin- 
reichend theoretisch begriinden (8). Auch der sogenannte ,,thermomechani- 
sche Effekt‘‘, das Auftreten eines mechanischen StoBes bei der Verbindung 
zweier GefiBe mit He II verschiedener Temperatur iiber eine sehr enge 
Offnung oder ein Hautchen, 14Bt sich leicht erklaren. Es handelt sich hier um | 
einen osmotischen Druck der thermischen Anregungen, wobei die Offnung | 
(das Hautchen) die Rolle einer semipermeablen Membran spielt. 

Die Theorie des He II konnte die interessante neuartige Erscheinung des | 
»zweiten Schalles‘‘ voraussagen; es handelt sich um Warmewellen, die sich | 
im He II mit betrichtlicher Geschwindigkeit und ohne merkliche Dampfung — 
ausbreiten. Experimentell wurde der ,,zweite Schall“ von PESCHKOW 
nachgewiesen®(9). Die von PESCHKOW und anderen Forschern (10) durch- 
gefiihrten Untersuchungen der Geschwindigkeit des ,,zweiten Schalles“ bei 
sehr tiefen Temperaturen bestatigten die von der LANDAUschen Theorie 
vorhergesagte Temperaturabhangigkeit in glanzender Weise. 


2. Das leichte Heliumisotop He® 


In den Jahren 1933/34 berichteten RUTHERFORD, OLIPHANT u. a. (11) tiber 
Kernreaktionen, unter deren Produkten sich ein neues, leichteres Helium- 
isotop befand: 

Li® (p,a) He®; H? (d,n) He’. 


Uber die Stabilitat des He’-Kerns wuBte man jedoch zuniachst noch nichts. 
Erst im Jahre 1939 fanden ALVAREZ und GORNOG (12) bei der Arbeit mit 
einem sechzigzélligen Zyklotron mit variablem Magnetfeld zwischen den 
Protonen und a-Teilchen entsprechenden Maxima ein kleines, aber deut- 
liches Maximum, das, wie sie zeigten, dem Ion (He?)*+ entsprach. Die 
' Intensitat des entsprechenden Strahls betrug anfangs nur etwa 1000 Teilchen 
pro Sekunde. Nach ihrer VergréBerung entdeckten die Autoren die erste 
Kernreaktion mit He* als reagierendem Teilchen: 


Si??)(He® ip), R22: 
Durch diese und die folgenden Untersuchungen wurde gezeigt, da8 He? ein 
stabiles, aber auBerst seltenes Heliumisotop ist. 
Wie wir heute wissen (13), betragt der He®-Gehalt im atmospharischen Helium 
1,2—1,3-10~6 (Verhaltnis der He*- und der He*-Atome). Es sei erwahnt, daB der 
gesamte relative Heliumgehalt in der Atmosphire etwa 5 - 10-* betragt; der 
He3-Gehalt der Luft betriagt also weniger als 10-1". Der relative He?-Gehalt in 


1) Anm. d. Ubersetzers: Im Original wortlich: ,,mit einer Viskosimetermethode mit 
einem unbewegten (aufgehingten) und einem rotierenden Zylinder“*. Gemeint ist offen- 
bar ein Rotationsviskosimeter, etwa nach Art des Couette-Apparats. 
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“Hem Helium aus natiirlichen Gasquellen ist noch geringer, er liegt zwischen 
“5-108 und 5-10-7. In dem aus radioaktiven Mineralien gewonnenen 
Helium findet sich nur ein He?-Atom auf 108 He4-Atome. Etwas héher ist der 
tHe®-Gehalt in dem aus  nichtradioaktiven Mineralien gewonnenem 
‘U@Helium: er liegt hier zwischen 5-10-8 und 1,2-10-5 (in dem Mineral 
(Spodumen). 

Die Herkunft des irdischen He* bringt man haufig mit der Einwirkung der 
“@kosmischen Strahlung auf verschiedene Elemente in Zusammenhang. So 
‘tjkann unter der Einwirkung der Neutronenkomponente der kosmischen 
i i Strahlung in der Lithosphare die Reaktion Li‘ (n,a@) H? vonstatten gehen; der 
#,,uberschwere Wasserstoff‘‘, das Tritium H3, ist B--aktiv und verwandelt sich 
mit einer Halbwertszeit von 12,5 Jahren in He®. Einige Autoren nehmen an, 
«daB die langsamen Neutronen, die zur Einleitung dieser Reaktion nétig sind, 
a nicht kosmischen Ursprung sind, sondern bei der Emission des Urans, des 
1 Thoriums und anderer natiirlich-radioaktiver Elemente entstehen; die hierbei 
fH ausgesandten a-Teilchen erzeugen bei der Wechselwirkung mit Kernen 
‘ leichter Elemente (Si, Al usw.) schnelle Neutronen, die dann in Granit- 


i@ len Neutronen vom Typ N14 (n, C1?) H’ oder N14 (n, 3a) H? méglich, die fir 
i) die Bildung des He? in der Atmosphiare verantwortlich sein kénnte. Auch eine 
1) unmittelbare Erzeugung von He? in den ,,Sternen“ der kosmischen Strahlung 
* ist denkbar. In diesem Zusammenhang ist die Bemerkung interessant (14), 
| daB in dem aus Meteoriten gewonnenen Helium der He?-Gehalt wesentlich 
{ hoher sein kann als im irdischen Helium, er liegt hier manchmal tiber 30%. 
In der Atmosphire entsteht offenbar etwa ein He?-Atom pro cm? der Erd- 
* oberflache und pro Sekunde. Die He®-Atome dampfen allmahlich aus der 
Atmosphare heraus, und zwar im Mittel in einer Zeit, die nach Millionen 
Jahren zahlt. 

| Infolge des geringen He®-Gehalts im iiblichen Helium werden dessen Eigen- 
schaften praktisch bei allen Temperaturen durch das Isotop He* bestimmt. 
Wenn das Vorhandensein des He® auf die Eigenschaften des Heliums von 
EinfluB sein soll, muB es stark angereichert werden. Als erste Anreicherungs- 
methode wurde auf das Gemisch He*—He? die Thermodiffusionsmethode an- 
gewandt, mit deren Hilfe man eine betrachtliche Anfangsanreicherung er- 
zielt. Um jedoch gré8ere Konzentrationen nach dieser Methode zu erreichen, 
sind ein groBer Zeitaufwand und eine hohe Leistung notig. Eine der Appara- 
turen dieser Art (15) bestand aus 3 hintereinander geschalteten Thermo- 
diffusionssiulen mit einer Leistung von 16,5 kW; die Ausbeute betrug 14 cm? 
He-Gas pro Tag mit einem Gehalt von etwa 0,2% He’. 

Eine sehr wirksame Anreicherungsmethode fiir das Helium arbeitet bei 
tiefen Temperaturen und beruht darauf, daB die im fliissigen He II gelésten 
He?-Atome nicht an der superfluiden Bewegung teilnehmen und infolge- 
dessen in der normalen Komponente bleiben (in § 4 wird dieses Problem aus- 
fiihrlicher behandelt). Zwingt man das He II, superfluid durch einen engen 
Spalt oder iiber die Wand abzuflieBen, so bleibt das He* zuriick, und seine 
Konzentration in dem AusgangsgefiB wichst. JESSELSON und LASARJOW 
(16) erreichten durch Anwendung einer von ihnen konstruierten sehr ein- 
fachen Apparatur, die sich auf diese Erscheinung und den thermomechani- 
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schen Effekt stiitzt, eine Anreicherung um den Faktor 2000. Sie konnten 
damit im Laufe einiger Tage mehrere Liter Helium mit einem He*-Gehalt ; 
von 0,01% herstellen. 
Diese Tieftemperaturmethode ist auch zur weiteren Anreicherung konzen- 
trierter Ausgangsgemische anwendbar; es wird z. B. eine Apparatur be- 
schrieben (17), in der die He?-Konzentration in He II von 2 auf 30—40% 
gesteigert wurde. Jedoch hat diese Methode einen grundsatzlichen Nachteil: 
die He®-Konzentration in der Flissigkeit kann nie héher werden als ein 
gewisser Grenzwert, der von der Temperatur der Trennapparatur abhingt 
und durch die A-Ubergangskurve in der fliissigen Lésung He+—He?® bestimmt 
wird (siehe unten). 
Zur weiteren Trennung des vorher schon stark angereicherten Gemisches He* 
und He? verwendet man zweckmaBigerweise die Methode der Rektifikation 
im Rektifikationsaufsatz. Die Anwendung dieser 
Methode auf das Isotopengemisch He*—He?* 
wurde zuerst in den Arbeiten von JESSELSON und 
LASARJOW (16) beschrieben. Die von ihnen kon- 
struierte einfache und wirksame Trennapparatur— 
ist in Abbildung 1 dargestellt. Das Ausgangsge- 
misch wird im unteren Teil eines kleinen Dewar- 
gefaBes D kondensiert. Mit Hilfe der Heizwick- 
lung H kann das fliissige Gemisch intensiv erhitzt 
werden. Der entstehende Dampf kondensiert im 
oberen Teil des Aufsatzes, der sich auf der Tem- 
peratur des fliissigen Heliums befindet, und flieBt 
durch die Schraube B zuriick. Hierbei erfolgt ein 
Molekiilaustausch zwischen der fliissigen und der 
Abb. 1. Rektifikationsautsatz zur entgegenstr6menden Gasphase, der in dem Teil 
Isotopentrennung des des Gemisches, der sich oben im Aufsatz befindet, 
Hotter zu einer Verarmung an He* und damit zu einer 
Anreicherung von He? fiihrt. Die Abtrennung des 
angereicherten Gemisches erfolgt durch das Rohr 7’. 
Der Aufsatz gestattet ein Anreicherung etwa um den Faktor 150. Mit Hilfe 
dieser Apparatur erhielten die Autoren eine gewisse Menge Helium mit einem 
He*-Gehalt von 1,5%, der zur Durchfiihrung einer Reihe wichtiger Ex- 
perimente ausreicht. Mit Hilfe einer zweiten Rektifikation kann man das 
Gemisch weiter wesentlich anreichern [JESSELSON, LAsARJOW (18)]. 
FAIRBANK u.a. (19) berichten iiber eine erfolgreiche Anwendung dieser 
Methode zur Herstellung eines Gemisches mit mehr, als 99% He’. 
Die Gewinnung von sehr reinem He? aus natiirlichem Helium durch stufenweise 
Anreicherung nach verschiedenen Methoden ist zwar praktisch méglich, 
aber ziemlich kompliziert. Das geht z. B. daraus hervor, daB man zur Ge- 
winnung von etwa 10 cm? gasférmigem He? unter normalen Bedingungen 
(das ist die Menge, die man zu Versuchen iiber das kondensierte He? min- 
destens braucht) etwa 100 m? Helium verarbeiten muB. 
Die Entwicklung der Kernphysik fihrte als vollig neue Méglichkeit zur 
kiinstlichen Herstellung von reinem He?, bei der die Notwendigkeit einer 
Anreicherung des natiirlichen Heliums mit seinem geringen Gehalt an dem 
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leichten Isotop fortfallt (20). Diese Methode beruht auf der bereits erwaihnten 
eaktion, bei der Tritium aus Lithium, das mit Neutronen beschossen wurde, 


Lis + n— He* + H3. 


6 Der BeschuB8 erfolgt in einem Kernreaktor. Das gewonnene Tritium wird vom 
? He* mittels Diffusion durch ein erhitztes Palladiumfilter getrennt, das fiir 
» Wasserstoff durchlassig ist, aber Helium zuriickhalt. Das so gewonnene reine 
® Tritium zerfallt spontan unter Bildung von He?: 


H? — He? 4+ e-. 


| wiederum mit Hilfe eines Palladiumfilters oder durch Ausfrieren des Tritiums 
‘Pin einem GefaiB, das in flissigem Helium steht, getrennt (27). Mit Hilfe 
i) dieser Methode kann man praktisch reines He® erhalten, mit dem die grund- 
_legenden thermodynamischen und sonstigen Eigenschaften des leichten 
) Heliumisotops bei tiefen Temperaturen untersucht werden kénnen. 


3. Das Zustandsdiagramm des reinen He’ und seine Eigenschaften. 
Keine Superfluiditat 


{ Das Helium war das letzte der sogenannten ,,permanenten‘‘ Gase; seine 
) Verfliissigung gelang erst im Jahre 1908. Die Schwierigkeit bei der Konden- 
) sation des Heliums liegt einerseits an der Schwache der Molekularkrafte, auf 
denen die Wechselwirkung zwischen den Heliumatomen mit ihren abge- 
} schlossenen Elektronenschalen beruht; schon dieser Umstand bedingt die 
? sehr niedrige Verfliissigungstemperatur des He*. Andererseits wachst infolge 
1 der geringen Masse des He* (4,0039 Atomgewichtseinheiten) und der tiefen 
¥ Verfliissigungstemperatur die Rolle der Nullpunktsschwingungen, die ins- 
besondere das Auftreten zusatzlicher AbstoBungskrafte zwischen den Atomen, 
_d.h.eine weitere Schwichung der effektiven intermolekularen Wechsel- 
/ wirkung, zur Folge haben. Daher liegt die kritische Temperatur des 
Het auBergewohnlich tief, namlich etwa bei —268° C. Das He*-Atom hat die 
gleiche Hillenstruktur wie das He‘, aber eine noch kleinere Masse (3,0170 
Atomgewichtseinheiten). Infolgedessen ist die Energie der Nullpunkts- 
schwingungen, die bei der Verfliissigung des He® auftreten, noch gréfer als 
im Fall des He*. Auf Grund ahnlicher Uberlegungen wurde sogar die Ver- 
mutung ausgesprochen (22), daB die Verfliissigung des He® prinzipiell un- 
méglich sei: die Zunahme der intermolekularen Wechselwirkungsenergie bei 
der Anniherung der Atome kénne durch den entsprechenden Zuwachs der 
Nullpunktsenergie iiberkompensiert werden. Diese Uberlegungen waren aber 
in der Hauptsache qualitativer Natur. 

Ein anderer theoretischer Weg zum Problem der Verfliissigung leichter Gase 
wurde in Form der sogenannten ,,Quantentheorie der tihereinstimmenden 
Zustande“ von DE BOER entwickelt (23) '). Der Autor dieser Theorie geht von 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. auch TER HAAR, Elements of Statistical Mechanies, 
Kniehardt, New York 1954, S. 200f. 
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der Annahme aus, daB man die Wechselwirkung der Molekeln der betrachte- 
ten Gase durch das Potential von LENNARD-JONES beschreiben kann: 


U(r) = 4e (z fees ( z) | 


Hierbei ist 7 der Abstand zwischen den Molekelschwerpunkten; ¢ und o sind 
Konstanten, die die GréBe und die ,,Reichweite‘‘ der Molekularwechsel- 
wirkung kennzeichnen: ¢ ist der Absolutwert der Wechselwirkungsenergie im 
Minimum, o ist der Molekelabstand, bei dem die Wechselwirkungsenergie 
Null wird. ¢ und o lassen sich beispielsweise durch Untersuchung der Iso- 
thermen des Gases bestimmen. DE BOER driickt simtliche makroskopischen 
thermodynamischen GréBen der Substanz. — Druck, Volumen, Temperatur 
usw. — durch die Molekelparameter ¢ und o und ihre Kombinationen aus. 
Beispielsweise wird an Stelle der absoluten Temperatur 7’ die dimensionslose 
reduzierte Temperatur 1 

elk 
(k = Boltzmann-Konstante) eingefiihrt, an die Stelle des Molvolumens V 


tritt das reduzierte Volumen 
V* = V/(o®N) 


(N = LoscumipTsche Zahl) und an die Stelle des Drucks p tritt der redu- 
zierte Druck p 


ages (e/o)8 


usw. Die Beteiligung von Kraften quantentheoretischer Herkunft wird durch 
Einfiihrung einer weiteren dimensionslosen GréBe 

rdw te: 

o o Vem 

beriicksichtigt (m Masse der Molekel, 4 DE BROGLIE-Wellenlinge der 
Molekel bei der Temperatur, bei der die mittlere thermische Energie der 
Gasmolekeln die GréBenordnung ¢ annimmt). 
Nach DE BOER ist die Zustandsgleichung einer Substanz, die durch diese 
Theorie beschrieben wird, eine universelle Funktion: 


I(T, OER VENA) == 0. 


Fir die verschiedenen Substanzen dieser Klasse miissen deshalb die redu- 
zierte kritische Temperatur 7i,, der reduzierte Druck und das reduzierte 
Volumen, das reduzierte Molvolumen beim absoluten Nullpunkt, die redu- 
zierte Siedetemperatur, der reduzierte Dampfdruck und andere thermo- 
dynamische GréBen durch die gleiche universelle Funktion des Parameters /* 
ausgedriickt werden kénnen. In Abb. 2 ist am Beispiel fiir diese Abhangigkeit 
die Funktion 77, (4*) dargestellt. Man sieht, daB fiir eine betrachtliche Anzahl 
einatomiger und auch zweiatomiger Gase in der Tat eine solche universelle 
Abhangigkeit gilt. Hierbei ist fiir die schwereren Molekeln 7. nahezu kon- 
stant, wahrend es fiir die leichteren infolge des Einflusses der quanten- 
mechanischen Nullpunksenergie mit wachsendem Wert des Quanten- 
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*barameters A* abnimmt. Durch Extrapolation dieser Kurve bis zu dem Wert 
* — 3,05, der dem He?* entspricht, erhalten wir den Wert 7'f, fiir dieses 
ilsotop. 

In ahnlicher Weise sagte DE BOER voraus, daB die kritischen Konstanten fiir 
jlas He* folgende Werte haben miissen: 

. Tin = 33 0,2° Ky py —"1,1'--'0,2 atm 

‘““jusw. Auch die Dampfdruckkurve und ihre Gleichung wurden vorausgesagt. 
Hl ‘i ur die Verfliissigungstemperatur (unter Atmospharendruck) ergab sich ein 
ne Wert T yor, ~ 3,1° K; das He sollte also nicht nur verfliissigbar sein, sondern 
‘es konnte diese Verfliissigung auch gar nicht allzu schwierig sein. Spatere 


t . . . 
@Experimente lieferten eine 


wa 


Tp, = 3,35° K, 

i) Orel atm 

|, dieSiedetemperatur beiAtmo- 
} spharendruck betragt 7, = 
= = 3,195° K; der Sattigungs- 
» dampfdruck in Abhangigkeit 
) von der Temperatur stimmte 
y innerhalb der Fehlergrenzen Abb. 2. Abhangigkeit der reduzierten kritischen Temperatu 

/ mit der theoretischen Kurve the AA aeatGarneenparkiacier vives ye 
7 tberein. Hierdurch wird die 

? Richtigkeit der halbempirischen Methode mit ihrer Beriicksichtigung der 
) Quanteneigenschaften, die im Verhalten der Materie bei sehr tiefen Tem- 
peraturen zutage treten, bestatigt. 

Die erste Verfliissigung des He® gelang Sy DORIAK, GRILLY und HAMMEL (24) 
im Jahre 1949. Sie hatten 20 cm® praktisch reines He® zur Verfiigung. Aus 
dieser Gasmenge erhalt man nur einige Zehntel mm? Flissigkeit. Die Ver- 
fliissigung erfolgte deshalb in einer Kapillare, die in eine Wanne mit normalem 
fliissigem Helium tauchte; dessen Temperatur wurde auf die tibliche Weise 
(an Hand des Dampfdrucks) reguliert und konstant gehalten. Der He®-Druck 
in der Kapillare wurde durch Verschiebung einer Quecksilberséule in einem 
auBeren GeféiB, mit dem die Kapillare in Verbindung stand, allmahlich ge- 
steigert; hierbei wurde gleichzeitig der Druck im System des He? standig ge- 
messen. Der Beginn der Kondensation lieB sich dadurch festlegen, da die 
Druckzunahme bei weiterer Verschiebung der Quecksilbersiule aufhorte. 
Indem sie bei einem zweiten Versuch an Stelle der Stahlkapillare eine 
gliserne verwendeten, stellten die Autoren fest, da die kondensierte Phase 
tatsichlich fliissig ist. Das fliissige He* ist eine farblose, durchsichtige 
Flissigkeit, die 4uBerlich dem He I, d. h. dem fliissigen He* bei einer Tem- 
peratur oberhalb des A-Punktes aihnelt. Die Autoren bestimmten die Dampf- 
druckkurve, den Siedepunkt und den kritischen Punkt des He’. 
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Die Temperaturabhangigkeit des Dampfdrucks des He* ist in Abb. 3 dar- 
gestellt. Zum Vergleich ist hier auch die entsprechende Kurve fiir das Het 
angegeben. Wie man sieht, nimmt mit abnehmender Temperatur das 
Dampfdruck-Verhaltnis von He* und He‘ schnell zu; bei 1° K liegt es 
bereits bei tiber 70. Der hohe Dampfdruck des He* erméglicht seine Ver- 
wendung als Arbeitssubstanz in einem empfindlichen Kondensations- - 
thermometer, das zur Messung von Temperaturen bei ein Grad Kelvin und 
darunter gut geeignet ist. 

Die Gleichgewichtskurve zwischen Flissigkeit und Dampf wurde in einer ' 
Arbeit von ABRAHAM, OSBORNE und WEINSTOCK (2/) genauer untersucht. 
Die Dampfdruckmessung des fliissigen He* bei verschiedenen Temperaturen | 


erfolgte in einem He- 
Rar het] = aa liumkryostaten, der 
Pe Eola ab aie 


einige interessante Be- 
sonderheiten aufwies. 
Zur Steigerung der Ab- 
pumpgeschwindigkeit 
war das DewargefaB 


60 


2 . 
& (dessen lichte Weite 
SHA 6cm betrug) mit dem 


System iiber weite Flan- 
sche verbunden. Die 
Temperaturregelung 
und -einstellung (mit 
einer Genauigkeit bis 
zu 0,001°) erfolgte mit- 
6 2.0 2.4 2.8 327/47 tels eines Membranven- 
Abb. 3. Dampfdruck tiber dem fliissigen He* tils in einem Rohr von 

etwa 10 cm _ Durch- 
messer, das zur Pumpe fihrte an Hand der Angaben eines geneigten 
Dibutylphthalat-Differentialmanometers mit einer Neigung von 1:10. Das 
Manometerrohr reichte 43 cm tief in das DewargefaB hinein, so da das 
untere Ende sich stets im Gebiet laminarer Stromung des Gases befand. 
Das He® (mit einem He*-Gehalt von 0,03 + 0,03) wurde in einem Volumen 
von 50 mm kondensiert, das aus einem Kup ferblock ausgeschnitten war. Das 
Gefai® stand mit dem auReren System durch ein Rohr von 0,5 mm Durch- 
messer in Verbindung. Die Autoren bestimmten den Dampfdruck tiber dem 
flissigen He* zwischen 1,025° K und dem kritischen Punkt. Die nach der 
Methode der kleinsten Quadrate gemittelten Dampfdruckwerte werden durch 
die Formel 


lg p = 0,97796/T + 2,5 lg T + 0,000302 73 + 1,91594 


wiedergegeben. Hierbei ist der Druck p in Torr und die absolute Temperatur 
T’ in der sogenannten ,,iibereinstimmenden Temperaturskala“ (25) aus- 
gedriickt, die an Hand des He*-Dampfdrucks (mit den Korrekturen von 
KISTEMAKER (26)) bestimmt wurde. Die genauen Werte fiir den Dampfdruck 
des He* bei verschiedenen Temperaturen nach (21) sind in Tabelle 1 zu- 
sammengestellt. 
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“Tabelle 1. 
Temperaturabhingigkeit des Dampfdruckes des He® 


BT eK) Ci tk ainda 16 -pacd 1,4 Loe 1G al ta eninge 19 


),| p(Torr] 8,68 13,51 19,98 28,13 38,33 50,72 65,50 82,85 102.94 125,94 


Ser (oK), 2:0 9 24.22 23 DED bat OO ua ee eee eg 
& p [Torr] 152,04 181,38 214,13 250,46 290,50 334,44 382,41 434,59 491,13 552,18 
erekK) 30 a1. 327) 33 

| p [Torr] 617,89 688,45 762,02 844,74 


{ Die Dichte des flissigen He*® wurde in der oben erwihnten Arbeit (24) mit 
| Hilfe folgender indirekten Methode bestimmt. Ein Teil des in der Glaskapillare 
| kondensierten fliissigen He* wurde verdampft, indem das auBere Volumen 

vergroBert wurde; diese Volumen- 

vergroBerung wurde gemessen. Gleich- 
zeitig wurde das verdampfte Fliissig- 
keitsvolumen gemessen. An Hand 
dieser beiden Volumenanderungen, 
der Temperatur des AuSenraumes 
und des Dampfdrucks des He? 
konnte der Dichteunterschied des 

He* im fliissigen Zustand und als 

gesattigter Dampf os, — @q_ be- 

stimmt werden. Um die Dampf- 
dichte zu eliminieren, benutzten die 

Autoren die MATIASsche Regel, nach 

der die Summe der beiden Dichten 

(On | Qa)/2 eine lineare Funktion der Abb. 4. Dichte des fliissigen He* 

Temperatur ist, die am kritischen 

Punkt in die doppelte kritische Dichte 2 0,, einmiindet. Setzt man g,;, = 
= 0,0420 (dieser Wert ergibt sich aus den Daten tiber die kritische Tem- 

peratur und den kritischen Druck) und extrapoliert die MATIASsche Regel 

nach Temperaturen hin, bei denen gg < yz ist, so erhalt man eine Dichte 
des fliissigen, mit dem Dampf im Gleichgewicht stehenden He?, wie sie in 

Abb. 4 dargestellt ist. Die Genauigkeit dieser Bestimmung von oy, betragt 

nach Schaétzung der Autoren etwa 3%). 

Unter Benutzung ihrer eigenen MeBergebnisse tiber den Dampfdruck des He® 

bestimmten ABRAHAM, OSBORNE und WEINSTOCK (27) nach der Clausius- 

Clapeyronschen Gleichung die Verdampfungswarme des He?* und ihre Tem- 

peraturabhangigkeit. Das spezifische Volumen der Flissigkeit wurde aus den 

oben erwahnten Dichtewerten bestimmt, das spezifische Volumen des 

Dampfes aus der Zustandsgleichung des gasformigen He* unter Beriick- 

sichtigung des zweiten Virialkoeffizienten. Nach diesen Rechnungen betragt 

im Intervall zwischen 1 und 2,2°K die Verdampfungswarme des He® etwa 
10 cal/Mol, liegt also um den Faktor 2 tiefer als beim He*. Bei etwa 2,1° K hat 


1) In der Arbeit (57) wird mitgeteilt, daB Kerr Messungen der Dichte @,; mit einer 
Genauigkeit von 0,1% durchgefiihrt habe; die Ergebnisse wurden auf der dritten 
Tagung iiber ,,Physik der tiefen Temperaturen‘ in Houston (USA) vorgetragen. 

16 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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die Verdampfungswarme ein Maximum von etwa 11,4 cal/Mol; Extrapo- 
lation auf 7’ =O fiihrt zu einem Wert von 4,47 cal/Mol. Nach anderen 
Rechnungen [LIFSCHIZ (27)] betrigt die Verdampfungswarme bei tiefen- 
Temperaturen 5,5 cal/Mol. Direkte Messungen dieser GréBe wurden 
bisher noch nicht durchgefihrt. 

Das Phasengleichgewicht zwischen festem und flissigem He® wurde ebenfalls 
in den Arbeiten von OSBORNE, ABRAHAM und WEINSTOCK (28) untersucht. 
Es zeigte sich, daB zur Uberfiihrung des He? in den festen Zustand ebenso wie 
im Fall des He* ziemlich hohe Drucke erforderlich sind. Die Bestimmung des 
Verfestigungsdrucks des He® bei verschiedenen Temperaturen erfolgte mit 
Hilfe der Methode der ,,blockierten Kapillare“‘. In ein He4-Bad wurde eine 
U-formige Kapillare eingetaucht, in der sich kondensiertes He? befand. Der 
Druck auf beiden Seiten der Kapillare wurde gemessen; er konnte mit Hilfe 
der Verschiebung einer Quecksilbersiule in einem GefaéB, das mit einem 
Schenkel der Kapillare in Verbindung stand, verindert werden. Solange der 
Druck den Wert, der der Verfestigung des He® entspricht, nicht tiberstieg, 
waren die Anzeigen der Manometer auf beiden Seiten gleich. Sobald aber 
dieser Wert erreicht war, erstarrte das He® und verschloB die Kapillare, 
so daB eine weitere Verschiebung der Saule nur eine Druckerhéhung in dem 
anstoBenden Schenkel erzeugte. Die ermittelte Temperaturabhangigkeit des 
Erstarrungsdrucks des He® zwischen 0,5 und 1,5° K wird durch die Formel 


Pschm = 26,8 + 13,1 T? [atm] 


gegeben. Unterhalb von 0,5° K verliert der Erstarrungsdruck scheinbar seine 
Temperaturabhangigkeit und bleibt auf einem Wert von 29,3 atm. Anfangs 
nahmen die Autoren an, daB dies auf einer Storung des Warmekontakts 
zwischen der Kapillare und dem zur Erzeugung der tiefen Temperaturen be- 
nutzten paramagnetischen Salz beruhe. Es stellte sich dann aber heraus, 
da die Methode der blockierten Kapillare unbrauchbar wird, wenn die 
Temperaturabhangigkeit des Schmelzdrucks ein Minimum hat [das Vor- 
handensein eines solchen Minimums wurde von POMERANTSCHUK (29) vor- 
ausgesagt]. Bei Temperaturen unterhalb der Temperatur des Minimums 
erfolgt die Blockierung der Kapillare bei dem Minimaldruck; hierbei wird die 
Kapillare nicht in ihrem kaltesten Teil, sondern etwas héher verstopft, nam- 
lich da, wo sie die Temperatur hat, die dem Minimum entspricht. 

Eine indirekte Bestimmung des Schmelzdrucks bei Temperaturen ober- 
halb 1,5° fiihrten JESSELSON und LASARJOW (18) durch. Durch Extrapo- 
lation der Daten tiber die Erstarrung des Gemisches He’—He? (siehe § 4) er- 
hielten sie eine stetige Fortsetzung der von anderen Autoren gewonnenen 
Kurve bis zu einer Temperatur von etwa 2,3° K. Bei dieser Temperatur liegt 
der Schmelzpunkt etwas unter 100 atm. Die Temperatuabhangigkeit des 
Schmelzdrucks nach den Daten von (28, 18) ist in Abb.5 dargestellt. 
Trotz der Unbestimmtheit im Verlauf der Kurve unterhalb 0,5° K kann man 
jedenfalls feststellen, daB keine Tendenz zur Abnahme des Schmelzdrucks 
auf Null bei Annaherung an den absoluten Temperaturnullpunkt vorhanden 
ist. Das He?® 1aBt sich also ahnlich wie das He? offenbar nicht durch eine reine 
Abkihlung in den festen Zustand iberfiihren, wenn es sich unter seinem 
eigenen Dampfdruck befindet. Dies ist eine der anschaulichsten Folgen aus 


Kigenschaften von He? bei tiefen Temperaturen 229 


9 der Existenz der Nullpunktsschwingungen, die auf quantentheoretischen 


| 4 ) Kriaften beruhen. 


) VerhaltnismaBig friih schon maBen DE VRIES und DaunT (30) in einem 
§ groBen Temperaturintervall (0,5 —2,3°K) die spezifische Warme des 
) flissigen He* mit einer geringen Beimischung von He? (etwa 4%). Trotz der 
.} geringen Menge He?®, die den Autoren zur Verfiigung stand (das Arbeits- 


.) volumen ihres adiabatischen Kalorimeters betrug etwa 14—16 mm‘) und 


: des geringen Absolutwertes der Warmekapazitaét der Probe (etwa 10-4 
* cal/Mol) gelang es, die spezifische Wiarme cy, des fliissigen He® in dem ange- 
} gebenen Temperaturintervall mit einer Genauigkeit von etwa 10—20% zu 
? messen. Es zeigte sich, daB cy, mit abnehmender Temperatur von 3,6 cal/Mol 
bei 2,3° K auf 0,9—1,1 cal/Grad Mol bei Temperaturen unterhalb 1° K 


) monoton abnimmt. Interessanter- 


weise wird bei tiefen Tempera- 
turen die Temperaturabhangig- 
keit der spezifischen Warme sehr 
klein: es sieht so aus, als ob cy, 
gegen einen konstanten, von Null 
verschiedenen Grenzwert strebte. 
Dieses Verhalten wiirde jedoch 
einem allgemeinen Satz der sta- 
tistischen Physik widersprechen, 
nach dem die spezifische Warme 
simtlicher Korper bei 7’ > 0 ver- 
schwinden mu. Dies spricht fiir 
eine Anomalie in der Tempera- a, - 2 3 7TH) 
turabhangigkeit der spezifischen Abb. 5. Schmelzdruck des festen He? 

Warme des He® bei sehr tiefen 

Temperaturen, die noch der experimentellen Bestatigung harrt. 

Weitere Daten tiber die Warmekapazitat des fliissigen He? bei sehr tiefen 
Temperaturen wurden von OSBORNE, ABRAHAM und WEINSTOCK (31) 
sowie von ROBERTS und SyDORIAK (32) veroffentlicht. In der Arbeit (37) 
wird c,, im Temperaturintervall zwischen 0,42 und 1,06° K mit einer Ge- 
nauigkeit von etwa 5% (nach Abschaitzung der Autoren) bestimmt. Die 
Messungen erfolgten mit Hilfe der tiblichen Methode des adiabatischen Kalori- 
meters; zur Herstellung sehr tiefer Temperaturen des Heliums wurde die 
Entmagnetisierung paramagnetischer Salze benutzt; in diese war ein Kupfer- 
gefiB mit einem Volumen von etwa 2cm’ eingebettet, das 0,2——-0,7 cm? fliissi- 
ges He’ enthielt. In dem genannten Temperaturintervall fanden die Autoren 
fiir die spezifische Warme des fliissigen He® die Interpolationsformel 


Cp, = 0,53 + 0,48 7 [cal/Grad Mol]. 


ROBERTS und SyDORIAK (32) benutzten eine originelle Kalorimeter- 
methode. Ihr Kalorimeter war eine Kupferkugel von 0,75 cm® Volumen, die 
mit fliissigem He® gefillt war und gegentiber dem umgebenden He*-Bad 
durch Abpumpen der He’-Dimpfe abgektihlt wurde. Gleichzeitig wurden die 
Erwarmungsgeschwindigkeit 7 und die Geschwindigkeit der Warmezufuhr Q 
bei verschiedenen Werten N — der Gesamtmenge des He* im System (in Mol 
16* 


230 R. A. TSCHENZOW 


ausgedriickt) — gemessen. Trigt man die GréBe Q/T als Funktion von N auf_ 
(nach Einfihrung von Korrekturen hinsichtlich der Freisetzung von latenter 
Warme und der Warmekapazitét des Dampfes), so erhalt man eine Gerade, 
deren Steigung, wie leicht einzuschen ist, schon die molare spezifische Warme 
des fliissigen He? darstellt. Ein Vorzug dieser Methode ist die Ausschaltung 
des Einflusses der Warmekapazitaét des gasformigen Heliums innerhalb der ~ 
Kugel und der Warmekapazitit des Kalorimeters selbst, da diese GréBen 
nicht von N abhangen. Mit Hilfe dieser Methode wurde die spezifische Warme 
cy, in einem Temperaturintervall von 0,54—1,695° K bestimmt. Die von den — 
Autoren durchgefiihrten vorlaufigen Abschatzungen der spezifischen Warme 
cy, bei einer Temperatur von etwa 0,4° K zeigen, da bei dieser Temperatur 
die Entropie des fliissigen He*® in Ubereinstimmung mit der Voraussage von 
POMERANTSCHUK (29) bis auf Werte abnimmt, die unter dem Wert R In 2 
liegen, der einer ungeordneten Verteilung der Spinrichtungen der He?-Kerne 
bei tiefen Temperaturen entspricht 
(Naheres hiertiberin § 5, der sich mit den 
theoretischen Arbeiten beschaftigt)'). 
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Abb. 6. Spezifische Warme des fliissigen He* im Gleich- Abb. 7. Magnetische Suszeptibilitat fiir fliissiges 
gewicht mit seinem Dampf und gasférmiges He* 


Die Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warme des He® (im Gleich- 
gewicht mit seinem eigenen Dampf), konstruiert unter Beriicksichtigung der 
Angaben verschiedener Autoren, ist in Abb. 6 dargestellt. Zum Vergleich 
erinnern wir daran, da} die spezifische Warme des fliissigen He* im A-Punkt 
ein scharfes Maximum aufweist und unterhalb dieses Punktes nahezu pro- 
portional 7° verlauft (ausgenommen die allertiefsten Temperaturen, wo sie 
proportional 7 wird). Der Unterschied zwischen den Eigenschaften der 
beiden Heliumisotope tritt hier ganz deutlich zutage. 

Auch die magnetischen Eigenschaften des fliissigen He? wurden von ver- 
schiedenen Autoren untersucht [HAMMEL u. a. (33), FAIRBANK u. a. (19)]. 
Der He*-Kern hat im Gegensatz zum He‘*-Kern (a-Teilchen) einen Spin 1/2 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Die spezifische Warme des He® von 0,23 bis 2° K ist vor 
kurzem von B. M. ABRAHAM, D. W. OsBORNE und B. WEINSTOCK, Phys. Rev. 98, 
551, 1955, gemessen worden. 
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SinerOrientierung der magnetischen Momente der He®-Kerne beruhen. Die erste 
iruppe von Autoren, die Messungen der magnetischen Suszeptibilitat mit 
Milfe einer Induktitivitats-Briicke durchfiihrte, zeigte, daB im flissigen He? 
mindestens bis zu Temperaturen von 0,9° K keine ferromagnetischen Er- 
»cheinungen zu beobachten sind. 

Jie Temperaturabhangigkeit der Suszeptibilitaét des fliissigen He? wurde in 
w@iner Arbeit von FAIRBANK und Mitarbeitern (19) ermittelt. Das He? 
mvurde im Innern einer Spule kondensiert, die sich in einer Hochfrequenz- 
‘Resonanzschaltung in einem Magnetfeld von 10000 Orsted befand. Das 
System wurde lange Zeit hindurch in diesem Magnetfeld gelassen, damit sich 
jas Gleichgewicht zwischen der thermischen Bewegung und der Orientierung 
ler magnetischen Momente einstellen konnte. Die Messungen erfolgten bei 
siner Frequenz von 30 MHz. Die Amplitude des beobachteten Signals (das 
mziemlich schwach gewahlt wurde, so dafS{ keine merkliche Stérung des 
§Gleichgewichts eintrat) war unter diesen Umstanden proportional der magne- 
Stischen Volumensuszeptibilitat, die auf der Orientierung der Kerne beruht. 
Zur Umrechnung auf die Molsuszeptibilitat wurden die oben erwahnten 
‘fDaten iiber die Dichte des fliissigen He? benutzt. Die Genauigkeit ihrer 
®Messungen schatzen die Autoren auf 10%. Die Ergebnisse dieser Messungen 
‘J(in willkiirlichen Einheiten) sind in Abb. 7 dargestellt. Wie man sieht, besitzt 
das He in dem untersuchten Temperaturintervall zwischen 1,2 und 2,8° K 
feine von den Atomkernen herriihrende paramagnetische Suszeptibilitat, die 
idem CurtIEschen Gesetz 


4T = const. 


Hentspricht. Der Punkt bei 4,2° K wurde an gasférmigem Helium unter einem 
4? Druck von 900 Torr aufgenommen. Wie man sieht, hegt auch dieser Punkt 
‘recht gut auf der Geraden y(1/7'). Im fliissigen He® sind oberhalb von 1,2° K 
#@also keine Abweichungen vom CuURIEschen Gesetz festzustellen, die bei 
) Korrelationserscheinungen auftreten miBten; die Richtungsverteilung 
@der magnetischen Momente der He?-Kerne ohne Feld ist bei diesen 
+ Temperaturen also ungeordnet'). In der gleichen Arbeit (19) wurde die 
) Relaxationszeit bestimmt, die fiir die Einstellgeschwindigkeit des Gleich- 
§ gewichts zwischen Kernspins und thermischer Bewegung des fliissigen He? 
} maBgebend ist. Sie bctrigt etwa 2—3 Minuten. 

/ Bei der Betrachtung des Zustandsdiagramms des He®, das dem Zustands- 
_diagramm des normalen He‘ sehr ahnelt, erhebt sich natiirlich die Frage, ob 
/ es beim He? keine Phaseniibergange im fliissigen Zustand gibt. Interessanter- 
| weise fiihrt die Anwendung eines ahnlichen Verfahrens, wie es oben fir 
| den kritischen Punkt beschrieben wurde, d.h. die Aufstellung der Kurve 
| T%..». (A*) fir die Tripelpunkte von Xenon, Krypton, Deuterium, Wasserstoff 


1) In einer kiirzlich veréffentlichten Arbeit (57) stellten FAIRBANK, ARD und WALTERS 
fest, da& bei Temperaturen unterhalb 1° K das Produkt y7 eine Funktion der Tem- 
 peratur wird, das bei 7’ — 0 gegen Null geht. Dies spricht fir die Einstellung einer 
- antiparallelen Orientierung der Kernspins im fliissigen He* bei den tiefsten Tempera- 
turen. 
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und Helium fiir das He* unmittelbar auf den A-Punkt, wahrend fiir das He® 
ein Phaseniibergang bei etwa 1° K vorausgesagt wird (13). Bisher gibt es aber 
keinen tiberzeugenden experimentellen Hinweis fiir das Vorhandensein eines 
solchen Uberganges. Versuche, einen Ubergang oberhalb 0,8° K an Hand der 
Erwarmungsgeschwindigkeit eines Reservoirs mit fliissigem He* bei 
konstanter zugefiihrter Leistung zu entdecken, hatten ein negatives Ergeb- 
nis: die Erwairmung erfolgte zwischen 0,84 und 3,12° K vollig monoton, die 
Erwarmungskurve zeigte weder Spriinge noch Knicke. 

Andererseits gibt es gewisse theoretische Hinweise darauf, daB die Struktur ° 
des fliissigen He? bei Temperaturen unterhalb 1° K eine wesentliche Anderung ; 
erfahren muB. Nach dem 3. Hauptsatz der Thermodynamik mu8 namlich die : 
Entropie des flissigen He*® beim absoluten Nullpunkt verschwinden. Der ' 
Grenzwert der Entropie 1é8t sich an Hand des chemischen Potentials des 
He? abschitzen, das seinerseits aus dem Dampfdruck berechnet werden kann. © 
Benutzt man fiir diese Berechnungen die in der Arbeit (27) gewonnenen Werte 
fir den Dampfdruck, indem man die Kurve der Autoren bis 0° K extra-— 
poliert, so zeigt sich, daB die Entropie des fliissigen He? nicht verschwindet, 
sondern einem positiven Wert von einigen Zehntel cal/Grad Mol zustrebt. 
Diese Extrapolation der Werte fiir den Dampfdruck ist also falsch, und daraus 
ergibt sich, daB vermutlich bei der weiteren Abkiihlung des fliissigen He® 
Prozesse eintreten, die die Entropie zum Verschwinden bringen und gleich- 
zeitig irgendeinen EinfluB auf das Phasengleichgewicht zwischen Flissigkeit 
und Dampf haben missen. Ob man die erwihnten Daten tiber die Abnahme 
der Entropie, die auf Grund vorlaufiger Messungen der spezifischen Warme ge- 
wonnen wurden (siehe oben) als ersten experimentellen Hinweis auf das 
Vorhandensein einer Strukturénderung im flissigen He*® bei sehr tiefen 
Temperaturen ansehen kann, wird wahrscheinlich die nachste Zukunft 
klaren?). 

Zum SchluB (das soll keine Wertung der Wichtigkeit dieser Erscheinungen 
sein) besprechen wir die hydrodynamischen Eigenschaften des He? bei tiefen 
Temperaturen. Dabei betrachten wir zunachst die innere Reibung des gas- 
formigen He*, obwohl sie spiter gemessen wurde (34) als die Viskositiats- 
eigenschaften des fliissigen He?. Die innere Reibung wurde an Hand der 
Zunahme der Dampfung eines schwingenden Quarzstabes bei der Ein- 
fihrung in das Gas bestimmt. Es ergab sich, daB die innere Reibung des gas- 
formigen He? dieselbe GréBenordnung (10-> Poise) wie beim gasformigen He4 
hat; das Verhaltnis beider betrigt 2—3. AuBerdem hangt die innere Reibung 
des He? im Gegensatz zu der des He* nur schwach von der Temperatur ab. 
Nach der klassischen Kinetik ist die innere Reibung eines Gases 


MD - 
” = const - nmvl = const — ; 
0 


hierbei ist m die Masse, v die Geschwindigkeit der Molekeln, n die Anzahl der 
Molekeln in der Volumeneinheit, o der Wirkungsquerschnitt der MolekelstéBe, 
1 = 1/no die mittlere freie Weglinge. Die klassischen Werte fiir o stimmen 


1) Vergleiche die FuBnote auf Seite 231: 
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(fir gasformiges Het und He? iiberein, und da v = const/)/m ist, miiBten sich 
| die inneren Reibungen beider Gase wie )m3/m, ~ 0,87 verhalten; die innere 
¥ Reibung des gasformigen He* miiBte also etwas kleiner sein. DaB man genau 
§ das umgekehrte Verhalten beobachtet, beruht offenbar auf einem Quanten- 
_effekt. Dieser hangt damit zusammen, daB die He?-Atome mit ihrem Kernspin 
| 1/2 der FeRMiI-DirAc-Statistik gehorchen, wahrend die He-Atome mit 
/ ihrem Spin 0 der BOSE-EINSTEIN Statistik folgen. Die grundlegende Rolle 


@ turen wird in § 5 noch naher erértert werden. 

@ Eine qualitative Bestimmung der Viskositaét des fliissigen He? wurde von 
Y ABRAHAM, OSBORNE und WEINSTOCK (35) durchgefiihrt. Sie verglichen die 
_ Stromungsgeschwindigkeit durch einen engen Spalt fir fliissiges Het und 
i! fliissiges He® bei tiefen Temperaturen. Dieser enge Spalt bildete sich bei der 


Abb. 8. Fluiditaét von fliissigem He* und He‘ 


Abkiithlung zwischen einem Platindraht und einer im hei®en Zustand auf- 
gesetzten Kapillare aus Pyrexglas. Die Durchflu&geschwindigkeit des gas- 
férmigen He* durch den Spalt ergab, daB dessen Weite weniger als 1 yu 
betrug. Der Spalt wurde in das untere Ende eines Schenkels einer U-férmigen 
Kapillare eingeschmolzen. Das He (oder He*) kondensierte in dem Teil der 
Kapillare, der unterhalb des Spaltes lag, und begann unter dem Druck seines 
eigenen Dampfes in den anderen Schenkel der U formigen Kapillare hiniber- 
zuflieBen; diese stand mit einem groBen Volumen in Verbindung, das sich 
auBerhalb des Kryostaten befand und urspriinglich abgepumpt worden war. 
Die Geschwindigkeit der Druckzunahme in diesem Ballon diente als Maf fiir 
die durch den Spalt geflossene Fliissigkeitsmenge, die ihrerseits unmittelbar 
mit der Viskositat zusammenhingt. Die Ergebnisse dieser Messungen bei 
verschiedenen Temperaturen sind in Abb. 8 dargestellt. Bei Temperatur- 
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senkung sowohl des He® als auch des He* oberhalb des A-Punktes nimmt die 
DurchfluBgeschwindigkeit mit abnehmender Temperatur entsprechend der 
Abnahme des Druckiiberschusses monoton ab. Im Fall des He* andert sich 
jedoch im A-Punkt der Charakter der Kurve plétzlich: bei weiterer Tem- 
peraturabnahme beginnt die DurchfluBgeschwindigkeit schnell wieder zu 
wachsen. Dies entspricht dem Auftreten einer Superfluiditat beim Ubergang 
vom HeI zum He II. Im Fall des fliissigen He? dagegen gibt es auch nicht 
das geringste Anzeichen fiir einen Wiederanstieg der Durchflu8geschwindig- 
keit mit abnehmender Temperatur, wenigstens bis 1,05° K. Nach der Ab- 
schitzung der Autoren (die nicht als sehr zuverlassig zu betrachten ist) 
wachst sogar die Viskositit des fliissigen He* mit abnehmender Temperatur 
von 2,2 - 10-5 Poise bei 2,8° K auf 3,0 - 10-° Poise bei 1,0° K. 

Die unmittelbaren Messungen zeigen also, daB oberhalb von 1° K das He® 
nicht superfluid ist. Die Versuche von DAUNT und HEER (36) mit flissigen 
Gemischen He3-He‘, die im nachsten Abschnitt ausfiihrlich dargestellt 
werden sollen, zeigen, daf in He® auch bei sehr viel tieferen Temperaturen, ~ 
namlich mindestens bis 0,3—0,25° K, keine Superfluiditat eintritt. Das 
leichte Isotop He*® unterscheidet sich also stark von dem iblichen Isotop 
He: es zeigt keine Superfluiditét. Die auBerordentliche theoretische Be- 
deutung dieser Tatsache fiir das Problem der Superfluiditat liegt auf der 
Hand. Im SchluBabschnitt dieses Berichtes wird dieses Problem noch aus- 
fiihrlicher behandelt werden. 


4. Die Eigenschaften fliissiger Gemische von He*® und He* 


Die Eigenschaften schwacher Loésungen von He? in fliissigem He* wurden 
schon eher untersucht als die des reinen He®, da man ohne groBe Schwierig- 
keiten eine Anreicherung des leichten Isotops in natiirlichem Helium von 
etwa 10-4 bis 10-* erreichen kann. Viele Untersuchungen waren der Ver- 
teilung des He*® in schwachen Lésungen auf die fliissige Phase und den 
Dampf gewidmet. Bekanntlich mu8 fiir ideale klassische Lésungen das 
RAOvLTsche Gesetz gelten. 


Caley, = P3/P, = const 


bei konstanter Temperatur (cq und cy, sind die Konzentrationen des He? im > 
Dampf und in der Flissigkeit, p, und p, die Dampfdrucke der reinen Isotope 
bei der gegebenen Temperatur). Untersuchungen mit Losungen von Kon- 
zentrationen cy, ~ 10-* — 10-? im Gebiet des He I (37) zeigten, daB das 
Raovuttsche Gesetz hier im allgemeinen erfiillt ist, wenn auch nur naherungs- 
weise. Beim Ubergang ins Gebiet des He II wird die Situation wesentlich 
unklarer. Die Angaben der verschiedenen Autoren, besonders in alteren 
Arbeiten, unterscheiden sich um GroSenordnungen. cq/cy, ist manchmal viel 
groBer als nach dem RAouttschen Gesetz zu erwarten, praktisch manchmal 
gleich Null. Es zeigte sich, daB die Ursache fiir die Streuung der Werte in 
Effekten zu suchen ist, die mit der Verdampfung und der Kondensation der 
Wandschicht des He II zusammenhiangen. 

Wir betrachten ein Gefi8 wie in Abb. 9 dargestellt. Die zu untersuchende 
Lésung L aus He® und He? befindet sich in einem GefaB, das oben mit einem 
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. Rohr 7 verbunden ist, durch das eine Probe der Gasphase zur Bestimmung 


“Ver He?-Konzentration entnommen werden kann. Das Gefi8 befindet sich 
ae einer Wanne mit fliissigem Helium und hat die Temperatur der Wanne. 
'! Die Wandschicht, die bis zu einer Hohe aufsteigt, die etwas iiber dem Spiegel 
‘les fliissigen Heliums in der Wanne liegt, d. h. bis zu den etwas wairmeren 
, 2 [eilen der Rohre, verdampft. Unter dem EinfluB des erhéhten Drucks, der der 
\\Ghoheren Temperatur entspricht, weicht das verdampfte Helium nach unten 
i hus und kondensiert im Gefa8. Wie unten gezeigt wird, nimmt das He? nicht 
wn der superfluiden Bewegung des He? teil. Die entstehende Konvektion 
» Gefa8-Wandschicht-Dampf-GefaB 

wihrt also zu einer Auffillung des 
/Raumes tuber der flissigen Lésung 
imit reinem He’. Infolgedessen ist 


tt Jer Dampf in einer solechen Appara- 


200 
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/ Abb. 9. Zirkulation des He‘ infolge der Beweg- Abb. 10. Abhangigkeit des Dampfdrucks iiber 

| lichkeit der Wandschicht einem fliissigen Gemisch von He‘ und 
He* von der Konzentration in der 
Flissigkeit und im Dampf 


1 Als die Griinde fiir die Fehlerhaftigkeit einer Reihe von Ergebnissen auf- 
€ geklart worden waren, konnte man feststellen, da8 das RAOULTsche Gesetz 
i fiir die Lésungen von He? in He‘ unterhalb der Temperatur des A-Uberganges 
§ bestimmt nicht erfiillt ist: bei Abnahme der Temperatur unter den A-Punkt 
_beginnen Abweichungen vom RAoutLtTschen Gesetz aufzutreten, und zwar in 
9 dem Sinne, daB c,/cy, bei tiefen Temperaturen etwa doppelt so gro8 ist wie 
{ fiir eine ideale Lésung. 

{ Der Untersuchung des Dampfdrucks iber flissigen Lésungen He*—He?* im 
' Gebiet unterhalb des A-Punktes war eine Arbeit von SOMMERS (38) ge- 
) widmet; SOMMERS arbeitete mit Gemischen, die bis zu 13° He? enthielten. 
| Eine Schwierigkeit derartiger Experimente besteht darin, daB selbst bei 
| bekannter Konzentration des Ausgangsgemisches die Konzentration des 
| He? in der Flissigkeit und im Dampf unbekannt ist, da das He? sich auf 
| beide Phasen in einem nicht hinreichend bekannten Verhaltnis verteilt. Bei 
einem Teil der Experimente in (38) erfolgten die Messungen des Dampfdrucks 
iiber der Lésung unter Bedingungen, unter denen dieGesamtmenge des Heliums 


236 R. A. TSCHENZOW 


im Dampf klein gegen die Flissigkeitsmenge war. Hierbei ist offenbar die 
Konzentration in der Flissigkeit gleich der Konzentration des Ausgangs- 
gemisches. Eine andere MeBreihe bestand in einer Bestimmung des Tau- 
punktes: das Gemisch wurde in kleinen gleichen Mengen in ein GefaB ge- 
bracht, das in einer Wanne mit fliissigem Helium stand, und die entsprechende 
Druckzunahme wurde gemessen. Das Auftreten der ersten Flissigkeits- 
trépfchen machte sich in einem Knick in der Abhangigkeit des Drucks von 
der in das Gefa8 gebrachten Menge des Ge- 
misches bemerkbar. Bei diesem Experiment 
kann man offenbar annehmen, daB die Kon- 
zentration des Ausgangsgemisches gleich der 
Konzentration im Dampf iiber der sich bilden- 
den Flissigkeit ist. Die Messungen dieses 
Typs sind geeignet zur Untersuchung des: 
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Abb. 11. Apparatur zur exakten Be- Abb. 12, Abweichungen des Verhaltens von Lésungen des 
stimmung des Dampfdrucks He’ in He‘ von einem idealen Verhalten 
liber Gemischen von He?® 
und He‘ 


Gebietes geringer, die Messungen des ersten Typs zur Untersuchung des 
Gebietes hoherer He?-Konzentrationen. Beide Arten von Messungen lieferten 
ubereinstimmende Ergebnisse. In Abb. 10 sind die Abhangigkeiten des 
Dampfdrucks von der Konzentration in der Flissigkeit c,, und im Dampf cg 
fiir zwei Temperaturen nach (38) dargestellt. Das starke ,,Auseinander- 
klaffen‘‘ der Aste (besonders bei der tieferen Temperatur) springt ins Auge; 
dieser Umstand ist fiir die Isotopentrennung mit Hilfe einer Rektifikation 
sehr vorteilhaft. Die Ergebnisse derartiger Messungen lassen sich zur Kon- 
struktion genauerer Zustandsdiagramme des Gemisches benutzen, die zur 
Berechnung und Kontrolle der Arbeit von Rektifikationsanlagen notwendig 
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Jind. Die Ergebnisse von SOMMERS beziehen sich aber, wie gesagt, nur auf 
/emperaturen unterhalb des A-Punktes von He II. 

sehr genaue Dampfdruck-Messungen des Isotopengemisches wurden kiirz- 
19 rgebnisse fritherer Messungen zum groBen Teil infolge unzureichender 
Beriicksichtigung des Einflusses der Wandschicht bei Messungen unterhalb 
tes A-Punktes und infolge des nicht eingestellten Gleichgewichts oberhalb des 
-Punktes fehlerhaft sein kénnen, berichtet der Autor iiber eine Reihe von 
WorsichtsmaBregeln, die er unternommen hat, um die Zuverlassigkeit der 
firgebnisse zu sichern. Die Apparatur von JESSELSON ist in Abb. 11 dar- 
: Sestellt. Nach sorgfaltigem Auspumpen der Apparatur wurden simtliche 
@iahne geschlossen, das Dewargefi8 mit fliissigem Helium gefiillt und die 
@emperatur bis auf etwa 1,35°K gesenkt. Dann erfolgte in einem der 
<igelchen c, d die Kondensation des gasformigen Gemisches. Vor der Konden- 


Nasserstoff und fliissigem Helium gekihlt wurden. Hierdurch wurden Spuren 
jron Fremdgasen beseitigt, die andernfalls an den Wanden der Rohre a, b 
dsorbiert werden und damit ein verstarktes Kriechen der He II-Wandschicht 
*nervorrufen kénnten. In dem zweiten Kiigelchen wurde reines He* konden- 
“biert. Kine wichtige MaBnahme ist auch die Benutzung groBer Gasmengen 
jetwa 0,4 Liter). Es zeigte sich, daB die Kondensation einer unzureichenden 
4Gasmenge zu starken Verfalschungen der Ergebnisse fiihrt. Das Volumen der 
4Gasphase war sehr klein (nicht gréBer als 5 cm). Bei Messungen oberhalb des 
“’-Punktes wurde schlieBlich eine Durchmischung mit Hilfe eines magneti- 
ischen Mischers N durchgefiihrt. Diese MaBnahme ist sehr wesentlich, da ohne 
)Mischung zur Kinstellung des Gleichgewichts eine Zeit von mehreren Stunden 
erforderlich ist. 

tGemessen wurde in einem Temperaturintervall von etwa 1,3—3,2° K und 
einem Konzentrationsintervall von etwa 0,5—8% He’. Die Kurven Ap(7’) 
‘fir Proben verschiedener Konzentration wurden bestimmt (dabei ist 4p die 
‘Dampfdruckdifferenz zwischen dem Gemisch und dem reinen He‘); ein 
Beispiel fiir diese Abhangigkeit fiir c = 8,08% He* ist in Abb. 12 dargestellt. 
An Hand dieser Daten wurden die Isothermen p(c) konstruiert. Bei der Be- 
itrachtung der beiden Arten von Kurven sieht man deutlich, da8 die Lésungen 
‘’He®—He?* weder unterhalb noch oberhalb des A-Punktes ideal sind: in allen 
*Gebieten von Temperatur und Konzentration beobachtet man groBe Ab- 
@weichungen vom RAOuLTschen Gesetz, wobei diese Abweichungen bei tiefen 
*Temperaturen und Konzentrationen in der einen Richtung liegen (Dampf- 
)druck des Gemisches gréBer als nach dem RAOuLTschen Gesetz), bei hOheren 
*Temperaturen und Konzentrationen in der anderen Richtung. Der Autor 
“weist darauf hin, daB dieser Effekt auf Quantenerscheinungen beruhen. 
i} muB. 

§ JESSELSON und LASARJOw (8) fiihrten auch wichtige Untersuchungen tiber 
Jdie Erstarrungskurven in Gemischen He*—He* durch. Die Messungen 
J wurden ebenfalls mit Hilfe der Methode der blockierten Kapillare angestellt, 
‘ebenso wie die oben beschriebenen Messungen des Erstarrungsdrucks des 
lreinen He*. Da die verwendete Kapillare auBerst eng war (lichte Weite 
‘0,1 mm), muBte sie praktisch schon beim Auftreten der ersten Kristallite 
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festen Heliums verstopfen. Die gewonnenen Kurven geben also den Druck, 
bei dem die Erstarrung beginnt. Die Messungen erfolgten in emem Tempera. . 
turintervall von 1,5—4,2° K und einem Konzentrationsintervall von 0—64Y%,_ 
He?. Die auf Grond dieser Messungen konstruierten Erstarrungskurven p(¢}_ 
zeigen, da das Zustandsdiagramm fiir die feste und die fliissige Phase des: 
Systems He*—He? die Form einer diinnen Zigarre hat. 
Einer der interessantesten Effekte, die man in Gemischen He*—He? be-. 
obachtet, ist die Isotopieosmose. Fiigt man nur etwa 10-° He®-Atome zu: 
einer He4-Menge in dem einen Teil einer Apparatur hinzu, der durch eine enge: 
Offnung mit einem anderen Teil mit reinem He* verbunden ist, so stellt sich) 
ein Niveauunterschied in den Flissigkeitsspiegeln der beiden Teile von etwa| 
1 cm ein. Genauere Untersuchungen dieser Erscheinung bei Konzentrationen | 
cy von etwa 10- zeigten (40), da& das bekannte klassische VAN ’T HorFFsche | 
Gesetz RT 
p=Nz3 jd BF fe Nyc kT a (ee i 

Ba 
auch in diesem Fall erfillt. ist. Daraus geht hervor, da das Verhalten des : 
Gemisches der fliissigen Heliumisotope trotzdem in gewisser Hinsicht noch | 
ideal ist. 
Zu einem analogen Ergebnis fiihrt die Untersuchung der Erscheinungen bai 
der kiinstlichen Mischung von fliissigem He? mit fliissigem He*. Diese: 
Versuche wurden kiirzlich von SOMMERS, KELLER und DASH ver6offentlicht | 
(41). Ihre Apparatur bestand aus zwei Volumina, deren eines (etwa 1 cm?) | 
fiir das fliissige He* und deren anderes (etwa Q,1.cm$) fir das fliissige He® be- | 
stimmt war. Das zweite GefaB war dinnwandig und befand sich innerhalb des | 
ersten; die ganze Anordnung war zur Warmeisolierung in einem evakuierten | 
GefiB untergebracht. Zur Fillung mit Helium waren beide GefiBe mit 
diinnen Kapillaren versehen. In einer weiteren geraden, vertikalen Kapillare, . 
die mit dem groBen Gefé8 in Verbindung stand, befand sich ein unten zu- 
gespitzter Wolframstab, der in Liangsrichtung der Kapillare verschoben | 
werden konnte. Die gesamte Apparatur war in ein Bad flissigen Heliums 
getaucht. Nach der Fiillung der GefaiBe wurde die Temperatur des Bades auf’ 
1,02° K gesenkt, und sobald die Temperatur der GefaBe den gleichen Wert 
erreicht hatte, wurde gemischt. Zu diesem Zweck wurde mit dem Wolfram- 
stab von oben rasch die Wandung des inneren GefaBes mit fliissigen He? durch- 
stoBen und dieser wieder herausgezogen. Die Mischung war, wie die Versuche 
zeigten, innerhalb von 2 Minuten abgeschlossen, und die He®-Konzentration 
hatte dann im gesamten Volumen des Gemisches den gleichen Wert (8,6%). 
Es zeigte sich, daB bei dieser Durchmischung die Temperatur von dem Aus- 
gangswert 1,02° K bis auf 0,78° K fallt. Die Mischung von fliissigem He® und 
He? ist also mit einer groBen Abkiihlung verbunden. 
In einem anderen Experiment vergroBerten die Autoren die He?-Menge in der 
Gasphase. Da bei der Mischung der Dampfdruck iiber dem Gemisch geringer 
wird als tiber dem reinen leichten Isotop, beginnt das gasférmige He® zu 
kondensieren. Die Autoren konnten die He?-Menge in der Gasphase so ab- 
stimmen, daB die bei der Kondensation freiwerdende Warme die Abkiihlung 
bei der Durchmischung ungefahr kompensierte, so daB also die gesamte Tem- 
peraturanderung gering war. Auf diese Weise konnten. sie die Mischungs- 
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) warme bestimmen. Fiir die angegebene Endkonzentration von 8,6% He? 
4 der entstehenden Lésung betrug sie 0,17 cal/Mol. Eine Berechnung der 
} Entropiezunahme bei der Durchmischung zeigte, daB die Entropieanderung 
4 bis auf 10% genau mit der klassischen Entropiednderung bei der Mischung 
‘() fiir den Fall idealer Lésungen iibereinstimmt. ; 

| Es ergibt sich also eine eigenartige Situation: gewisse Eigenschaften der 
») flissigen Isotopiegemische He*—He* kommen den Eigenschaften klassischer 
ti) idealer Lésungen ziemlich nahe, wahrend sich in anderen Fallen die Quanten- 
) natur dieser Gemische sehr deutlich geltend macht und ihr Verhalten merk- 
) lich von dem ,,idealen‘‘ abweicht. Eine quantitative Untersuchung dieser 
+ Abweichungen ist eine Entwicklungsrichtung der Zukunft fiir die Erforschung 
} der Eigenschaften von He? und He? bei tie- 7 
9 fen Temperaturen. 

| Wir wenden uns nunmehr der Superfluiditat 
fliissiger Gemische von He’ und He? zu. 

« Das Hauptergebnis, das DAUNT und seine 
) Mitarbeiter schon im Jahre 1947 erhielten 
(42), besteht darin, daB8 das im iiblichen 
» He II (d.h. dem fliissigen He* unterhalb 
®| des A-Punktes) als geringe Beimischung 
i enthaltene He*® nicht an der superfluiden 
= Bewegung teilnimmt. Eines der Experimente 
(Abb. 13) sah folgendermaBen aus. In einem 

| Bad B flissigem Heliums, das auf einer Seeas: Wi beLANo cg dente ee ae 
j)} Temperatur unterhalb des A-Punktes ge- Superfluiditat des Het 

“i halten wurde, befand sich eine Appa- 

® ratur, die aus einem auBeren Volumen A und einem kleinen Dewar- 
% gefaB D bestand, das durch einen Schliff S abgeschlossen wurde (um einen 
1) Materialtransport itiber die Gasphase auszuschlieBen). Durch den Schliff 
4 gingen die Zufiihrungen fiir die Heizwicklung, die in das DewargefaB 
& tauchte. Es zeigte sich, daB beim Einstrémen von fliissigem Helium aus A in 
4} das urspriinglich leere Gefa8 D durch den Spalt K — dieses Einstroémen 
® erfolgt durch superfluide Bewegung und wird durch die Warmeerzeugung in 
i der Heizwicklung hervorgerufen (thermomechanischer Effekt) — das 
1 flissige Helium in A sich mit He? anreicherte. Im Gegensatz dazu war das 
fliissige Helium, das sich im DewargefifS D sammelte, innerhalb massen- 
+ spektrokopischer MeBgenauigkeit reines He* ohne He*-Beimischung. Hieraus 
ergibt sich, daB die itiberflieBende He I1-Wandschicht keine He*-Atome 
_ enthalt und nur He? transportiert. Ein analoger Versuch zeigte, daB unter 
Bedingungen, unter denen der Spalt ganz im flissigen He II steht, der super- 
fluide Massentransport ausschlieBlich in einem Transport des He* besteht. 
Die Nichtbeteiligung des He? an der superfluiden Bewegung fand, wie schon 
in § 2 angedeutet, umfangreiche Anwendungen in Tieftemperaturmethoden 
zur Anreicherung des leichten He-Isotops. 

Wir wollen hier auch von einem sehr interessanten Versuch berichten, durch 
den festgestellt werden konnte, da auch das schwere Heliumisotop Heé® 
nicht an der superfluiden Bewegung des He‘ teilnimmt (andere Isotope als die 
erwahnten He’, He? und He’, z. B. ein He’®, gibt es bekanntlich nicht). Dieses 
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Experiment wurde von GUTTMAN und ARNOLD (43) angestellt. Die Haupt- | 
schwierigkeit besteht darin, daB das He‘ ein kurzlebiges -aktives Isotop mit 
einer Halbwertszeit von nur 0,82 sec ist. Das Experiment sah folgendermaBen 
aus (Abb. 14). Gasformiges Helium mit natiwrlicher Zusammensetzung (d. h. 
praktisch reines He*) trat in kontinuierlichem Strom allmahlich durch den 
,He’-Generator“’ G@ und dann als Gemisch He4—He® durch ein Doppel-_ 
wandiges Geiger-Miiller-Zahlrohr C, in ein Heliumdewargefa8 D. Hier wurde 
es verfliissigt und trat dann durch sehr enge (etwa 1—2 y) Offnungen zwischen” 
aufeinander geschichteten Kupferringen hindurch. Das durch das DewargefaB 
hindurchgetretene verdampfte Helium wurde durch ein zweites Zahlrohr C, 
mit groBemVolumen (0,8 Liter) geleitet und wurde weiterhin durch eine Pumpe 
in ein Gasometer beférdert. Beim Durchlaufen dieses Weges zerfallt das dem 
He* zugesetzte schwere Iso- 


coh ee top allmahlich. Ein groBer 
gis dem F ej. Teil der noch nicht zerfal- 
ms 2 HEL Massiger Gasometer lenen He®-Kerne wandelt sich 
Abschirr-Eh I S519! asomere, 
mung FAS pe eee, im Zahlrohr C, um. Bei Kennt-_ 
i iy “arometer nis des Stroms und der Geo- 
He* Generator 6 HEE metrie der Apparatur kann— 
fliissiges man die jeweils') zu erwar- 
Helium 


tende Anzahl der Ausschlage 
Abb, 14. Versuch zum Nachweis der Nichtbeteiligung des He* in C; ausrechnen, die einer 
an der Superfluiditat mit Hilfe der Anzeige des 
Zahlrohrs C,  registrierten 

urspringlichen He®-Konzentration entspricht. 
Als He®-Generator diente eine Apparatur, die aus einer Neutronenquelle 
(einer Berylliumhohlkugel, deren Innenwand mit einer Poloniumschicht aus- 
gekleidet war) bestand; sie war umgeben von einer Suspension pulverférmigen 
Berylliums in einem nichtfliichtigen Ol, durch welches das Helium hindurch- 
trat?). Ein Vorzug dieser radioaktiven Quelle gegeniiber einem Zyklotron ist 
ihre groBe Einfachheit und Stabilitaét. Die Apparatur arbeitete bei Bad- 
Temperaturen von 1,9—2,0° K einwandfrei (bei héheren Temperaturen 
wurde die Gasdichte zu hoch, was zu einer zu starken Zunahme der Durch- 
laufzeit des Heliums durch das System fihrte; bei geringeren Temperaturen 
wird der Dampfdruck kleiner als der Druck, der nétig ist, um das Helium 
mit hinreichender Geschwindigkeit durch die Anordnung zu treiben). Die 
Autoren erhielten folgendes Ergebnis: in vier von fiinf Versuchen, die zwi- 
schen 20 und 100 Minuten dauerten, zeigte sich innerhalb der MeBgenauigkeit 
kein Effekt, wie ihn das He® im Zahlrohr C, geben miiBte. Das Verhaltnis der 
beobachteten Zahlgeschwindigkeit in C, zur erwarteten betrug 4% + 7%. 
Trotz der betrachtlichen Ungenauigkeiten (infolge des hohen Zahlhinter- 
grundes in C,, der 10—20mal so gro8 war wie der erwartete Effekt), beweist 
also das beschriebene Experiment eindeutig, daB das He® ebenso wie 
das He’, in Ubereinstimmung mit den Voraussagen von LANDAU und 


i) Anm. d. dtsch. Red.: Je nachdem, ob He® superfluid wird oder nicht, d. h. ob es die 
enge Offnung passieren kann oder nicht. 
2) Anm. d. dtsch. Red.: Reaktion Be®(n,a)He®. 
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POMERANTSCHUK (44), nicht an der superfluiden Bewegung des He II 
teilnimmt. 

Die beschriebenen und andere Experimente zeigen, daB die Eigenschaft der 
Superfluiditaét auch in den Lésungen vorhanden ist, obwohl die Beimischungs- 
atome selbst nicht an der Superfluiditét des He4 teilnehmen. Das Vorhanden- 
sein einer Beimischung von He? fiihrt zu einer Verschiebung des A-Punktes in 
Richtung auf tiefere Temperaturen. Theoretisch sehr interessant ist die 
GréBe dieser Verschiebung d7’,/dc im Gebiet geringer Konzentrationen c. 
Eine der Bestimmungen dieser Gré8e stammt von JESSELSON, LASARJOW 
und Lirscuiz (45). Die untersuchten Gemische wurden in einem glasernen 
umgekehrten U-Rohr mit abgeschmolzenen Enden kondensiert. Die Schenkel 
des Rohres hatten verschiedene Linge, so daB die Niveaus des kondensierten 
Gemisches in beiden Schenkeln verschieden standen. Lag die Temperatur 
des Heliumbades, in dem sich das Rohr befand, unterhalb des A-Punktes der 
Losung, so begannen sich die Spiegel durch superfluides FlieBen des He* von 
einem Schenkel in den anderen entlang der Wandschicht auszugleichen. Bei 
Temperaturen oberhalb des A-Punktes trat kein solcher Ausgleich ein. Die 
Ubergangstemperatur eines Gemisches, das 1,5 - 10-2? He® enthielt, lag um 
0,03° unter dem A-Punkt des tiblichen Heliums; die entsprechende differen- 
tielle Verschiebung d7',/dc betragt also etwa —2,0°. Die gleichen Autoren 


- fanden und erklarten bei der Untersuchung des FlieScharakters der Schicht 
unter den genannten Bedingungen eine Reihe interessanter Eigentiimlich- 


keiten. Die Verschiebung des A-Punktes beim Zusatz von He* im Gebiet ge- 
ringer Konzentrationen des leichten Isotops wurde kirzlich auch von 
KING und FAIRBANK (46) untersucht; sie studierten das Verhalten des 
zweiten Schalles in Lésungen mit einer He?-Konzentration bis zu etwa 4%. 
Die Temperatur des A-Uberganges wurde durch Extrapolation der Ge- 
schwindigkeit des zweiten Schalles auf Null bestimmt. Es zeigte sich, daB die 
Temperatur 7’, linear von der Konzentration abhangt (in dem angegebenen 
Konzentrationsbereich) ; dabei ist d7',/de = —1,5°. 

Die Abhangigkeit der Temperatur 7’, von der He®-Konzentration im Gebiet 
hoher Konzentrationen wurde von ABRAHAM, WEINSTOCK und OSBORNE 
(47) sowie von DAUNT und HEER (36) untersucht. Die erstgenannten Autoren 
benutzten die gleiche Methode (Durchflu8 durch einen engen Kanal), die sie 
in einer friher zitierten Arbeit (35) bei der Untersuchung der eee cw ee I 
eigenschaften des reinen He*® angewandt hatten; der A-Punkt entspricht der 
Temperatur, unterhalb dessen ein plétzliches Anwachsen der DurchfluB- 
geschwindigkeit des Heliums durch den engen Kanal beginnt. Es wurde ein 
Konzentrationsintervall bis zu 28°4 He® untersucht. Dabei zeigte sich, dai 
die Temperatur des 1-Uberganges bei einer Konzentration von 28,2% He 
nur noch 1,56° K betrigt. DAUNT und HEER (36) untersuchten den /-Uber- 
gang bei Konzentrationen von 42—89% He®. Es zeigte sich, daB diesen 
Konzentrationen Temperaturen des A-Uberganges zwischen 1,15 und 0,38° K 
entsprechen. Die zu untersuchenden Gemische wurden in einem kleinen 
evakuierten Volumen kondensiert, das gegeniiber einem umgebenden 
Heliumbad wirmeisoliert war, abgesehen von einem méglichen Warme- 
transport durch die Fiillkapillare. Dieser Warmetransport begann bei Sen- 
kung der Temperatur unter den A-Punkt plotzlich anzuwachsen, und zwar im 
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Zusammenhang mit einer beginnenden Zirkulation des Heliums (AufwartsfluB 
als Wandfilm, AbwartsfuB in der Dampfphase), wobei erhebliche Konden- — 
sationswarme an der Oberflache des fliissigen Gemisches frei wird. Die Er- 
gebnisse der verschiedenen Autoren, die sich mit der Aufnahme der Kurve 
T,(c) beschaftigt haben, sind in Abb. 15 zusammengestellt. Aus diesem 
Diagramm geht hervor, daB selbst die ,,ungiinstigste‘‘ Extrapolation auf 
c = 1zueinem Wert 7', = 0,25° K fihrt, daB also reines He® bei Abkihlung 
bis auf diese Temperatur bestimmt nicht superfluid wird. Dariiber hinaus ist 
anzunehmen, da das He® auch beim absoluten Nullpunkt keine Super- 
fluiditat zeigt, so daB die Kurve schlieBlich in den Punkt 7, (1) = 0 miinden © 
muB. 

Bei der Betrachtung des A-Uberganges in Gemischen He*—Het? erhebt sich 
ganz zwangsliufig die Frage, ob diese Umwandlung ein Phasentibergang 


Abb. 15. Kurve des A-Uberganges in fliissigen Gemischen von He‘ und He* 


erster Ordnung [wie z. B. DE BOER und GORTER (48) annahmen] oder ein 
solcher zweiter Ordnung ist. Diese Frage wurde durch einen Versuch von 
WEINSTOCK, ABRAHAM und OSBORNE (49) gelést; sie fanden, daB bei allen 
Temperaturen unterhalb des A-Punktes der Dampfdruck tiber einer Lésung 
mit einer He’-Konzentration von etwa 25% hoher ist als iiber einer Losung 
mit einer Konzentration von etwa 20% He’. Ware der Ubergang ein solcher 
erster Ordnung, so miBte unterhalb des A-Punktes eine Phasentrennung ein- 
treten. Kine Anwendung der GiBBSschen Phasenregel (die bekanntlich aus 
sehr allgemeinen Uberlegungen abgeleitet wird) auf diesen Fall. in dem das 
zweikomponentige Gemisch gleichzeitig drei Phasen enthalten miiBte (zwei 
flissige und eine gasformige) wiirde unmittelbar zur Existenz nur eines Frei- 
heitsgrades, d. h. zu einem einheitlichen Druck bei einheitlicher Temperatur 
filhren. 

Theoretisch wurde das Problem der j-Ubergiinge in Lésungen He?—He? in 
mehreren Arbeiten untersucht. Speziell wurde in der zitierten Arbeit von 
JESSELSOW, LASARJOW und Lirscuiz (45) gezeigt, daB bei geringen He? 
Konzentrationen dieser Ubergang auf jeden Fall ein Ubergang zweiter 


Eigenschaften von He® bei tiefen Temperaturen 243 


Ordnung bleibt. In der gleichen Arbeit wurde eine Reihe von Voraussagen 
iiber die Anderung der Eigenschaften der Lésung beim Durchgang durch den 
A-Punkt gemacht; speziell wurde ein Sprung in der Lésungswirme (AQtheor 
= 40 cal/Mol) vorhergesagt. Experimentell konnte diese Erscheinung noch 
nicht beobachtet werden. 

Einer Untersuchung der Diffusion von He*-Atomen im He II war eine Arbeit 
von BEENAKKER, TACONIS, LYNTON, DOKOUPIL und VAN SOEST (50) 
gewidmet. Die Autoren entdeckten und untersuchten eine scheinbare Ab- 
nahme der Warmeleitfahigkeit des He II beim Zusatz von He®. Die Apparatur 
bestand aus einem zylindrischen Volumen von 8 mm Durchmesser und 1 mm 
Hohe, das sich im Vakuum befand und durch dessen Deckflache ein Wirme- 
austausch mit einem Heliumbad erfolgte. An der Grundflache befand sich 
eine elektrische Heizwicklung, und hier miindete auch die Kapillare, durch 
die das Volumen mit dem zu untersuchenden Gemische gefillt wurde. Beim 
Einschalten des Heizstroms entstand zwischen Kapillare und Bad eine zu- 
sitzliche Druckdifferenz, aus der sich die Temperaturinderung berechnen 
lieB. Es zeigte sich, daB der ,,Warmewiderstand“ der Lésungsschicht im 
GefaB bei allen Temperaturen streng proportional der He*-Konzentration im 
Ausgangsgemisch ist. Die Ergebnisse dieser Experimente wurden von den 
Autoren zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten des He? im He‘ be- 
nutzt; dieser ergab sich zu etwa 10-4 bei 1,9° K, 10-3 bei 1,5° K und 10-? bei 
1,3° K. Die experimentellen Daten dieser Arbeit wurden in der Arbeit (15) 
von SHARKOW und CHALATNIKOW eingehend diskutiert; dabei wurde auf 
Fehler in der Auswertung der Ergebnisse der Arbeit (50) hingewiesen. 

Der Gegenstand einer Reihe von Untersuchungen war die Ausbreitung von 
Warmewellen (zweiter Schall) in schwachen Losungen He*—He?* unterhalb 
des A-Punktes. LYNTON und FAIRBANK (52) maBen die Geschwindigkeit des 
zweiten Schalls bei He’-Konzentrationen bis 0,8%. Fin kleines zylindrisches 
Gefa8 befand sich in einem Heliumbad und enthielt das zu untersuchende Ge- 
misch. An beiden Deckflachen befanden sich Kohlewiderstande, die als Sender 
bzw. Empfanger der Warmewellen dienten. Der Versuch wurde nach einer 
Impulsmethode durchgefiihrt; der Sender emittierte einen kurzen Warme- 
impuls, der Empfanger registrierte ihn, und die Geschwindigkeit des zweiten 
Schalls wurde aus der Laufzeit des Impulses vom Sender zum Empfanger 
bestimmt. Es ergab sich, daB schon das Vorhandensein: geringer He?-Bei- 
mischungen im He II die Geschwindigkeit des zweiten Schalis merklich be- 
einfluBt; beispielsweise betrug bei 1,26° K die Geschwindigkeit des zweiten 
Schalls in einer Lésung mit 0,8% He? 26,5 m/sec, wahrend fir reines Het* bei 
der gleichen Temperatur 19,4 m/sec herauskommen. Die Autoren geben an, 
daB ihre Ergebnisse eine Bestatigung der theoretischen Voraussagen von 
POMERANTSCKUK bilden (53). Auf Grund der Daten von LYNTON und 
FAIRBANK (52) fand CHALATNIKOW (54), daB die effektive Masse des He?- 
Atoms als Fremdatom im He II etwa dreimal so grof ist wie seine 
eigentliche Masse und zog hieraus gewisse Schluffolgerungen auf 
den Charakter des Energiespektrums der gelésten He?-Atome. Spater 
maBen KING und FAIRBANK (56) mit der gleichen Impulsmethode 
die Geschwindigkeit des zweiten Schalls in Gemischen mit He?- 
Konzentrationen von 0,017—4,3% und bei Temperaturen vom A-Punkt bis 
17 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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etwa 0,25° K. Unterhalb 1° K wurde das Gemisch durch Entmagnetisierung 
eines paramagnetischen Salzes (Chromalaun) abgekihlt. Interessant ist die — 
Feststellung, daB beim Ubergang vom reinen He zum Gemisch eine merk- 
liche Zunahme (mindestens um den Faktor 2) der Aufheizzeit von sehr tiefen 
bis zu den iiblichen Heliumtemperaturen auftritt. Die Ergebnisse fir zwei 
Konzentrationen sind in Abb. 16 dargestellt. Auf der Ordinatenachse ist hier 
die Geschwindigkeit des zweiten Schalls, auf der Abszissenachse die absolute 
Temperatur aufgetragen. Zum Vergleich zeigt die gleiche Abbildung einen 
Teil der Kurve fir reines He; in diesem Fall geht bekanntlich die Ge- 
schwindigkeit des zweiten Schalls bei 7’—> 0 gegen einen konstanten Wert 
von etwa 150 m/sec ). Eine Eigentiimlichkeit der Kurven fiir die Gemische 
besteht darin, daB das Gebiet des zweiten Anstiegs der Geschwindigkeit des 
zweiten Schalls (bei tiefen Tem- 
peraturen) durch ein Maximum 
begrenzt wird, so da bei tieferen 
Temperaturen die Geschwindigkeit 
offenbar einem konstanten, verhalt- 
nismaBig kleinen Wert zustrebt. 
Dieses Verhalten der Lésungen von 
He® und He* wurde von POME- 
RANTSCHUK (53) vorausgesagt und 
steht im Widerspruch zu den Vor- 
aussagen von DINGLE (55). Eine 
Kigentiimlichkeit beiden Messungen 
der Geschwindigkeit des zweiten 
Schalls bei sehr tiefen Tempera- 
turen in den Lésungen He*—Het* 
ist nach Angabe der Autoren der 
Arbeit (46) das vollstandige Fehlen 
Abb. 16. Geschwindigkeit des zweiten Schalls in Lé- einer Dispersion und der auf ihr 
punmen you He" ip He beruhenden Verzerrung der Form 
des Warmeimpulses, durch die die 
Bestimmung der Geschwindigkeit des zweiten Schalls im tiblichen He:II bei 
sehr tiefen Temperaturen stark erschwert wird. 
Zum SchluB erwahnen wir noch die interessanten Versuche mit der ,,thermi- 
schen RAYLEIGH-Scheibe“ in einer Lésung He3—He?, die von WEINSTOCK 
und PELLAM (6) angestellt wurden. Die Methode ist analog der bekannten 
Methode von RAYLEIGH zur Absolutmessung der Schallintensitat. Im 
vorliegenden Fall wurde in einem kleinen zylindrischen Hohlraum mit einem 
Volumen von 9,75 cm3, der mit dem zu untersuchenden fliissigen Gemisch 
(oder dem reinen He’) gefiillt war, an einem leichten elastischen Faden eine 
Spiegelscheibe von 2,8 mm Durchmesser aufgehingt. Schickt man durch 
einen Kohlewiderstand in dem Hohlraum einen Wechselstrom, so ent- 


1) Anm. d. dtsch Red.: Vgl. jedoch hierzu die inzwischen erschienene Arbeit von 
H. C, KRAMERS, TINERE VAN PESKI-TINBERGEN, J. WIEBES, F. A. W. VAN DEN BuRG 


und C. J. GORTER, Physica 20, 743, 1954 iiber »,Warme-Impulse in fliissigem Helium 
zwischen 0,1 und 1,0°K*. 
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stehen Wellen des zweiten Schalles. Bei gewissen Frequenzen ist eine Reso- 
nanz zu beobachten (stehende Wellen), und zwar an Hand der merklichen Aus - 
lenkung der Scheibe aus der Gleichgewichtslage. Die Ursache fiir diese Aus- 
lenkung ist die Kraft, die bei der Umstrémung der Scheibe durch die Kom- 
ponenten des He II entsteht, die in der Warmewelle bei Resonanz betracht- 
liche Geschwindigkeiten haben. Zur VergréBerung der Empfindlichkeit der 
Apparatur wurde Wechselstrom mit einer Frequenz benutzt, die mit der- 
jenigen der Eigendrehschwingungen der Scheibe iibereinstimmte. Auf diese 
Weise erzielten die Autoren eine Empfindlichkeit von 10-$dyn cm; das 
maximale Drehmoment, das seitens des fliissigen Heliums auf die Scheibe 
ausgetibt wurde, betrug groBenordnungsmaBig 10-* dyn cm. Die Geschwindig- 
keit des zweiten Schalls laBt sich aus dem Produkt der Linge des Hohlraums 
und der Resonanzfrequenz, die dem Auftreten stehender thermischer Wellen 
entspricht, leicht bestimmen. Die gewonnenen Werte stehen im Einklang 
mit den oben erwahnten genaueren Bestimmungen der Geschwindigkeit des 
zweiten Schalls durch KING und FAIRBANK (46). 


5. Die Theorie des fliissigen He® und der fliissigen Gemische 
von He’ und He’ 


In diesem Teil des Berichts wollen wir nur eine allgemeine Vorstellung iiber 
die Ideen vermitteln, die den wichtigsten Theorien des reinen fliissigen He? 
und der Lésungen von He® in He* zugrunde liegen Natiirlich laBt sich die 
Theorie des He*® nicht behandeln, ohne auf die Probleme des fliissigen He* 
einzugehen: schon das unterschiedliche Verhalten von He® und He? ist von 
tiberragendem Interesse fiir die Theorie der Superfluiditat des He‘, einer der 
wichtigsten Erscheinungen in der Physik der tiefen Temperaturen. Wir 
werden also manchmal gendétigt sein, auch auf gewisse Fragen aus der 
Theorie des Heliums IT einzugehen. GroBe Beachtung wird den Arbeiten von 
POMERANTSCHUK (29, 53) geschenkt werden, da eine Reihe der in diesen 
Arbeiten enthaltenen wichtigen Voraussetzungen tiber das Verhalten des 
fliissigen He* und der Lésungen von He?’ in He* eine glanzende experimen- 
telle Bestatigung gefunden hat. Ebenso wie bei der Darlegung des experimen- 
tellen Materials streben wir.keinen erschopfenden Uberblick tiber die Litera- 
tur an und versuchen diesen Mangel durch ein ausfiihrliches Literatur- 
verzeichnis auszugleichen. Wir erwahnen auch, daf eine Reihe theoretischer 
Probleme (iiber die Verfliissigung des He*, die Erhaltung des Charakters des 
A-Uberganges in Liésungen von He? in Het, die Viskositaét des gasférmigen 
He® usw.) schon bei der Darlegung der entsprechenden experimentellen 
Daten kurz gestreift wurde. 

Wie bereits auf Seite 219 erwaihnt wurde, werden die Haupteigenschaften des 
tiblichen Heliumisotops He* im fliissigen Zustand einschlieBlich der Super- 
fluiditit durch die Theorie von LANDAU (4) gut erklart. In der LANDAUschen 
Theorie wird das fliissige He* als ein schwach entartetes Quantensystem 
aufgefaBt, dessen thermodynamische Eigenschaften durch den Zustand des 
, Gases‘ der thermischen Elementaranregungen charakterisiert werden 
(dieses Verfahren ahnelt in seinen Grundziigen der Theorie der spezifischen 
Warme fester Kérper von DEBYE). Die gliinzende quantitative Uber- 
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einstimmung mit dem Experiment in einer groBen Anzahl von Fallen 
[vergleiche z. B. (Z-5,Z-7)1)] sowie neueste theoretische Uberlegungen 
[THELLUNG und KRONIG (58), ZIMAN (59), FEYNMAN (60) u. a.] haben die 
Richtigkeit dieses Verfahrens tiberzeugend nachgewiesen. Die Theorie von 
LANDAU erfaBt jedoch nicht das ganze wichtige Gebiet des 2-Uberganges, da 
sie nur fiir Temperaturen unterhalb des j-Punktes gilt. Es besteht eine 
Diskrepanz um den Faktor 103—10° gegeniiber den experimentellen Werten fiir 
die ,,kritischen Stroémungsgeschwindigkeiten‘‘, bei denen die Superfluiditat 
zusammenbricht. Eine schwache Seite der Theorie ist ferner eine gewisse 
Unvollstindigkeit, die Vernachlassigung der mikroskopischen Eigenschaften 
der Atome, aus denen das System besteht, und im Zusammen hang damit die 
Unméglichkeit, die Frage zu beantworten, ob beispielsweise das fliissige He*® 
und He® die gleichen Eigenschaften wie das He* haben (insbesondere einen 
A-Ubergang und eine Superfluiditat). Wesentlich ist, daB in dieser Theorie 
(wenigstens in ihrer gegenwartigen Form) die Anregungen vom Rotations- 
quantentyp nur als ein Begriff aufgefaBt werden, der den Zustand und die 
Kollektivbewegung des Systems saémtlicher Atome der gegebenen Menge 
fliissigen Heliums als Ganzes beschreibt; sie werden nicht mit konkreten 
Vorstellungen tber irgendwelche spezifische Bewegungen der He*-Atome 
selbst in Zusammenhang gebracht. Die quantitativen charakteristischen 
Gr6éBen fiir die Rotationsquanten sind also Parameter, die einer theoretischen 
Abschatzung nicht zugaénglich sind und nur durch einen Vergleich mit dem 
Experiment bestimmt werden k6onnen. 

In diesem Zusammenhang hat die Tatsache, da8 das fliissige He* (wenigstens 
nach den auf Seite 233) geschilderten experimentellen Daten) keine Super- 
fluiditat zeigt, grundlegende Bedeutung’). Die meisten Theoretiker, die sich 
mit dem fliissigen Helium beschaftigt haben, nehmen an, da das unter- 
schiedliche Verhalten der fliissigen Isotope He* und He? auf der verschiedenen 
Statistik der Atome beruht. 

Der Gedanke, da die Statistik das Vorhandensein des j-Uberganges im 
fliissigen He* bedinge, stammt von LONDON (61). Bei der Untersuchung des 
Sprunges der spezifischen Warme im /-Punkt verglich LONDON diese Er- 
scheinung mit dem Knick in der Temperaturabhingigkeit der spezifischen 
Warme (Abb. 17) eines idealen Gases, dessen Teilchen der BOSE-EINSTEIN- 
Statistik gehorchen. Eine Berechnung der Temperatur, bei der die spezifische 
Warme in einem ,,Gas‘‘, das aus He*-Atomen besteht und die Dichte des 
flissigen He* hat, ein Maximum besitzen wiirde, fiihrte zu einem Wert 
T, = 3,09° K, der recht gut mit der Temperatur des A-Uberganges von 
He I zum He II (2,19° K) tbereinstimmt. Der Mechanismus, auf dem diese 
Anderung im Charakter der Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warme 


1) Hinweise auf Literatur, die in unserer Bibliographie angegeben ist, sind durch die 
Buchstaben Z, H oder JZ gekennzeichnet, die Unterabschnitten des Literaturver- 
zeichnisses entsprechen. [Zusammenfassende Berichte (Ziffer 1), Experimentelle Unter- 
suchungen (Ziffer 3), Theorie (Ziffer 4).] 

2) Man mu iibrigens darauf hinweisen, da in einer der letzten Arbeiten von DE BOER 
(7-174) die Vermutung ausgesprochen wird, daf das flissige He* bei etwa 0,2° K einen 
4-Ubergang hat. Ware diese Vermutung richtig, so ware noch zu klaren, ob das He? 
unterhalb dieses 4-Punktes superfluide Eigenschaften hat. 
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eines idealen BOSE-Gases beim Durchgang durch die Temperatur 7', beruht, 
wird als ,,BOSE-EINSTEIN-Kondensation“ bezeichnet und besteht in einer 
Ordnung (Ausrichtung) der Impulse der Gasmolekeln. Bei einer Temperatur- 
senkung bis unter den Wert 7, beginnt ein Teil der Molekeln in Zustande 
mit minimaler Energie ,,iiberzusiedeln‘‘; bei 7’ —0 befinden sich simt- 
liche Molekeln des Gases in diesen Zustaénden. Dieser ,,KondensationsprozeB“‘ 
fiihrt zu einer Abnahme des Unordnungsgrades, d.h. der Entropie mit ab- 
nehmender Temperatur, die sich mit dem beobachteten Abfall der Entropie 
des fliissigen He If bei einer Abkiihlung unter den 4-Punkt identifizieren 
148t [eine ausfihrliche Darstellung des Problems der BOSE-EINSTEIN-Kon- 
densation findet der Leser beispielsweise in (Z-15)]. Die Atome im ,,konden- 
sierten“ Zustand identifizierte LONDON mit der superfluiden, die tibrigen mit 
der normalen Komponente des He II. 

Die Lonponsche Hypothese fiihrt zu einigen ernsten Schwierigkeiten. 
Beispielsweise ist der Ubergang im BosE-Gas im Gegensatz zum A-Ubergang 
im fliissigen He* kein Ubergang zweiter Ordnung: die spezifische Warme 
erfahrt bei 7 keinen Sprung, sondern nur die Ableitung der spezifischen 
Warme nach der Temperatur ist unstetig. Ferner 

haben Messungen der Geschwindigkeit des zweiten (/R 

Schalls im fliissigen He IT bei sehr tiefen Tempe- A 

raturen eindeutig bewiesen, das nicht die 

Atome in einem besonderen Zustand, sondern 

Anregungen nach Art von Schallquanten bei 7 

diesen Temperaturen die Rolle der Normalkompo- 

nente spielen. Das Experiment (62) bestatigt die 

Voraussagen der ,,Kondensationstheorie“‘ tiber die 

Zunahme der Streuung von Licht, Rontgen- 0 1 Ip 
strahlung und langsamen Neutronen im A-Punkt ; Abb. 17. 

des He* (63) in keiner Weise. Der wichtigste Einwand 

liegt jedoch noch in einer anderen Richtung : schon derAnalogieschluB-von einem 
idealen Gas auf einereale Fliissigkeit ist zweifelhaft. Beim idealen Gasstehen die 
Molekeln nicht in Wechselwirkung miteinander. Im flissigen Helium dagegen 
ist die Wechselwirkung keine Korrektur, sondern der Hauptfaktor, der die 
Kigenschaften der Flissigkeit und sogar ihre Existenz bestimmt. Im Zu- 
sammenhang damit erhob sich die Frage, welche Anderungen in den theore- 
tischen Uberlegungen eintreten, wenn man die Wechselwirkung der Atome 
im fliissigen He* in gebihrender Weise beriicksichtigt. Die Anhanger der 
Lonpbonschen Theorie haben die Hoffnung ausgesprochen, daB eine Be- 
riicksichtigung der Wechselwirkung die Ubereinstimmung mit dem Ex- 
periment verbessern werde; andere haben befiirchtet, da eine solche Be- 
riicksichtigung gerade die umgekehrte Wirkung haben konne und die theore- 
tischen SchluBfolgerungen iiber die Existenz eines Uberganges irgendeiner 
Art im fliissigen He* aufheben werde. 

Ein wesentlicher Mangel der LONDONschen Theorie besteht auch darin, daB 
sie keine Erklarung fiir die Superfluiditat (das Verschwinden der Viskositat) 
liefert. BOGOLJUBOW (64) zeigte jedoch, da ein BOSE-Gas unter bestimmten 
Bedingungen eine Superfluiditat zeigt, im Gegensatz zu einem FERMI-Gas 
unter den gleichen Bedingungen. 
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Die Herstellung von fliissigem He? im Mengen, die fiir Experimente aus- 
reichen, erméglichte eine Nachpriifung des EKinflusses der Statistik der 
Atome auf die Eigenschaften des fliissigen Heliums, bei der man ohne 
komplizierte Rechnungen auskommt. Bekanntlich wird die Quanten- 
statistik, der die Gasatome gehorchen, durch die Ganz- oder Halbzahligkeit 
des Spins bestimmt. Infolgedessen gehorcht das gasformige He* (Spin 0) der 
BosE-EINSTEIN-Statistik, wahrend das gasformige He*® (Spin?/,) der 
FERMI-DIRAC-Statistik gehorcht. Heutzutage kann man den Unterschied in 
der Statistik der Atome in den beiden gasformigen Heliumisotopen sowohl 
durch spektroskopische Messungen als auch durch Untersuchung verschie- 
dener EKigenschaften, insbesondere durch Viskositétsmessungen (vergleiche 
S. 232) bei tiefen Temperaturen feststellen. Man mu8 jedoch darauf hin- 
weisen, daB im Fall eines idealen Gases, dessen Molekeln sich nach der 
FERMI-DIRAC-Statistik verhalten, die oben beschriebené .,Kondensation“‘ 
im Impulsraum nicht eintritt. Dementsprechend fehlt hier auch das oben in 
Abb. 17 dargestellte Maximum der spezifischen Warme. 

Die spezifische Wairme nimmt bei tiefen Temperaturen mit wachsender 
Temperatur nach einem linearen Gesetz monoton zu (vergleiche die spezi- 
fische Warme der Metalle bei tiefen Temperaturen, die durch den Beitrag der 
Elektronen bestimmt wird, die ebenfalls den Spin !/, haben). Wenn also der 
Lonvonsche AnalogieschluB richtig ist, darf das fltissige He? im Gegensatz 
zum Het keine Phasenumwandlung vom Typ eines A-Punktes haben. Wie wir 
gesehen haben, wird dies tatsachlich durch das Experiment bestatigt 
(siehe S. 230ff.), wodurch das Vertrauen zur LONDONschen Hypothese stark 
gehoben wird. Zur endgiiltigen Klarung dieses Problems ware trotzdem eine 
experimentelle Untersuchung der Eigenschaften des He*® bei Temperaturen 
angebracht, die dem absoluten Nullpunkt wesentlich naher kommen, als das 
bisher der Fall war, ferner eine Bestimmung der thermodynamischen und 
hydrodynamischen Eigenschaften des reinen He®, das erwartungsgemaB 
[siehe z. B. (44) oder (7'-150)] superfluid werden miiBte. 

Das vorhandene experimentelle Material zwingt uns also, wenn wir die 
Richtigkeit der Theorie von LANDAU als gesichert annehmen, gleichzeitig 
auch der Theorie von LONDON einen wertvollen Kern zuzuerkennen, der in 
der Vermutung eines KEinflusses der Statistik der Atome auf die 
Eigenschaften der entsprechenden Substanzen bei tiefen Temperaturen 
besteht. 

Wir gehen nun zur Schilderung der Arbeiten tiber die Theorie des fliissigen 
He? im reinen Zustand tiber und besprechen zunachst die Arbeiten von 
POMERANTSCHUK (29). 

Zunichst stellen wir fest, dafS die Aufgabe einer Theorie des fliissigen He? 
offenbar vor allem in einer Erklarung und Voraussage des allgemeinen Charak- 
ters der Temperaturabhangigkeit der wichtigsten Eigenschaften wie spezi- 
fische Warme, Entropie, Dampfdruck, Transportkoeffizienten usw. sowie in 
einer Erklarung der Eigentiimlichkeiten des Zustandsdiagrammes besteht. 
Es mu8 betont werden, daB das vorhandene experimentelle Material zu einer 
allseitigen Priifung einer solchen Theorie bei weitem nicht ausreicht. Speziell 
gibt es keine Daten iiber die Eigenschaften des He® bei Temperaturen 
unterhalb von 0,5° K, wo man prinzipiell neue Effekte erwarten kann. Um so 
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wertvoller ist aber jeder Erfolg einer Theorie, die sich auf ein so begrenztes 
experimentelles Material stiitzt. 

POMERANTSCHUK nimmt in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie 
der Quantenfliissigkeiten von LANDAU an, daB im Gebiet hinreichend tiefer 
Temperaturen die Energie der angeregten Zustande des fliissigen He? durch 
die Summe der Energien der Elementaranregungen gegeben wird. Diese 
lassen sich als ,, Quasiteilchen‘‘ auffassen, fiir deren System im vorliegenden 
Fall die FERMI-DIRAC-Statistik als giiltig angenommen wird. Bei der 
Temperatur 7' spielen die Anregungen mit einer Energie ¢ in der Nahe von kT’ 
die Hauptrolle. Die Anzahl dieser Anregungen in der Volumeneinheit ist 


n~ poAp|aPn® ~ poe/vh® ~ py kT /hFv; (1) 
dabei ist py ~ (327)'2h N’/s der Radius der FERMI-Kugel (WN ist die Anzahl 
der He®-Atome im cm’). Hieraus ergibt sich fiir die Energie des fliissigen He? 


eine quadratische Temperaturabhangigkeit und fiir seine spezifische Warme 
ein lineares Gesetz bap 


dabei ist a~ a pelhiv. 


Bei der Behandlung kinetischer Effekte mu8 man beriicksichtigen, da8 die 
Anzahl der Anregungen fiir 7’ < T, 


n~N(T/T,) <N 


ist; folglich miissen unter diesen Bedingungen die Zweierst68e die Hauptrolle 
spielen. Kine Rechnung fiihrt zu folgenden Temperaturabhingigkeiten fir 
die Transportkoeffizienten : 


Viskositat i= Nmie= ALT, 
Warmeleitfahigkeit «= Clv = B/T 


(A und B sind Konstante). Diese Gleichungen erméglichen eine experimen- 
telle Priifung der Theorie, wenn der Verlauf von c, 7 und x bei hinreichend 
tiefen Temperaturen experimentell gegeben ist. 

POMERANTSCHUK zog wichtige Schliisse tiber den Zustand des Systems der 
Atomkern-Spins im fliissigen He*. Da die DE BROGLIE-Wellenlange der 
Atome in dieser Substanz von der gleichen GréBenordnung ist wie der Ab- 
stand zwischen ihnen, mu8 eine besondere Austauschwechselwirkung eine 
entscheidende Rolle spielen. Durch Betrachtung eines Systems aus zwei 
Atomen im He? stellt POMERANTSCHUK fest, daB fiir die Wechselwirkung 
dieser Atome die Parallelitaét oder Antiparallelitat der Kernspins beider 
Atome wesentlich ist. Im ersten Fall mu8 der Koordinatenanteil der Wellen- 
funktion antisymmetrisch gegeniiber einer Vertauschung der beiden Atome 
sein; dies fiihrt zu AbstoBungskraften (d. h. zu einer Schwachung der Gesamt- 
anziehung) bei Annaiherung der Atome. Im Fall antiparalleler Kernspins 
mu dagegen der Koordinatenanteil der Gesamtwellenfunktion des zwei- 
atomigen Systems symmetrisch sein; in diesem Fall ist die Potentialanderung 
bei Anndherung gréRer, die Anziehungskrafte (die die AbstoBungskrifte, 
welche auf der Nullpunktsenergie des groBen Molekularvolumens des 
fliissigen He? beruhen, iiberwiegen) wachsen und der Zustand wird energetisch 
vorteilhafter als der Zustand mit parallelen Spins. (Dieses Ergebnis 1aBt sich 
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offenbar auch unabhingig von der Untersuchung der Eigenschaften des He® 
bei tiefen Temperaturen nachpriifen. Der Einflu8 der Spinorientierung auf die 
Wechselwirkung der He?-Atome muB8 zu einer Aufspaltung der Linien der ~ 
optischen — hauptsichlich Elektronen- und Schwingungs- — und der 
Mikrowellenspektren der metastabilen zweiatomigen Hej-Molekile fihren 
und eine Verschiebung dieser Linien relativ zu ihrer Lage beim He*-Molekil 
— berechnet ohne Beriicksichtigung des erwahnten Effekts — bewirken.) Man 
kann also sagen, daB im fliissigen He* ein Austauscheffekt, der auf dem 
Atomaustausch beruht, eine groBe Rolle spielen mu8. Dieser Effekt muB zu 
einer Korrelation in den Orientierungen der Kernspins fiihren, die sich in 
einer vorwiegend antiparallelen Einstellung der Kernspins benachbarter 
Atome auswirkt. Vor allem muB dies auf die magnetischen Eigenschaften des 
fliissigen He? von KinfluB sein; fiir dieses ist kein Kernferromagnetismus, 
sondern ein Kernaustausch-Paramagnetismus zu erwarten, ahnlich dem 
Elektronenaustausch-Paramagnetismus vom Typ des festen Sauerstoffs. 
Beginnend mit der Temperatur, bei der die freie Orientierung der Spins auf- 
hoért, miissen Abweichungen der magnetischen Suszeptibilitat des flissigen 
He’ vom CurIEschen Gesetz zu beobachten sein; die letzten Messungen dieser 
GroBe (H-98) bei Temperaturen unterhalb 1° K zeigen, daB derartige Ab- 
weichungen unterhalb 0,5—0,7° K tatsachlich auftreten. Noch interessanter 
sind aber vielleicht die thermodynamischen Folgerungen aus der erwahnten 
Korrelation der Kernspins. 

Einer regellosen Verteilung der Kernspins im flissigen He® entspricht ein 
bestimmter Beitrag zur Entropie der Flissigkeit von R1n 2 pro Mol. Tritt 
im fliissigen He*® eine Korrelation zwischen den Kernspinrichtungen ein, so 
verschwindet dieser Beitrag. Bei hinreichender Abkihlung (bis auf 7’ < 1°K), 
wo der Beitrag der thermischen Bewegung zur Entropie klein wird, nimmt 
die Gesamtentropie des flissigen He* auf Werte unterhalb R In 2 ab. Die 
auf Seite 230 angefiihrten Daten sprechen dafiir, da8 diese Voraussage der 
Theorie von POMERANTSCHUK offenbar experimentell bestatigt wird. Um 
eine befriedigende Antwort auf diese Frage zu erhalten, mite man jedoch noch 
genaue Messungen der spezifischen Warme unterhalb von 0,4° K durchfiihren. 


Die Entropieabnahme des fliissigen He*® auf Werte unterhalb von RF In 2 muB, 
wie POMERANTSCHUK feststellt, auf das Zustandsdiagramm des He’, nim- 
lich auf das Phasengleichgewicht zwischen festem und fliissigem He? von 
EinfluB sein. Es handelt sich darum, da beim festen Helium im Unterschied 
zum flissigen (wie LANDAU andeutete) die Amplitude der Nullpunkts- 
schwingungen wesentlich kleiner ist als die Atomabstaénde. Hierdurch wird 
der Atomaustausch, der fiir die Korrelation der Spinrichtungen im flissigen 
He’ verantwortlich ist, unmoglich oder wenigstens sehr unwahrscheinlich. 
Infolgedessen miissen im festen He* die Spinrichtungen der Kerne regellos 
verteilt sein; eine Korrelation kann erst bei etwa 10-? Grad eintreten, wo die 
magnetische Wechselwirkung der Kernspins eine Abnahme der Entropie 
von & In 2 auf Null bewirkt. In einem ziemlich grofen Temperaturbereich 
(zwischen 10-* und 1° K) ist also die Entropie des fliissigen He? kleiner als die 
des festen He. Dies hat eine negative Schmelzwirme 


Oren =s5 T (Sp ST S)) wy ays In M0 
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| zur Folge; mit anderen Worten: beim isothermen Schmelzen wird keine 
Warme verbraucht, sondern abgegeben. Andererseits folgt aus der CLAUSIUS- 
CLAPEYRONSchen Gleichung, daB in diesem Gebiet die Ableitung des 
Schmelzdruckes nach der Temperatur ebenfalls negativ sein muB: 


APsnm _ Sp -— Sy 
RI APE SaY,. oh (2) 


Erst bei Temperaturen unterhalb 10-? Grad geht die Ableitung gegen Null, 
in Ubereinstimmung mit dem NERNSTschen Satz. Der erwartete Charakter 
der Temperaturabhangigkeit des Schmelzdrucks ist in der (nicht maBstabs- 
getreuen) Abb. 18 dargestellt. Der Schmelzdruck hat ein Minimum bei der 
Temperatur, bei der die Entropien des festen und des fliissigen He?, die im 
Gleichgewicht miteinander stehen, gleich sind. Wie die Messungen der 
— Kurve peschm(7Z') zeigen (vergleiche Seite 228), wird diese von der Theorie von 
_ POMERANTSCHUK vorausgesagte Abhiangigkeit tatsachlich befolgt, und die 
Temperatur des Minimums des Schmelzdrucks liegt bei etwa 0,5° K. Zur 
endgiiltigen Lésung dieses Problems miissen Bestimmungen des Schmelz- 
drucks unterhalb von 0,5° K mit einer Methode an- 

gestellt werden, die von dem erwaihnten Mangel der /%™ 

Methode der blockierten Kapillare frei ist. Wie POME- 

RANTSCHUK feststellt, kann man auf Grund des oben 

geschilderten Verlaufs der Entropiekurven des festen 

und des fliissigen He* eine neue Methode zur Gewin- 

nung auBerst tiefer Temperaturen angeben: l48t man 

das He? (durch Kompression) adiabatisch erstarren, 

so kann man im Prinzip festes He? bei Temperaturen 

von 10-$—10-* °K erhalten. Bei seiner Erstarrung Abb. 18. 
wirde jeder cm? des fliissigen He? den Korpern, die 

mit ihm in Warmekontakt stehen, etwa 10-2 Ws Warmeenergie entziehen. 
Auf Grund eines Modells des fltissigen He® als ideales, aus Anregungen be- 
stehendes FERMI-Gas mit einer Masse gleich der Atommasse und einer Dichte 
gleich der Fliissigkeitsdichte (in der Entropie dieser Fliissigkeit wird die 
Korrelation des Kernspins beriicksichtigt), berechnete LIFSCHIZ (27) das 
chemische Potential, die Verdampfungswarme und die Warmekapazitat des 
fliissigen He® und erhielt Werte, die den experimentellen sehr nahe kommen. 
Eine Reihe anderer Autoren [u. a. BUCKINGHAM und TEMPERLEY (17-125), 
SincwI (7-158), CHEN TIEN CHI und LONDON (7'-165)] verwendete zur 
theoretischen Behandlung der Eigenschaften des flissigen He* modifizierte 
Modelle ¢ines FERMI-Gases und leitete Ausdriicke fiir thermodynamische 
GroBen (Dampfdruck, Viskositét usw.) ab, die mit den experimentell be- 
stimmten anndhernd iibereinstimmen. Der Vergleich mit dem Experiment 
hat aber trotz alledem die Unzulanglichkeit dieser einfachen Modelle zur 
quantitativen Beschreibung der Eigenschaften des fliissigen He* gezeigt. 
PRIGOGINE (7'-181) verwendet fiir das He? ein Modell, das analog dem Modell 
der klassischen Fliissigkeit von LENNARD-JONES und DEVONSHIRE ist; in 
diesem Modell ist die grundlegende Eigenschaft der Flissigkeit die Vertei- 
lungsfunktion einer Einzelmolekel, die sich in einer von den umgebenden 
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Molekeln gebildeten ,,Zelle‘‘ bewegt. Bei den tiblichen Flissigkeiten stimmt 
das Volumen dieser Zelle annihernd mit dem Volumen der Molekel selbst 
iiberein; im Fall des fliissigen Heliums dagegen ist das erste Volumen be- 
deutend gréBer als das zweite, und in einer Zelle kénnen sich mehr als eine 
Molekel aufhalten. Es zeigt sich, daf dieses Modell im Fall des He* zu einem 
Knick in der spezifischen Warme fiihrt, wogegen im Fall des He? (FERMI- 
Teilchen!) das Maximum der spezifischen Warme stark verschmiert ist und 
sich fast bis zum kritischen Punkt erstreckt; hierin soll nach Ansicht des 
Autors die qualitative Erklarung fiir die Unterschiede im Verhalten der 
beiden Isotope liegen. Man sieht leicht ein, daB die Theorie von PRIGOGINE 
in gewisser Hinsicht eine Theorie der Atomassoziation im flissigen He* und 
He? ist. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der Theorien der fliissigen Gemische von He? 
und He? iiber, die vor. allem deswegen von Interesse sind, weil ihre Unter- 
suchung weiteres Licht auf die Eigenschaften der reinen Heliumisotope bei 
tiefen Temperaturen wirft. Hierbei muB festgestellt werden, daB in diesem 
Stadium der Untersuchungen zweifellos die Theorie der schwachen 
Lésungen von He? in He4 (sowie auch von He* in He?) die Hauptbedeutung 
hat, da die Theorie der konzentrierten Losungen auch im Fall der tiblichen 
Losungen, deren Eigenschaften experimentell eingehend untersucht und nicht 
durch Quanteneffekte beeinfluBt sind, noch weit von ihrer vollkommenen 
Form entfernt ist. Wir beginnen unsere Darlegung also mit der Schil- 
derung der theoretischen Arbeiten tiber verdiinnte Lésungen von He? in 
He? die (im Unterschied zu den schwachen Losungen von He* in He® und 
den konzentrierten Lésungen von He? in He?*) hinreichend gut experimentell 
untersucht sind. 

Da in den Lésungen von He? in He der A4-Ubergang und die Superfluiditat 
unterhalb des A-Punktes erhalten bleiben, liegt fiir eine Theorie dieser 
Losungen die Anwendung eines ,,Zwei-Fliissigkeits-Modells“ am nachsten, 
das im Fall des fliissigen He* so erfolgreich war. In diesem Fall erhebt sich 
aber vor allem das Problem, zu welcher Komponente (zur normalen oder zur 
superfluiden) eine He’-Beimischung im He II gehért. LANDAU und POME- 
RANTSCHUK entwickelten die Vorstellung (44), daB jede in He II (in geringer 
Konzentration) geléste Fremdsubstanz zur Normalkomponente zu rechnen 
ist, da eine Energietibertragung von ihr auf die superfluide Komponente mit 
Entstehung neuer Anregungen in dieser unmoglich ist. Zur Begriindung dieser 
Behauptung, jedoch von einer kinetischen Gleichung fiir Fremdteilchen aus- 
gehend, die in einem schwach nichtidealen BOSE-Gas mit Superfluiditat 
gelost sind, tragt auch die Arbeit von TJ ABLIKOW (7'-106) bei. Wie auf S. 239ff. 
angedeutet wurde, ist die Tatsache, daB eine He’-Beimischung und offenbar 
auch eine He®-Beimischung nicht an der Superfluiditat des He II teilnimmt, 
experimentell bewiesen worden. 

Auf Grund der Annahme, daB mit den He’-Fremdatomen im He II zu- 
sitzliche thermische Anregungen verbunden sind, baute POMERANTSCHUK 
seine Theorie der schwachen Lésungen von He? in He auf.(53). Er nimmt an, 
daB diese Anregungen durch eine Abhangigkeit der Energie vom Impuls von 
der Form 


E = Ey + (p— pp)?/2 bu 
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gekennzeichnet werden (wu ist die effektive Masse der Elementaranregung; 
_ py kann gleich oder verschieden von Null sein). Die Gesamtheit dieser An- 
 regungen soll ein statistisch unabhaingiges Ensemble darstellen, das der 
_ klassischen Statistik gehorcht. Wir beschranken uns auf den Fall Dp, = 0, da 
| ein Vergleich der experimentellen und der theoretischen Daten fiir die Ge- 
_ schwindigkeit des zweiten Schalls bei Lésungen von He? in He* [CHALATNI- 
KOW (54)] die Méglichkeit eines von Null verschiedenen p, ausschlieBt. 
POMERANTSCHUK weist darauf hin, daB fiir schwache Lésungen (Konzen- 
_ tration der leichten Komponente kleiner als 10-?) die Entartungstemperatur 


—T, = const c's < 0,2° K 


ist und da8 man infolgedessen bei den iiblichen Temperaturen (0,5—1° K 
und dariiber) die klassische Statistik fiir die Fremdteilchen anwenden kann. 
Man erhalt so Ausdricke fiir die Entropie 
€ 3/9 
g = 5+ «noyn (3 2) 
und die spezifische Warme 


der Loésung (die GréBen mit den Index 0 beziehen sich auf das reine He’; bei 
der Berechnung ist 4 = my. gesetzt). 
In den hydrodynamischen Gleichungen treten ebenfalls Anderungen gegen- 
tiber dem reinen He II auf. Speziell hat man in der Bewegungsgleichung fiir 
die Geschwindigkeit v, der superfluiden Komponente ein Zusatzglied ein- 
zufiihren, das den osmotischen Druck der gelésten Teilchen beriicksichtigt. 
Ks ergibt sich auch eine neue Kontinuitiatsgleichung fiir die He?-Atome 

Kes) + div (ocb,) = 0. 

Ot 

Dabei ist 9 die Dichte des He II, », die Geschwindigkeit der Normal- 
komponente, zu der auch die Fremdatome gehoren. Im Gleichgewicht ist 


eet) —" (5 


und das thermodynamische Potential @ ist konstant; hieraus ergibt sich eine 
der Gleichgewichtsbedingungen 


—§,AT — VAp = (k/u)A(c/T). 


Durch Betrachtung dieser Gleichung (bei p = const) erkennt man, daf, wenn 
in einem, Teil des mit He II (7 ~ 1 — 2° K) mit einer Beimischung von 
c ~ 10-* He3-Atomen gefiillten GefaBes die Temperatur um 10-4 —10-° Grad 
gesenkt wird, praktisch die ganze Fremdsubstanz sich an dieser Stelle 
sammelt. Die Effekte, die durch diese Gleichung beschrieben werden, spielen 
eine groBe Rolle bei der Arbeit von Tieftemperatur-Anlagen zur Isotopen- 
trennung des Heliums (vergleiche Seite 221 ff.). : 

Da die Anzahl der Fremdanregungen proportional der absoluten Konzen- 
tration des He? in der Lésung ist, wird klar, daB wenigstens bei kleinen 
Konzentrationen auch das Gemisch superfluid bleibt [siehe auch (46)]. 
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Insbesondere kommt die Superfluiditaét in der Ausbreitung des zweiten 


Schalls zum Ausdruck. Dessen Geschwindigkeit u, wurde in der Arbeit von 
POMERANTSCHUK zu 

2 

a 2. p Sot belo) a 


on OF kelp 


bestimmt, wobei 0, [On das Dichteverhaltnis der superfluiden und der normalen 
Komponente des reinen He IT ist. Diese Formel zeigt in Ubereinstimmung mit 
dem Experiment, daB bei Temperaturen, die nicht weit unterhalb des A- 
Punktes liegen, w, (c) > ue (0) ist: das Vorhandensein einer He*-Beimischung 
steigert die Geschwindigkeit des zweiten Schalls um eine zur Konzentration 
proportionale GréBe. Bei weiterer Abkihlung erreicht jedoch u,(c) ein 
Maximum (die Temperatur dieses Maximums verringert sich mit wachsendem 
c) und bei Temperaturen in der Nahe des absoluten Nullpunkts (wo praktisch 
die gesamte Normalkomponente aus Fremdanregungen besteht) nimmt die 
Geschwindigkeit des zweiten Schalls nach dem Gesetz 
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ab. Bei den tiefsten Temperaturen (um 0,1° K) wird die Lage infolge der 
Quantenentartung des Fremdgases komplizierter. Diese theoretischen SchluB- 
folgerungen fanden ihre glinzende Bestatigung durch das Experiment, bei 
dessen Auswertung CHALATNIKOW (54) feststellte, daB die effektive Masse 
einer Fremdanregung etwa dreimal so groB ist wie die Masse eines He?- 
Atoms. Gleichzeitig stellte sich heraus (56), daB die Theorie zur Erzielung 
einer vollstandigen quantitativen Ubereinstimmung in einem groBen Tem- 
peraturintervall noch einiger Verfeinerungen bedarf, da der Parameter yu 
ziemlich stark temperaturabhangig ist. Bei tieferen Temperaturen wird die 
effektive Masse etwa doppelt so groB wie die Masse des He’-Atoms, was mit 
den kirzlich von FEYNMAN (7'-176) berechneten theoretischen Werten 
ubereinstimmt. 

Der Theorie der konzentrierten Loésungen von fliissigem He* in He‘ hat 
CHALATNIKOW eine Reihe von Arbeiten gewidmet. Er leitete (7-150) 
Gleichungen fiir die Hydrodynamik konzentrierter Lésungen von Fremd- 
teilchen im He II ab und zeigte, daB diese Fremdteilchen bei hohen Konzen- 
trationen nur dann an der normalen Bewegung teilnehmen, wenn die geldste 
Substanz in reiner Form selbst keine Superfluiditaét besitzt. In der folgenden 
Arbeit (7-151) werden die gewonnenen hydrodynamischen Gleichungen zur 
Berechnung der Geschwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls in 
konzentrierten Lésungen angewendet. Ferner wird die Frage nach der Form 
der dissipativen Funktion in den Lésungen behandelt; es ergibt sich, daB die 
Lésung durch zwei kinetische Koeffizienten gekennzeichnet wird, die gegen- 
tiber dem reinen He II hinzukommen, und zwar einen Diffusionskoeffizienten 
und einen Thermodiffusionskoeffizienten. Ein Vergleich mit den experimen- 
tellen Daten fiir schwache Lésungen von He? in He! wurde in einer Arbeit von 
SHARKOWA und CHALATNIKOW (52) durchgefiihrt. Experimentelle Er- 
gebnisse tiber die Geschwindigkeit des ersten. und zweiten Schalles, die 
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Diffusion und die Thermodiffusion in konzentrierten Lésungen von He? in He4 
liegen noch nicht vor. 

Eine groBe Anzahl weiterer theoretischer Arbeiten iiber die konzentrierten 
Lésungen von He? in Het beschaftigt sich mit der Untersuchung der Kon- 
zentrationsabhingigkeit der Temperatur des A-Ubergangs sowie mit dem 
Phasengleichgewicht Fliissigkeit-Dampf und der Anderung der thermo- 
dynamischen Funktionen des fliissigen He* und He? bei ihrer Mischung. Wir 
erwahnen, daf tiber das zweite Problem, zu dem insbesondere der Dampfdruck 
uber den Lésungen und der Verteilungskoeffizient der Komponenten auf die 
beiden Phasen gehért, bis in die allerletzte Zeit (39) keine zuverlassigen 
experimentellen Ergebnisse vorhanden sind. Wir halten es also fiir verfriiht, 
auf dieses Problem naher einzugehen und weisen nur kurz darauf hin, daB die 
Theorie des Gleichgewichts zwischen He® und He* gewodhnlich eine Er- 
weiterung der Thermodynamik klassischer Lésungen auf den Fall He’—He4 
mit einer Korrektur hinsichtlich der Quanteneffekte (Beriicksichtigung der 
Nullpunktsenergie, der Statistik der Atome usw.) bedeutet. Insbesondere 
werden wir nicht auf die sogenannte ,, Hypothese von TACONIS“ (H-56), einge- 
hen, die zur Behandlung dieses Erscheinungskomplexes haufig herangezogen 
wird und die formal annimmt, da8 das He’ nur inder Normalkomponente des 
Hel] loslich sei. Da jedoch die Kurve 7',(c) mit hinreichender Genauigkeit fast 
im gesamten Konzentrationsintervall bekannt ist (mit Ausnahme des Gebietes 
der He*-Konzentrationen zwischen 0 und 11°%), scheint es uns zweckmaBig, 
auch einige hierhergeh6rige Theorien kurz zu erwiéhnen und sie mit den 
experimentellen Daten zu vergleichen. Die Tatsache, da8 7’, beim Ubergang 
vom reinen He* zur Lésung abnimmt, kann man qualitativ auf Grund folgen- 
der einfacher Uberlegungen verstehen. Eine geringe Beimischung von He? 
vergroBert die Dichte der Normalkomponente des He II um mehr als die 
GroBe 2 mye: (wobei n die Anzahl der Fremdatome im cm‘ ist), da die effektive 
Masse w der Fremdatome einige Male groBer ist als my: (vergleiche die Ex- 
perimente tiber den zweiten Schall in Lésungen). Es liegt also nahe, anzu- 
nehmen, da ein Zusatz von He® zu einer Neuverteilung der Masse auf die 
beiden Komponenten (0, und o, = 9 — g;) im He II zugunsten der Normal- 
komponente fiihrt. Beriicksichtigen wir, daB der A-Punkt der Temperatur 
entspricht, fiir die die Bedingung 0, = @ gilt, so wird die Abnahme von 
T, beic +0 durchaus verstandlich. Wie wir aus dieser Uberlegung ent- 
nehmen, ist fiir eine Temperatursenkung des A- Punktes eine Wechselwirkung der 
He?- und He4-Atome wesentlich, die zu ungleichen Werten von uw und my-: fiibrt. 


Zur Erklarung der Kurve 7',(c) und anderer Eigenschaften der flissigen 
Gemische von He® und He? in einem grofen Konzentrationsintervall be- 
nutzen die Verfasser vieler neuer Arbeiten das Modell der flissigen Gemische 
der Heliumisotope von HEER und DAuNT (7-143) in einer seiner Modi- 
fikationen. Diese Autoren betrachten die Gesamtheiten der Atome beider 
Lésungskomponenten als unabhangige Systeme. Hierbei werden beide 
Komponenten — das He4 und das He? — als ideales BOSE-Gas bzw. als 
(bei den ,,iiblichen‘‘ Temperaturen) nichtentartetes FERMI-Gas behandelt, 
die in einem rechteckigen Potentialtopf von der Tiefe 
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eingeschlossen sind (N,; Anzahl der Atome, 4; Potentialtopf fiir die reine 
Komponente im gleichen Modell). Das Volumen der Lésung wird zu 
V = De N; OF 
i=3, 4 

angenommen, wobei v; das Volumen eines Atoms im flissigen reinen He?® 
bzw. He! ist. Die Temperatur des A-Uberganges der Liésung wird als Ent- 
artungstemperatur des BosE-Gases berechnet (N, He4-Atome in dem Volu- 
men V der Losung) und betragt ' 


1—e |" 


T,(c) = T,(0) et 


Diese Abhangigkeit entspricht im allgemeinen den experimentellen Er- 
gebnissen. Durch gewisse Zusatzannahmen, beispielsweise tiber die Existenz 
einer energetischen Liicke zwischen den tiefsten und den tibrigen Energie- 
zustanden im BosE-Gas oder tiber die Zusammenfassung von Atomen in 
Gruppen kann man die Theorie noch mehr dem Experiment anpassen. Die 
Theorie von HEER und DAUNT hat jedoch dieselben oben diskutierten 
schwachen Seiten wie die Theorie des fliissigen He* von LONDON. AuBerdem 
kann man annehmen, da eine exakte Theorie der fliissigen Gemische von 
He? und He* die Wechselwirkung der beiden Lésungskomponenten explizit 
beriicksichtigen sollte; das Vorhandensein einer solchen Wechselwirkung 
kommt ja schon in der Anderung der effektiven Masse der He3-Atome bei 
ihrer Lésung im He II deutlich zum Ausdruck. 

Zum SchluB konnen wir sagen, da8 trotz gewisser Anfangserfolge die Theorie 
sowohl des reinen fliissigen He® als auch der fliissigen Lésungen von He? in 
He’ noch weit von ihrer Vollendung entfernt ist. Die Hauptursache hierfiir 
liegt in der Neuheit des Problems des He? und in der Unzulanglichkeit des 
experimentellen Materials. Diese Unzulanglichkeit empfindet man besonders, 
wenn man an die ersten Hinweise auf das Auftreten neuer Prozesse im 
flissigen He? bei Temperaturen unterhalb von 0,5° K denkt. Die dringendsten 
experimentellen Probleme sind eine Messung der spezifischen Wirme des 
flissigen He® unterhalb von 0,4° K; eine Bestimmung des Dampfdrucks des 
reinen He® und insbesondere eine direkte Nachpriifung, ob es auch bei 
Temperaturen von etwa 0,1—0,2° K keine Superfluiditét zeigt; eine Er- 
mittlung der Geschwindigkeit und der Dampfung des Schalles im fliissigen 
He*; eine Untersuchung der magnetischen Eigenschaften der fliissigen 
Lésungen von He® und He* besonders unterhalb von 1° K; eine Bestimmung 
der Verdampfungswirme des fliissigen He’; eine Erforschung der Volumen- 
und Entropiednderungen bei der Mischung von fliissigem He* und He? in 
einem grofen Temperatur- und Konzentrationsintervall; eine Messung der 
Geschwindigkeit des zweiten Schalls in Gemischen bei und unter 0,5° K; 
eine Ermittlung des Verlaufs von pgenm (7’) unterhalb von 0,5° K; eine Unter- 
suchung der thermodynamischen und elastischen Eigenschaften des festen 
He®*: 

Schon jetzt ist jedoch deutlich zu sehen, daB die Untersuchung der Kigen- 
schaften des He* bei tiefen Temperaturen den Kreis unseres physikalischen 
Wissens betrachtlich erweitern wird. Der Vergleich der Eigenschaften des 
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ublichen und des leichten Heliumisotops ist ein hervorragendes Beispiel dafiir, 
wie feine Unterschiede im Atombau (der verschiedene Kernspin) infolge von 
Quanteneffekten zu ausgepragten Unterschieden im makroskopischen Ver- 
halten fithren kénnen. Die Erforschung des He? liefert reichhaltiges er- 
ginzendes Material zur Untersuchung eines eigenartigen physikalischen 
Objektes, der Quantenfliissigkeiten ; sie bestatigt die Richtigkeit und Frucht- 
barkeit der Theorie der Quantenfliissigkeiten von LANDAU auf das be- 
stimmteste. Die Ergebnisse der Untersuchungen iiber das He? werfen auch 
weiteres Licht auf das Problem der Superfluiditaét des He‘. Sie zeigen, daB die 
wesentlichste Bedingung fir das Auftreten einer Superfluiditaét in einer 
Quantenflissigkeit offenbar darin besteht, daB die entsprechenden Teilchen 
_keinen Spin besitzen und demzufolge der Bosr-EINSTEIN-Statistik  ge- 
horchen. Diese Ergebnisse sind unseres Erachtens auch von groBem Wert fiir 
die Kinschatzung der vorhandenen Theorien der Superfluiditat. Insbesondere 
ist die festgestellte Ahnlichkeit der effektiven Massen der Beimischungs- 
anregungen in den Lésungen von He’ und He‘ und der tatsiachlichen Atom- 
massen (54 u. a.) (vorher wuBte man dies von den Parametern — der effek- 
tiven Masse, dem Impuls, der Energie — der Anregungen vom Rotations- 
quantentyp und der He*-Atome im reinen He II) sehr interessant, ferner die 
Tatsache, daB die Gesamtheit der Anregungen der Statistik der entsprechen- 
den Atome unterliegt [vergleiche (29, 27) u. a. ]. Diese Tatsachen legen den 
Gedanken nahe, da die Anregungen, die nicht zum Schallquantentyp ge- 
horen und in die Theorie der Quantenflissigkeit zur Beschreibung der 
Fliissigkeit als Ganzes eingefiihrt wurden, in Wirklichkeit mit einer be- 
stimmten réumlichen Struktur (von der GroBenordnung der Atomabmes- 
sungen) und charakteristischen inneren Bewegungen zusammenhangen 
(beispielsweise — aber nicht notwendig — vom Typ der Bewegung (7'-/76), 
die analog der Bewegung einer klassischen Fliissigkeit um einen umstrémten 
festen Korper ist und zu einer Anderung der effektiven tragen Masse dieses 
Korpers fihrt). Eine Untersuchung dieser subtilen Probleme der mikrosko- 
pischen Theorie der Quantenflissigkeiten sollte eine hervorragende Aufgabe 
kinftiger Untersuchungen sein. 


Anmerkung bei der Korrektur 


In letzter Zeit wurde eine Reihe experimenteller Untersuchungen tiber die 
Oberflachenspannu g im System He*—He® verdffentlicht. JESSELSON und 
BERESNJAK (E 95) stellten fest, daB eine Beimischung von He? in fliissigem 
He‘ zu einer merklichen Verringerung der Oberflaichenspannung fihrt. Dies 
deutet auf eine positive Adsorption von He*-Atomen an der Phasengrenz- 
fliche hin. Die gleichen Autoren (Z-95a) und K.N. StnowJEWA (Zurn. 
eksper. teor. Fiz. 28, 100—101, 1955) maBen den Oberflachenspannungs- 
koeffizienten @ fiir reines He*. Im Vergleich zum He? behalt die Kurve a(7’) 
im allgemeinen ihren Charakter bei, ist aber um etwa 2° gegen die des He4 
verschoben (Differenz der kritischen Temperaturen!), und zwar in Richtung 
auf tiefere Temperaturen; ferner hat sie eine geringere Neigung. Bei 1° K 
ist die Oberflichenspannung des He? um den Faktor 2,5 kleiner als beim He’. 


Ubersetzt von H. VOGEL 
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Bibliographie 
Die bibliographische Liste enthalt Berichte tiber die Eigenschaften des He* und 


der Gemische He® — He?, ferner auch in russischer Sprache veroffentlichte Be- _ 


richte und Monographien tiber das He‘; Arbeiten iiber die Verbreitung des He® 
und iiber die Methoden zur Anreicherung und Gewinnung von reinem He?; 
experimentelle Untersuchungen iiber die Eigenschaften des He® und der 
Losungen; theoretische Arbeiten. Wird die theoretische Behandlung im 
Zusammenhang mit experimentellen Originalangaben der Autoren durch- 
gefiihrt, so ist die entsprechende Arbeit im Abschnitt fiir experimentelle 
Arbeiten zu suchen. Der theoretische Abschnitt enthalt einige Arbeiten, die 
sich in der Hautpsache mit dem He‘ beschaftigen, aber auch wesentliches 
Material iiber das He? und die Gemische von He* und He* umfassen. Eine 
gesonderte Aufstellung (Ziffer 5) enthalt schlieBlich die Arbeiten, auf die in 
unserem Bericht naéher eingegangen wurde. 

Die Bibliographie erfaBt in der Hauptsache einen Zeitraum, der ungefahr 
Mitte 1954 endet. Der Verfasser hat die Absicht, in Kiirze eine bibliographi- 
sche Erginzung zu veroffentlichen, durch die die Bibliographie bis zum Jahre 
1954 einschlieBlich vervollstaéndigt werden soll. 
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Teilchenbahnen in Zirkularbeschleunigern 
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I. Kinleitung 


Zirkularbeschleuniger werden seit vielen Jahren mit Erfolg zur Produktion 
energiereicher geladener Teilchen (Elektronen, Protonen, Deuteronen etc.) 
fiir kernphysikalische Untersuchungen benutzt. Im Gegensatz zu den Linear- 
beschleunigern werden die Teilchenbahnen in den Zirkularbeschleunigern 
durch ein magnetisches Fithrungsfeld ,,aufgewickelt‘‘, so dai die Dimen- 
sionen der Beschleunigungsanlagen klein verglichen mit dem von den Teilchen 
zuriickgelegten Weg sind, und die Teilchen viele Male die gleichen Beschleuni- 
gungsstrecken durchlaufen. Abgesehen von diesem gemeinsamen Merkmal 
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bestehen jedoch erhebliche Unterschiede in Konstruktion und Wirkungsweise 
der verschiedenen Typen, die Nichtspezialisten oftmals nur oberflachlich 
bekannt sind. Im folgenden soll daher ein kurzer Uberblick iiber die bisher 
verwendeten Variationen der Zirkularbeschleuniger gegeben werden. Um 
diesen Uberblick nicht zu umfangreich werden zu lassen, soll jedoch aus- 
schlieBlich die Theorie der Teilchenbahnen behandelt werden, und zwar nur 
so weit, als es zum prinzipiellen Verstandnis der Wirkungsweise notig ist. Das 
bedeutet im besonderen, da8 der technische und konstruktive Aufbau der 
Beschleuniger nicht behandelt wird1). Ferner werden wir auch auf eine 
Diskussion des EinschieBens bzw. Herausziehens der Teilchen in den bzw. 
aus dem Beschleuniger verzichten, womit natiirlich nicht gesagt sein soll, 
daB diese Dinge fiir den praktischen Betrieb von Beschleunigungsanlagen 
von untergeordneter Bedeutung sind — man kénnte eher das Gegenteil 
behaupten. Der vorliegende Artikel soll indessen keine Anleitung zum Bau 
und Betrieb einer solchen Anlage darstellen. 


II. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen 


Wir gehen aus von den allgemeinen Bewegungsgleichungen eines geladenen 
Teilchens in elektrischen und magnetischen Feldern. Bezeichnen wir mit 
ht, m, e bzw. W Ortsvektor, Ruhmasse, Ladung bzw. Gesamtenergie (inkl. 
Ruhenergie) des Teilchens, sowie mit © bzw. B die elektrische bzw. magne- 
tische Feldstarke?) am Ort des Teilchens, so ist bekanntlich*) 


. 


dR - ae | 
dw d 1 


a | ee eee ' 
wobei £2 = R2/c2 und W, = mc? (Ruhenergie). Mit Benutzung von 
W = W,(1 — 6?)-‘ kann man ferner (1) wie folgt schreiben: 


: W . ec? ec : 
wa— Prt we—-F (SH. (3) 


Die Energiezufuhr wird gemaf (2) durch das elektrische Feld bewirkt. Man 
benutzt dazu entweder ein hochfrequentes Wechselfeld (Zyklotron, Synchro- 
zyklotron, Synchrotron), oder das von dem zeitlich veranderlichen Magnetfeld 
induzierte elektrische Wirbelfeld (Betatron). Im allgemeinen Fall setzt sich 
die elektrische Feldstarke € somit aus folgenden drei Anteilen zusammen: 


1. ©,, die elektrische Feldstiirke des hochfrequenten Beschleunigungsfeldes. 

2. ©;, das vom zeitlich veranderlichen Magnetfeld induzierte elektrische Feld. 
Dieses mu8 im Prinzip auch in den Fallen beriicksichtigt werden, wo es 
nicht als eigentliches Beschleunigungsfeld dient (Synchrotron). 


1) Wegen dieser und anderer hier nicht behandelter Fragen vgl. die im Literaturver- 
zeichnis aufgefiihrten zusammenfassenden Darstellungen. 

*) Kigentlich: magnet. Induktion. ? 

8) Gl. (2) folgt natiirlich aus (1) durch skalare Multiplikation mit . 
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3. €,, das vom Teilchen selbst erzeugte Feld, welches fiir die Strahlungs- 
daimpfung verantwortlich ist. 


Das Magnetfeld hingegen dient, wie schon in der eaane erwahnt, der 
, Aufwickelung‘‘ der Teilchenbahnen. Es ist beim Zyklotron, Synchrozyklo- 
tron und Betatron rotationssymmetrisch. Beim Synchrotron benutzt man 
zur Beschleunigung normalerweise Hohlraumresonatoren, die man in der 
Regel in (nahezu)') magnetfeldfreien Stiicken unterbringt, wodurch die 
Rotationssymmetrie verlorengeht. Sieht man von der Anfangsbewegung der 
Teilchen im Zyklotron bzw. Synchrozyklotron ab (die wir auch aus anderen 
Griinden gesondert behandeln miissen, vgl. Anhang C), so ist der Energie- 
zuwachs der Teilchen pro Umlauf stets klein gegeniiber der kinetischen 
Energie, d. h. die Energiezufuhr bewirkt nur eine langsame (,,adiabatische‘‘) 
Anderung der Teilchenbahnen, so da8 wir sie bei der Betrachtung eines 
einzelnen Umlaufs in guter Niherung vernachliassigen kénnen. Wir haben 
dann statt (3) einfach 


g =— 7 [BH], [9] = const. (4) 


Wir wollen im folgenden voraussetzen, daB es eine Symmetrieebene gibt, auf 
der das Magnetfeld % iiberall senkrecht steht”). Dann gibt es nach (4) 
Teilchenbahnen, die ganz in dieser Ebene verlaufen. Fiir diese folgt wegen 


| B | 9 aus (4) 


.° v ec 
1K | mi = yw Be, 
. W € 
und somit Puig 2 = OB; (5) 


wobei B = |8|, v = ||, p der Teilchenimpuls und @ der Kriimmungs- 
radius der Bahnkurve ist. Bei ortsabhingigem Magnetfeld B ist also das 
Produkt o@ B konstant. 


Transformieren wir ferner auf ein mit der Winkelgeschwindigkeit 
ec 


rotierendes Bezugssystem, so gilt bekanntlich fiir jeden zeitabhangigen 
Vektor ¥, wenn wir die Zeitableitung relativ zum rotierenden System mit 
6/dt bezeichnen: I a8 


ere Aes (7) 


1) Wegen des Streufeldes verschwindet die Feldstarke natiirlich nicht véllig. Der EinfluB 
des Streufeldes auf die Teilchenbahnen darf bei der Berechnung der Magnete nicht auBer 
acht gelassen werden. 

2) Dies ist bei allen bisher gebauten Beschleunigern der Fall. Kiirzlich wurde indessen 
von SIGURGEIRSSON (4) eine von dieser Voraussetzung abweichende Magnetfeldform 
vorgeschlagen, die jedoch nur bei Synchrotrons mit der unten (Abschnitt IV A b) 
beschriebenen ,,Stabilisierung durch alternierenden Feldindex‘‘ benutzt werden kann. 
Sie bringt indessen keine prinzipiellen Anderungen fiir die Theorie der Teilchenbahnen. 
20* 
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Damit folgt aus (4), daB d%/d¢ = 0, d. h. daB R im rotierenden System ein 
konstanter Vektor ist. Unter den ebenen Bahnen gibt es ferner fiir jeden 
Wert der Energie W eine spezielle Bahn, die (bei Vernachlassigung der 
Energieaufnahme) geschlossen ist. Auch fiir den Fall, daB diese Bahn keine 
Kreisbahn ist, kénnen wir einen mittleren Radius R definieren durch*) 


2nR=fds=L, (8) 


wobei L der Umfang und ds das Differential der Bogenlange der Teilchenbahn 
ist. Ferner kénnen wir 2 Winkel. y und y, definieren durch’) | 


dy 
Oe es ohne (9) 
wobei w = v/R die Umlaufsfrequenz des Teilchens ist. Wegen 
v=oR=ug — (10) 
ist dann ds = Rdy = ody, (11) 
1 R doy 1 1 
gata oe fg aed mens Oo 


Wir kénnen dann das Bahnmittel G einer lings der Bahn veranderlichen 
GroBe G(p) definieren durch 


= 1 
Gr ae f Gd. (13) 
So ergibt sich insbesondere mit (11) 
u=w, BR=Bo, (5) = = aber o+ R. (14) 


Die Energieaufnahme bewirkt, daB || nicht mehr konstant ist, sondern sich 
mit wachsender Energie gemaB 


4 W? 
= — 1 —— mas 
vieey| | See y fi (15) 
andert. Im einzelnen liefern die beiden ersten oben angefihrten Anteile des 


elektrischen Feldes folgende Anderungen der Teilchenenergie pro Umlauf: 
AW, =e fF © dH =eV cos @, (16) 


AW, =e $ GAR = —S. (17) 


Dabei ist V die maximal pro Umlauf des Teilchens verfiigbare Spannungs- 
differenz des hochfrequenten Beschleunigungsfeldes, # der Phasenwinkel, 
mit dem das Teilchen das Beschleunigungsfeld passiert (vgl. dazu Anhang A), 


. OB, fee Baten eo 
und @ = | at df die zeitliche Anderung des magnetischen Induktionsflusses 
P 


1) Beachte, daB | #| + R ist. 
*) p gibt bei geeigneter Normierung die Richtung der Bahntangente an. 
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durch die Flache F der Teilchenbahn. Die zeitliche Anderung der gesamten 
Teilchenenergie ergibt sich dann zu 


W = SMe As 5 Wy, = 2 (7 0089+ £8) + W.. (18) 
CK 27 - c 


Hier ist t = 2z/w die Umlaufszeit des Teilchens und W, = (E, 9) seine 
Strahlungsleistung (vgl. dazu Anhang B). 


III. Die Bewegung des ,,Sollteilchens“ 


Wir definieren nun ein ,,Sollteilchen“ oder ,,synchrones‘‘ Teilchen in fol- 
gender Weise: 


1. Seine Umlaufsfrequenz w, ist gleich der Frequenz w, des Beschleunigungs- 
feldes (sofern vorhanden), bzw. es ist Mw, = w, mit ganzzahligem M'). 


2. Es lauft auf der ,,Sollbahn‘‘. Die Sollbahn ist beim Betatron und Synchro- 
tron vorgegeben, allgemein ist sie die kiirzeste mit 1. vertragliche Bahn. 
Sie ist eben und geschlossen (wenn man im Synchrozyklotron von der 
Energiezufuhr absieht)’”). 


Abgesehen von dem ,,singularen“ Fall des Zyklotrons (vgl. unten B) ist die 
Sollbahn also gewissermaBen die ideale, vom Konstrukteur beabsichtigte 
Teilchenbahn. Im folgenden bezeichnen wir alle auf das Sollteilchen bzw. die 
Sollbahn bezogenen Groen mit dem Index 0. Es ist also [vgl. (15)] 


ay Vp l= c | bee Apa 


W, = (<7 cos 8) + =. bo) We (19) 


Glchg. (19) beschreibt die Energieaufnahme des Sollteilchens, die wir natiir- 
lich fiir jeden Beschleuniger getrennt untersuchen mussen. 


A. Betatron 
Das Magnetfeld des Betatrons ist rotationssymmetrisch, die ,,Sollbahn‘“‘ ist ein 
Kreis mit zeitlich konstantem Radius 9, = Ry. Es ist V = 0 und aw, = | up|, 


und wir kénnen ferner die Strahlungsleistung Woo vernachlassigen, wie sich 
gleich ergeben wird. Allgemein ist (vgl. auch (5)] 


2 
po sa nee = p= a); 
(20) 
* cid pepe _ vW-_ eBo 
WW=cpp, p a —e 


1) Bei Synchrotrons wahlt man zur Verringerung der Amplitude der Phasenschwingung 
als Frequenz der Beschleunigungsspannung gern ein Vielfaches. der Umlaufsfrequenz, 
vgl. Abschnitt IVB d. 

2) Die einfachste Definition des Sollteilchens ist natiirlich, daB es weder Betatron- noch 
Phasenschwingungen vollfiihrt, vgl. Abschnitt IV. 
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Somit erhalten wir aus (19) schlieBlich 


. . a é@ . ; . 
Wo = Ry Po = Bom ye Da i Sata Bdf, (21) 
. Ps 
wobei das Integral iiber die Fliche F, = 2 R? des Sollkreises zu erstrecken 


ist. Sehen wir von Sattigungserscheinungen ab, so ist im Betatron B(r)/B, 
zeitlich konstant, und folglich muB 


tiers | 1 =r 

= + =— B* 22 

B= =x { Bat=5 (22) 
Fo 

gelten, d.h. die Feldstarke am Sollkreis muB gleich der halben mittleren Feld- 

stirke in der Sollkreisflache sein. Daraus folgt sofort, daB das Betatron nur bis 


zu solchen Energien verwendbar ist, fiir welche die Strahlungsleistung W, 
gegeniiber der Energiezufuhr durch das Wirbelfeld vernachlassigbar ist. 
Andernfalls wird die Bedingung (22) gestort1), das Teilchen wandert immer 
weiter vom Sollkreis fort und fliegt schlieBlich gegen die innere Wand der 
Beschleunigungskammer. Die Endenergie ergibt sich unmittelbar aus den 
Beziehungen (20) als Funktion der maximalen magnetischen Feldstaérke am 
Sollkreis By und des Sollkreisradius Ry. 


B. Zyklotron und Synchrozyklotron 


Im Zyklotron und Synchrozyklotron ist 8 rotationssymmetrisch und zeitlich 


konstant, also ® = 0, und die Strahlungsdimpfung kann wiederum vernach- 
lassigt werden, da sie bei den praktisch erreichbaren Energien keine Rolle 
spielt?). Aus Griinden, die wir spiter untersuchen werden (vgl. Abschnitt 
IVA), muB die Vertikalkomponente des Magnetfeldes von der Mitte zum 
Rand hin monoton abnehmen. Zur Vermeidung von Komplikationen, die 
zum prinzipiellen Verstandnis unnotig sind, nehmen wir fiir diesen Abfall 
folgende einfache GesetzmaBigkeit an: 


Bae B= eR. (23) 
Ferner ist wieder @) = ey Wy =c¢ Vmic? + pi; 
. (24) 
e 
Po == a By Re: 


Fir das Zyklotron ist die Bewegung des synchronen Teilchens besonders 
einfach: Da die Frequenz des hochfrequenten Beschleunigungsfeldes w, im 
Zyklotron konstant ist, ist wy ebenfalls konstant. Nach (24) und (28) ist a» 
jedoch eine Funktion von R, allein, daher ist im Zyklotron nach (24) und (19) 


Ry = const, W,'= const, cos a = 0. (25) 


1) Die Strahlungsleistung wichst bei konstantem Radius proportional W4, vgl. Anhang B. 
*) Zur Beschleunigung auf héchste Energien wiirden Synchrozyklotrons zu kostspielig 
werden, da wegen des veriinderlichen Bahnradius das Magnetfdel ein sehr grofes 
Volumen ausfiillen miiBte. 
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Im Synchrozyklotron ist hingegen w, und damit w, zeitlich veranderlich. 
Nehmen wir an, daB xR} < 1 und p?/ mc? < 1 ist, so gilt approximativ 


Bs 1 eB” 
(pee eee eet |) Ry 
mc 2-m*c* 
: Wo @ d @ ee) 
so daf wir mit der Abktirzung w’ = e B’/mc erhalten’): 
Se Ds Wp ama’ Wp 
eas C2. yl OS e V eens (27) 
elec aac 
. m a’ d 
Daraus folgt dann W=— a fe enter ws (28) 
TORy 
und mit der Anfangsbedingung W, = mc? fiir w, = w 
m w’ e 
W, =me 4 Z ae (w’2 — aj). (29) 
oa 2 2 


Die Voraussetzung dabei ist natiirlich, daB @, negativ und V hinreichend groB 
ist, so daB stets [vgl. (27)] 0 < cos ®& < 1 ist’). 


C. Synchrotron 


Im Synchrotron ist das Magnetfeld, wie oben ausgefiihrt, in der Regel nicht 
rotationssymmetrisch. Damit ist der Kriimmungsradius gy langs der Sollbahn 
nicht konstant, jedoch ist [vgl. (5)] 


é — 
Ved eae irl | Norma By Ry. - (30) 
Beim Synchrotron soll sich nun die Sollbahn méglichst nicht verandern, 
d.h. ¢) muB zeitlich konstant bleiben. Das Magnetfeld By bzw. dessen Bahn- 
mittel B, mu8 somit zeitlich entsprechend der Energiezufuhr bzw. Impuls- 


zunahme [vgl. (30)] anwachsen, und zwar so, da 


(31) 


langs der Teilchenbahn konstant, d. h. nur eine Funktion der Zeit ist *). Ferner 
muB die Frequenz w, der Beschleunigungsspannung stets 


% _ Me Po zi MeB, 
Ro Re Vm C2 a p e2 B: digs 


mc? + ——2—* 
Cc 


oO = Uo,=M (32) 


1) Damit ergeben sich fiir 0 selbst zwei wesentlich verschicdene Méglichkeiten, vgl. 
Abschnitt IV B. 

2) Fir cos # < 0 wiirde das Teilchen verzégert werden, vgl. (19). 

3) Dies ist natiirlich automatisch erfillt, solange man von Sattigungserscheinungen 
absieht. 
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sein). W, ist dann wie beim Betatron eine Funktion des Magnetfeldes 


Pee 
W,=¢ ) mec? + = B R2, (33) 


und cos @ ergibt sich direkt aus (19), da alle anderen Groen dieser Glchg. 


nur von B,(t) oder von den Konstruktionsparametern des Beschleunigers 
abhangen. Wiederum muB8 V hinreichend groB sein, damit 0 < cos J < list. 


IV. Stabilisierung der Teilchenbahnen 


In der Praxis ist es natirlich unméglich, alle Teilchen genau mit den richtigen 
Anfangsbedingungen starten zu lassen, so daB sie alle wahrend des ganzen 
Beschleunigungsvorganges die Sollbahn durchlaufen; ganz abgesehen davon 
wird ihre Bewegung durch ZusammenstéBe mit den Atomen des Restgases, 
durch Raumladungseffekte usw. stets wieder gestért?). Da die Sollbahn 
(abgesehen vom Zyklotron) jedoch gewissermafen die ,,ideale“‘ Teilchenbahn 
ist, mu8B durch geeignete MaBnahmen dafiir gesorgt werden, daB sie ,,stabil‘‘ 
ist, oder mit anderen Worten: startet ein Teilchen mit ein wenig verschie- 
denen Anfangsbedingungen bzw. wird es aus der Sollbahn ein wenig abge- 
lenkt, so missen Krafte auftreten, die es auf die Sollbahn zuriicktreiben, d. h. 
das Teilchen mu8 gewissermafen an das Sollteilchen ,,angebunden“ werden. 
Wir betrachten also kleine Abweichungen von der Sollbahn, die wir mit dem 
. Index 1 kennzeichnen. Es wird also 


RK=R+Rh; B=-Bi®W, 
mit 8) = B(R,); B, = {(R, grad) B(r)}.-x, 


und so weiter. Gehen wir damit in die urspriinglichen Bewegungsgleichungen 
(3) bzw. (18) ein®), so erhalten wir 


Ht, Sa W, Ro A tS lee ; : 
— ec[B, Ro] —ec[BoRi]}, (35) 
ci : s 
ae 0+ 52 eV (cos 8 — cos 8) + 2,14 Wa. (36) 


A. Betatronschwingungen‘*) 


Wir betrachten zunachst ein Teilchen, welches die gleiche Energie wie das 
Sollteilchen hat, d.h. den Spezialfall W, = 0, W, = 0 und damit €, = 0. 


1) Die Hinhaltung dieser Beziehung zwischen Frequenz und Magnetfeld (die die Kon- 
stanz der Sollbahn garantiert) wihrend der gesamten Beschleunigungsperiode ist nicht 
gerade einfach und erfordert einigen Aufwand an Elektronik. 

*) Beim Zyklotron wird iiberdies das Sollteilchen gar nicht beschleunigt, vgl. IIIB. 

*) Wobéi wir uns hier und im folgenden stets auf die in den Abweichungen von den Soll- 
werten linearen Terme beschranken — abgesehen allerdings vom Phasenwinkel @, 
vgl. dazu unten IV B, insbes. FuBnote 4) auf 8. 290. 

4) Wegen dieser Bezeichnung vgl. FuBnote 2) auf S. 281. 
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Damit erhalten wir aus (32) 
2 Wee ec : : 
ew, = — W, , — Wi {[B, Ito] + [Bo Hi] }- (37) 


Der erste Term auf der rechten Seite ist, da W, positiv ist, ein Dampfungs- 
glied'). Da die Energieaufnahme pro Umlauf voraussetzungsgem4B klein ist, 
ist die Dampfung ebenfalls gering und wirkt sich erst tiber viele Umlaufe aus. 
Abgesehen von diesem ,,sikularen‘‘ Effekt kénnen wir daher das Daimpfungs- 
glied —(W,/W,) ®, fiir das weitere fortlassen. ZweckmaBigerweise trans- 
formieren wir (37) dann auf ein sich mit der Winkelgeschwindigkeit 


Up = —ec®B,/W, [vgl. Gl. (6)] drehendes eee even Wir erhalten dann 
aa Gl. (7)) 
On 
(a) Ht, = [wos] + SF, 
; On On 
(b) = [li Ry} + * [Up %,]] + 2 E ae os a (38) 
Ou, 4 

(c) ata = Uy. 

Damit wird aus (37) unter Beriicksichtigung von (6) 
; x, ee . 6 
Aparna W, [B, Ro] — Ot [Up Ht]. (39) 


Wir fihren nun ein in dem neuen Bezugssystem ruhendes rechtwinkliges 
Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren n, t, 4 ein, und zwar definieren 


wir”) 3 
Up No 
=—; t=—"*; n= [ta], (40) 
an S| 
und somit [nt] = 3; [gn] =t. 


In diesem Koordinatensystem ist dann 


Re=H en+ yt + 23, 


oh man + tt 45 usw. 
8 = Bn + B,t+ Bz, (41) 


B, 
8, = (Pee OBe> hea: 2n+ (Gee Bere ): 


ee ay wade) Aye pe Mare 
aps a) 
+(e ay 2 7) ® 


wobei die Differentialquotienten des Magnetfeldes jeweils an der Stelle 
t = R, zu nehmen sind. Nun sind diese Differentialquotienten nicht unab- 


1) Die Dampfung der Betatronschwingungen ist jedoch nicht allein durch diesen Term 
gegeben, vgl. FuBnote 1) auf S. 281. 
2) n liegt in Richtung der Normalen, t in Richtung der Tangente der Sollbahn. 
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hingig voneinander, da das Magnetfeld im materie- und stromfreien Raum 
die Beziehungen 


OB, J7OD OB 


. y Lge 
ve Oa % Oy 24 dz Me 6 
PC ROE A ES 2) (ibe A) allel 
te = (55 — et) a Saiulsgayener 


erfillen mu8. Da 8 auf der Sollkreisebene senkrecht stehen soll, gilt in dieser 
Ebene B, = B, = 0 und damit 


OB. OBY OB, «50H 


04 ar i Gl 
Aus (42) folgt dann 
C.F ie GOB, agi O ble OsBe ul BO deg 
Ones Ot. Oy ese V0.2 oes (44) 
Somit erhalten wir aus (41) 
es, 0B, OB, OB, 
B= Geant So at + (SE e+ Ft u)s. (45) 


Kinsetzen von (45) und (41) in (39) liefert schlieBlich 
__ ec? By (0B, OB, d 
(a) 2= W, (Fe er wre) Ba le rE 
- d 
(b) F=—F (ux), (46) 
__ €0? By OB, 
W. Ox ‘ 

Die Bedingung W, = 0 besagt natiirlich 

2 = = (Ry + #,)2 = = #2, (47) 


also in unserer Naherung (Tip I) = 0. Unter Benutzung von Ro =Upt (38a) 
und (41) erhalten wir daraus 


(98) = (Eu) + (t 5%) (48) 
Seu + y= 0, 
in Ubereinstimmung mit (46b). Ferner ist a nt (31) und (48)) 
d 
if oy) =— wet om (at a By — 7) (49) 


Vernachlassigen wir auch hier wieder die langsame zeitliche Anderung von 
By und W,, d. h. also die Glieder mit a und Wo, und beriicksichtigen wir ferner, 
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daB eB, = —e B, ist [vgl. (6) und (41)], so erhalten wir aus (46) mit (48) 
und (49) a 
pe waar MC +1) we 
B, Ox vig 
yY =— Ue, (50) 
Qo OB, , 
B, Ox wg 
Nach (10) ist wu = wy) Ry/e9 und w dt = dq; daher erhalten wir mit der 
Definition aB 
fy es (51) 
B, 02 
(sog. ,,Feldindex“‘) schlieBlich, wenn wir den Index 0 nunmehr fortlassen?), 
aa Re | 
@) Go ta lame =0, 
dz R? 
(b) 7 =—— 122 = 0, 52 
arc (52) 
dy R 
(c) —+—a2=0 
dp @ 


a) Rotationssymmetrisches Feld 


Die Losung der Differentialgleichungen (52) ist sehr einfach fiir den Fall des 
rotationssymmetrischen Magnetfeldes. Dann ist 9 = R und m = const, und 
das Teilchen fiihrt in x- und z-Richtung Schwingungen?) um das Sollteilchen 
mit den Frequenzen 


oO, = Vi—nw, 0, =Vna, (53) 
aus. Damit es sich dabei um wirkliche Schwingungen (reelle Frequenzen!) 
und nicht um exponentiell anwachsende Amplituden handelt, mu8 nach (53) 

) 


O0O<n<1 unddamit @,,w, < a (54 
sein. 
b) Stabilisierwng durch alternierenden Feldindex 


Schwieriger wird es im Falle des Synchrotrons, in welchem sich 9, u und 1 
infolge der feldfreien Bahnstiicke in der Regel periodisch mit der Umlaufs- 


1) Dabei haben wir jedoch die (langsame) zeitliche Anderung der Frequenz wy vernach- 
lassigt. Zusammen mit dem oben bereits vernachliassigten Dampfungsglied folgt (adia- 
batische Naherung) 


’ t i ‘ 
Re ~ exp pits fe ) divecs (0) Wo (0) coil Ry (t) 3 Po (0) 
0 0 
0 


W(t) Wo(t)  Ro(O) BM (t) 


vorausgesetzt, daB n zeitlich konstant ist (Betatron, Synchrotron). 
2) Diese Schwingungen haben den nicht ganz gliicklichen Namen ,,Betatronschwin- 
gungen“ bekommen — wie man sieht, treten sie bei allen Zirkularbeschleunigern auf. 
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frequenz oder einem ganzzahligen Vielfachen N davon andern’). Die Glei- 
chungen (52) gehéren damit zu dem in der Mathematik wohlbekannten Typ 
der ,,Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten‘‘*). Wir notieren 
hier nur kurz die wichtigsten Eigenschaften: Nehmen wir an, da das Magnet- 
feld N Perioden pro Umlauf hat. Fiihren wir also als neue Variable dann 
y = N¢ ein, so lautet z. B. die Differentialgleichung (52b)*) 

az R n 

ge tiae=% 10) = oa ae (55) 


wo f(x) eine reelle periodische Funktion von x mit der Periode 27 ist: 


f(x + 22) = f(x). (55a) 
Die Gleichung (55) hat dann 2 linear unabhangige Losungen z,, z_, so daB 


z+ (% + 2%) = 042,(Z), 
z_(y + 2a) = 0-2(y), (56) 
C202 


wobei o, und o_ von x unabhangige Konstanten sind, die (in meist recht 
komplizierter Weise) vom Verlauf der Funktion f(y) abhangen [vgl. unten]. 
o., o_ sind ferner entweder beide reell oder konjugiert komplex zueinander ; 
im letzteren Fall miissen beide nach (56) den Betrag eins haben. Es gibt also 
fiir die Konstanten o,, o_ zwei grundsatzlich verschiedene Moglichkeiten : 


1. |o,| =|o_| = 1: dann bleibt jede der Losungen z,, z_ fiir alle Werte 
von v beschrankt und somit auch jede beliebige Losung der Dgl. (55), die 
sich ja als Linearkombination der beiden Losungen z., z_ darstellen lassen 
mu8. Diese Losungen nennt man stabil. 


2. |o4| > 1 oder |o_| > 1: dann wachst eine der beiden Losungen (56) 
exponentiell mit yan, die andere fallt exponentiell mit y ab. Somit wachsen 
alle Lésungen der Glchg. (55) exponentiell mit y an‘). Diese Loésungen 
nennt man instabil. 


Nach dem Gesagten ist es klar, daB die Kigenschaft der Stabilitaét oder In- 
stabilitat (abgesehen von dem erwahnten Spezialfall) nicht von den Anfangs- 
bedingungen, sondern ausschlieBlich von der Gestalt der Funktion f(y) ab- 
hangt. Veraindert man einen geeigneten Parameter der Funktion f(y), so ver- 


1) Dies gilt fiir den Fall, daB z. B. N feldfreie Sticke regelmaBig tiber den Umfang des 
Beschleunigers verteilt sind, allgemein also, wenn das Magnetfeld N Perioden pro Um- 
lauf hat. 

*) Zur Theorie der Dgln. mit periodischen Koeffizienten vgl. z.B. J. MEIXNER u. F. W. 
SCHAFKE, Mathieusche Funktionen und Spharoidfunktionen, Springer-Verlag 1954. 

5) Das folgende gilt sinngemaB natiirlich auch ftir die -Bewegung. Hier wire [vgl. (52)] 


f(x) = BR? (1—n)/o? N?. 
4) Abgesehen natirlich von dem physikalisch uninteressanten Fall, daB der Koeffizient 


des exponentiell anwachsenden Gliedes infolge ganz spezieller Anfangsbedingungen 
gerade verschwindct. 
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Adert man damit die Stabilitatseigenschaften der Lésungen. Ein einfaches 
jeispiel ist f(x) =a-+ bcos oe (57) 


bb. 1 zeigt die stabilen bzw. instabilen Bereiche fiir die Parameter a und b. 
s dem obigen folgt, daB im Falle 1 (vgl. oben) o, und o_ auf dem Einheits- 
‘eis in der komplexen Ebene liegen und konjugiert komplex zueinander sind, 

und da im Falle 2 o, und o_ 
: auf der reellen Achse liegen und 
durch Spiegelung am _ Einheits- 
kreis ineinander wtbergehen. Der 
in Abb. 2 dargestellte geometrische 


[+f 


= 


! 


|- 
| 
I 
Abb. 1. Abb. 2. 


it aller méglichen Werte von o,, o_ hat also Verzweigungspunkte 
-jei +1 und —1. Eine kontinuierliche Veranderung eines Parameters 
d:. B. von b in dem Beispiel (57)] 1aBt die Punkte o,, o_ auf dem Einheitskreis 
tandern. Nach Erreichen eines Verzweigungspunktes bewegen sich o, und o_ 
“flormalerweise ein Stiick auf der reellen Achse (instabiler Bereich), um dann 
‘ef. wieder zum Verzweigungspunkt zuriickzukehren und ihren Weg auf dem 
WVinheitskreis fortzusetzen (stabiler Bereich). 

flehren wir nun zum eigentlichen Problem der Betatronschwingungen im 
fynchrotron zuriick. Wenn ein Teilchen zunachst auf der Sollbahn umlauft 
‘nd dann (z. B. durch einen ZusammenstoB mit einem Restgasatom) irgend- 
Vann um einen kleinen Winkel ¢« in z-Richtung abgelenkt wird, also eine 
Setatronschwingung um die Sollbahn beginnt, so méchte man natiirlich die 
,tlaximalamplituden zmax der Betatronschwingung modglichst klein halten. 
Holange die linearen Bewegungsgleichungen (52) gelten, ist natiirlich zmax ~ €; 


—— 


£ ee Rot ides tet 


@max d QP Z2max 


(58) 


i) Entsprechendes gilt natiirlich, wie oben betont, auch fiir eine Ablenkungin z-Richtung. 


z 
lp bezieht sich natiirlich auf die Stelle, wo die Ablenkung « erfolgt. 
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ein MaB fiir die Giite der Stabilisierung, d. h. je groBer &, desto kleiner di 
Maximalamplituden, und desto kleiner die Abmessungen der Vakuumkammes 
die zur Erreichung einer bestimmten Teilchenintensitat notig sind. Nun ia 
im rotationssymmetrischen Feld 


é, = C2 = yn, ee VEST ae (55 
0 


Man wiirde also eine bessere Stabilisierung erreichen, wenn man sowohl w 
als auch w, erheblich vergré8ern koénnte. Wegen 7 = Ny ist nun’) 


1 
Ein dz 
dy @max 
wobei (dz/d7)/zmax nur von den Parametern von f(y) [vgl. z. B. (57)], d. 


nur von o,,o_ abhingt. Es ist nun plausibel und wird tatsachlich dure: 
genauere Untersuchungen bestatigt, da: 


(66 


b (dz/dy)/Zmax etwa in der Mitte des stabilee 
Bereichs, d. h. also etwa fiir o, = + 7 sei! 

io cf Maximum hat. In diesem Fall reproduzieres 
~ 06 sich z, und z_ [vgl. (56)] nach 4 Felco 
O oe perioden, und somit ist w,/@) = N/4. Ma: 
Zs wird nun sicher vermuten dirfen, da8 dil 
g es Beziehung &,,, = @, z/@ [vgl. (59)] groBex 

4 ordnungsmafig auch weiterhin gilt. Infola 
” der Modulation der Bewegung durch de: 

‘ periodischen Feldindex wird die Stabil! 
Y sierungsgiite natiirlich etwas verschlechter 

SN werden, soda man ganz grob etwa Ew N/ 


spiral i; 7 GY, 2 bei o+= +7 erwarten darf?). Es ist ferne 
i V7] bekannt, da man in der Regel quantitati 

} sehr ahnliche Stabilitaétsdiagramme wr 

ne Abb. 1 erhalt, wenn man im Beispiel (57 

4 statt der Funktion a + 6 cos y eine ander 

/ einfache periodische Funktion wahlt, sofen 

a man nur wieder geeignete Parameter a uni 

-06 b einfiihrt?). Machen wir uns daher die Ver 

haltnisse an der Abb. 3 klar, welche de 

zentralen Teil der Abb. 1 darstellt. Nehme: 
Abb. 3. wir N >1 an, so sind im Falle 0 <n < 

sowohl a als auch 6 [vgl. (55)] klein gege 

eins, d. h. die beiden ,,Arbeitspunkte“ fiir die x- bzw. z-Bewegung liegen im sta 

bilen Bereich in der Nahe des Ursprungs. Wiinschenswert fiir eine méglichs 


1) Es ist hier itibrigens zu beachten, da z,,, davon abhingt, an welcher Stelle y d! 

Ablenkung des Teilchens erfolgt. Man benutzt daher entweder das absolute Maximu1 

VON Zmax (bei vorgegebenem ¢) oder einen geeigneten Mittelwert fiir die Definition von ‘ 
2) Bei nicht zu kompliziertem f(x), vgl. (57). 

3) Man kann z. B. a und b als die beiden ersten Fourierkoeffizienten der betrachtale 

periodischen Funktion auffassen. Kine ,,Abnliche“ Funktion soll dann bedeuten, da8 d 

héheren Fourierkoeffizienten klein gegen 6 sind. 
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Rn Rk? 1—n 
iba o Ne’ fe(y¥) = o we” 
_fann dies nur erreicht werden durch ein n, welches im Laufe einer Magnetfeld- 
\feriode derart zwischen hohen negativen und hohen positiven Werten alter- 
tiert, daB fiir die x- als auch z-Bewegung!) (20) (21) 


N>1 (61) 


| a<b, b&0,3 (62) 
‘st. Es ist nach (61) dann?) 
w 4 lal pe 
by Ne? tiseli. Neue 0,25. (63) 


Ja man bei groBen Beschleunigungsanlagen (groBes R) recht erhebliche Feld- 
jadices n ohne groBe Schwierigkeiten erreichen kann, kann man nach (62) 


4 Rs ist némlich leider technisch unméglich, die einzelnen Feldperioden genau 
leich zu machen; infolge unvermeidlicher Herstellungsfehler werden sich 


“bwangslaufig kleinere Abweichungen von der strengen Periodizitat [vg]. (55a)] 


Zi(% + 2) = A,2,(7), 
2(y-+22N) =A2z(y), (64) 
A= YF 


i) Nach (61) ist (fir n> 1) f, ~—f, und somit b, ~b,. In der angelsadchsischen 
Literatur wird die Stabilisierung durch alternierenden Feldindex mit ,,strong focusing“ 


22 


} aa 1 
iio ist | n| = 2, a, = ———~ n(x) dx = 0 

Bet | th te = Sas / (x) dx 
ne | 
ui os Z 

j 1 : 21 ; 4 1% 
Hig b, Sab ala ih n(x) sin ydy= aN? / sin ydy = eT 
oy 0 0 


IL. h. fiir diesen Fall gilt (63) exakt. Fiir ahnliche Funktionen f(z), d.h. wenn die héheren 
|fourierkoeffizienten von f(y) klein gegen b sind, liefert (63) zumindest die richtige 
)3r6Benordnung. Fiir quantitative Aussagen muf man natiirlich fiir jede Funktion f(y) 
jlas zugehérige spezielle Stabilitatsdiagramm auswerten. 
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haben, wobei das oben iiber o, und o_ Gesagte nunmehr sinngemaB fi 
A, und A_ gilt. 
Da wir indessen annehmen wollen, daB die Abweichungen von der Periodizitii 
klein sind, so wird annaéhernd 


Apo. (66. 


sein, allerdings mit folgendem wesentlichen Unterschied: wahrend z. B. a 
in der komplexen Ebene von +1 nach —1 lauft, durchlauft 2, wegen (65 
N/2-mal den Einheitskreis im positiven Sinn. Dabei durchlauft es N — 1-ma 
die Verzweigungspunkte —1 bzw. +1. Bei strenger Periodizitat wiirde aw 
dem oben Gesagten folgen, daB es sich hier wirklich nur um ein einfache: 
Durchlaufen handelt, denn dann ware stets |o,| = |o_| =1. Die Verletzun: 
der strengen Periodizitat wird jedoch in der Regel zur Folge haben, daB 4. 
(und entsprechend j_) in den Verzweigungspunkten kurz auf die reelll 
Achse ausweicht, bevor es wieder auf dem Hinheitskreis weiterlauft. Da: 
bedeutet, daB der stabile Bereich nunmehr von N — 1 schmalen instabile: 
Bereichen, sog. ,,Stoppbandern‘‘, durchzogen wird, und zwar jedesmal, wen: 


o’ =+1 oder o¥ =—1 


ist, m.a. W., wenn nach einem Umlauf gerade ein ganz- oder halbzahlige 
Vielfaches einer Betatronschwingung vollendet ist. Dies gilt nattirlich sowok 
fiir die x- als auch fiir die z-Richtung. | 
Wir haben indessen noch einen anderen Effekt zu betrachten: wir hatte: 
oben 0 B,/0% = 0 vorausgesetzt. Auch diese Bedingung kann wegen unver 
meidlicher Herstellungsfehler nicht garantiert werden. Ein von null vex 
schiedenes 0 B,/0 x gibt, wie man leicht sieht, eine Kopplung zwischen der a 
und z-Bewegung, und zwar ist der Fehler wiederum periodisch in y mit de 
Umlaufperiode 2 7 N. Wir teilen hier nur die Konsequenzen dieser Kopplun 
mit: es ergeben sich weitere Stoppbinder, und zwar dann, wenn die Summ: 
der Betatronschwingungen in x- und z-Richtung pro Umlauf gerade eine ganz 
Zahl ist!). Alle diese Stoppbander setzen der praktisch erreichbaren Stabil. 
sierungsgiite eine obere Grenze, welche bei groBen Beschleunigungsanlage: 
viel tiefer liegt als diejenige, die man allein auf Grund des technisch real 
sierbaren Feldgradienten erhalt: infolge von Sattigungserscheinungen dnder 
sich nimlich im Laufe des Beschleunigungsprozesses der Feldgradient, un: 
bei hohem N (bzw. n) wiirde bereits eine kleine prozentuale Anderun 
genugen, um den Arbeitspunkt auf ein Stoppband zu bringen. Die Feldfehle 
haben, abgesehen von den Stoppbindern, noch eine weitere unangenehm 
Konsequenz: sie erniedrigen ganz allgemein die Stabilisierungsgiite, ins 
besondere natiirlich in der Nahe der Stoppbander?). 

Ks gibt tibrigens noch weitere Feldfehler, die hier nicht besprochen wurder 
weil die von ihnen erzeugten Stoppbinder mit den schon aufgezahlten zu 
sammenfallen. Es sind dies Feldfehler, welche auf inhomogene Differential 
1) Diese Formulierung bezieht sich nur auf den tiefsten Stabilitatsbereich, der indesse 
fir die Stabilisierung der Betatronschwingungen bei weitem der giinstigste ist. | 
2) Aus diesem Grunde mu8 manin jedem Falle versuchen, die Feldfehler méglichst klei 
zu halten, auch wenn der Arbeitspunkt nicht in die Nahe eines Stoppbandes komm‘ 


Teilchenbahnen in Zirkularbeschleunigern 287 


gleichungen fiir die Betatronschwingungen fiihren!). Die stationiren Lé- 
| sungen dieser Differentialgleichungen beschreiben dann allerdings keine 
Betatronschwingungen, sondern die von den Feldfehlern bedingte Abwei- 
* chung der realen Sollbahnen von der idealen. Hier kénnen natiirlich Resonanz- 
, erscheinungen auftreten, so da diese Abweichungen in bestimmten Fallen 
} theoretisch unendlich werden, d.h., daB in linearer Approximation keine 
_ geschlossene Sollbahn existiert. 

Alle diese Schwierigkeiten miissen im Prinzip natiirlich sinngemaB auch bei 
| Fehlern des rotationssymmetrischen Feldes auftreten. Wegen 0 <n <1 
gibt es nach dem Obigen allerdings nur Stoppbander bei 


Yn=z, 1 


fiir die z-Bewegung , 


fiir die x-Bewegung, 


ml oo | 


Vi-n=—, n= 


so da8 man in Betatrons und Synchrotrons geniigend Spielraum fiir die 
Konstruktionsparameter hat, um auch ohne kritische Anforderungen an die 
Herstellungsprazision stets in hinreichender Entfernung von den Stopp- 
bandern zu bleiben und unzulassige Amplitudenerhéhungen bei den Beta- 
tronschwingungen zu vermeiden. Beim Zyklotron und Synchrozyklotron mu8 
man allerdings — da man mit n = 0 startet — dafiir sorgen, daB stets 
n < 1/4 ist (vgl. jedoch Abschnitt V), da man sonst an dieser Stelle viele 
Teilchen verlieren wirde”). Die Auswirkungen der Feldfehler wurden im 
ubrigen hier nur sehr oberflichlich diskutiert; nahere Einzelheiten finden 
sich jedoch u. a. in (4), (15a), (28). 


d) Betatronschwingungen bei Abweichungen von der Sollenergie 


In dem Falle, daB die Energie des Teilchens nicht mit der des Sollteilchens 
iibereinstimmt, miissen wir auf die Glchg. (28) zuriickgreifen. Nehmen wir 
an, daB sich auch W, nur langsam im Vergleich zu den Betatronschwingungen 


andert °), kénnen wir wieder alle Terme mit Wo W, und ©, &, streichen und 
erhalten aus (35) und der auf die Sollbahn bezogenen Glchg. (4): 


R, a w [119 Ito] a i {(B, Ro] a6 [Bo Ri} (66) 


1) Zu dieser Kategorie gehért z. B. ein Fehler im Fihrungsfeld B, selbst. Die Inhomo- 
genitat in der Differentialgleichung ist dann, im Gegensatz zu (71), periodisch in g mit 
der Periode 2 x. 

2) Da sich der Arbeitspunkt wegen der Zunahme von Ry und der damit verbundenen 
Anderung von 7 nur einen Bruchteil der Beschleunigungszeit im Stoppband befindet, ist 
dieses nicht ganz so kritisch wie beim Synchrotron oder Betatron, wo ” praktisch kon- 
stant ist. 

8) Diese Voraussetzung ist eine notwendige Bedingung dafiir, daB wir Betatron- und 
Phasenschwingungen getrennt voneinander behandeln diirfen. 

21 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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bzw. nach Transformation auf das sich mit der Winkelgeschwindigkeit uy 
drehende Bezugssystem [vgl. (38)] statt (39) 


os — TS — Fp Cate) — 5p [a (67) 
Diese Glchg. unterscheidet sich von Glchg. (39) nur durch den Zusatzterm 
— rc [uo St] = — Uo Vol. (68) 
Ferner gilt (47) nicht mehr, sondern es ist?) 
A2 = RZ + Wy, = v? = my + 2yy,, (69) 
und somit haben wir statt (38) 
(ty) = ua + y = vy. (70) 


Wir erhalten also folgende Zusatzterme zur Glchg. (52a) 


U W. ue Wate R2 p 
a ee 


0 pe Go Po 
at UY 
und zur Glchg. (52c) —=h,—, 
Wo % 
so daB wir nunmehr statt (52a, c) 
R 
a) dy + a0 “= 0 og F 
AP Qo % (71) 
2 R R2 
bye er Sy 
dg Go Po 


haben. Die Bewegungsgleichungen sind also nunmehr inhomogen. Die 
stationaére Lésung dieser Gleichungen beschreibt dann eine neue geschlossene 
Bahn, um welche das Teilchen dann wieder die bereits untersuchten Beta- 
tronschwingungen ausfiihren kann, die natiirlich nach wie vor den homo- 
genen Gleichungen gentigen. Fir das Weitere interessiert uns insbesondere 
die Anderung R, des mittleren Radius der neuen Bahn gegeniiber der Soll- 
bahn. In der Bee benutzten Naherung ist 


a 
20k, = $ edyy = of = doo. (72) 
0 


Integrieren wir (71 b) tiber einen Umlauf der geschlossenen Bahn, so erhalten 
wir wegen”) a 


pan 
P Gp 2% = 9 (73) 


1) Es ist zu beachten, dal v, + | R,| ist. v, ist die der Energiezunahme W, entsprechende 
Geschwindigkeitseunahme:: Vv =U + YY. 

*) Kigentlich diirften wir iiberall nur von g) = 0 bis gy = 2” — {y(2m) — y(0) }/ Ry 
integrieren (vgl. auch Anhang B), da die Bahn dann bereits geschlossen ist. Eine Inte- 
gration von 0 bis 2 z gibt indessen fiir (72) bis (74) nur Fehler 2. Ordnung, die in der hier 
vorliegenden linearen Approximation sowieso nicht berticksichtigt werden. 
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4 sowie mit (72) und 2 § 2% — = [vel. (12)]: 
y 0 


227 Oo 
Pr Rk, 
ES 5: cal 
Po ( ) RB 
Ry $ (L—n) + dy (74) 
mit K(n) = 5 Stitt OM Gt 


( Die dimensionslose GréBe K(n) ist wegen der Linearitit der Dgl. (71b) 
» natirlich unabhangig von p,, sie hingt nur von der Geometrie der Sollbahn 
© (Qo!) und dem Verlauf des Feldindex n ab. K(n) muB fir jeden Einzelfall 
4 gesondert auf Grund der stationéren Lésung von (71b) berechnet werden; 
Y im Spezialfall des rotationssymmetrischen Feldes sind x und og) = Ry in- 
> dessen konstant und somit*) 


K(n) =1—n. (75) 


f Fiir das weitere vermerken wir jedoch, da8 K(n) im Fall des Synchrotrons 
} mit alternierenden Feldgradienten in der Regel gréBer als 1 ist”), was eine 
} weitere Komplikation fiir diesen Beschleunigertyp bedeutet (vgl. Abschnitt 
|. IV. Bd). 


* B. Phasenschwingungen 


( Die zeitliche Anderung der Abweichung W, von der Energie W, des syn- 
| chronen Teilchens wird dann durch die Glchg. (36) beschrieben. Nach dem 
| oben Gesagten ist mit der Energieinderung W, gleichzeitig eine Anderung 
| 22, des Bahnumfanges verbunden. Beides zusammen hat eine Frequenz- 
{ 4nderung zur Folge, welche dann die Phasenlage des Teilchens andert. Fiir 
|} den Phasenwinkel # gilt (vgl. Anhang A) 


0 =M [(w—w) dt =M | o,dt, 
$=Ma,, 


) wahrend Wy) = -,/M ist. Ferner folgt aus (31) und (11) wegen By Ry = Byoy 
i [vgl. (14)] 


(76) 


@, = «| Beth = a FoB, | = dq = 22a Rk, BR,. (77) 
0 


| 1) Wegen (54) ist dann stets 0 << K(n) < 1. 

' *) Die geschlossene Bahn hat von der Sollbahn keinen konstanten Abstand wie im 

} Falle des rotationssymmetrischen Feldes, sondern wird durch den alternierenden Feld- 

' index moduliert, und zwar so, da8 sie stets in Richtung wachsender Feldstarke aus- 

gelenkt wird. Bei hinreichend grofem alternierendem n wird die tiber die neue Bahn 

| gemittelte Feldstarke sogar gréBer als die mittlere Feldstarke auf der Sollbahn. Das 
bedeutet nach (51) ein negatives effektives n und damit K(n) > 1 (20). 


Peol* 
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Aus den Beziehungen (20) sowie aus (74) und (31) erhalten wir ferner 


Dials tw aman ie a MO Oe 
po Wi—W?W, %» Wi—W Wy’ 
BO ee (78) 
Ry % = Wy Wi— K (n)W;’ 
Wee Wi— We @.. 
Wye) WEE) WF oy ' 
sowie (weil B, explizit von der Zeit abhaingt) 
Pee eae Fue pel NO" 79 
Do mat EK (n) = 0+ Km) bas Wi Wy ( ) 
SchlieBlich ergibt sich fiir die Strahlungsleistung (vgl. Anhang B) 
, 202 (Wy\* c dG 
eae -F(F) at ar” 
Way = — Wao {2K (n) + P(n)} Ws pe (80) 
ve ~ W2—K(n)W2 Moa, ’ 


z 
§ (1—2n) = dy 
Qo 
x AY 
isis pee 
$ aye 4 @% 
wobei P(n) aus dem gleichen Grunde wie K(n) von W, und R, unabhangig 
ist. Im rotationssymmetrischen Feld ist 2K(n) + P(n) = 3—4n. 
Mit Hilfe all dieser Beziehungen erhalten wir dann aus (36)"*) 
d { Wo (Wo— W;) K(n) 
dt |Ma W;— K(n) W? 


mit P(n) = 


— Woo (2K(n) + P(n)) a is : (81) 


— K(n) W? Mw? 
1 
= Tela (cos Jy — cos #). 


Diese Gleichung gestattet offensichtlich eine anschauliche Interpretation: 
sie ist die Bewegungsgleichung eines um eine Achse drehbaren starren K6r- 


pers, wenn wir W, (W2— W2) K(n) 


es Mo W?— K(n) W? 


(82) 


1) Die geschweifte Klammer ist iibrigens einfach W,/qp , vgl. (76) und (78). Wie man (81) 
ferner entnimmt, ist die Frequenz der Phasenschwingungen bei kleinen Amplituden von 


der GréBenordnung Ve V M/22 Wy w) < w (abgesehen natiirlich in der Nahe der kri- 
tischen Energie, vgl. IV B d). Daher sind nach (76) und (78) auch relativ groBe Ampli- 
tuden  — # mit kleinem w,, W, usw. vertriglich. Aus diesem Grunde diirfen wir nicht 
' einfach # = 0) + 0,, cos # = cos J — ¥ sin 9 setzen. 
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als dessen (zeitabhangiges) ,,Tragheitsmoment“!) und % als Drehwinkel 
interpretieren. Dieser Kérper steht dann unter dem EinfluB& eines konserva- 


tiven Drehmoments 1 
D = — eV (cos & — cos #) (83) 
22 
und einen proportionalen PnP e os ECDs 2) 
Ww; 1 . 
— 2 —___*___ ___\'@. 
la 0 — Wao ( K(n) zi P(n)) Km Ww Ma 0 (84) 


Das Drehmoment D oe durch Differentiation aus dem Potential 
U =— oz leas — %) cos Fy — (sin 3? — sin Oy)} 


dU 
dé 


(85) 
so daB = — 


Abb. 4. 


Das Potential hat natiirlich einen Extremwert fiir cos #.= cos J). Diese 
Gleichung hat indessen zwei wesentlich verschiedene Lésungen?) 


B= + |%). (86) 
Die stabile Lage ist dabei bestimmt durch (vgl. jedoch IV Bd) 


d?U dD|- eV 
airs ee Pea eee = —— gi By ‘ 87 
Bal a | |, } aq fino <9, du hae); <0 (87) 
Um diesen Winkel kann das Teilchen also anharmonische Phasenschwin- 
gungen ausfiihren. Man kann sich das Potential (85) an einer einfachen 
Skizze veranschaulichen (Abb. 4): Legt man an die Kurve 7 = sin # im Punkt 


1) Ist K(n) > 1 (vgl. IVA d), so ist O negativ fiir W) < V K(n) W,, vgl. unten IVB d. 
2) Dieser Term liefert jedoch nicht immer eine Dampfung, vgl. dazu unten Anhang E. 
3) Diese beiden Lésungen sind natiirlich nur mod 2 2 definiert. Wir setzen daher fiir das 
Folgende fest, daB —2/2 < % S< 2/2 ist (nach (19) muB cos # = 0 sein). 
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o = 0, die Tangente 7’ = (9 — 9) cos Jy + sin Jp, so ist die Differenz 7 — 7’ 
gerade proportional U. Wie man sieht, sind nur dann stabile Schwingungen 
um den Punkt J, mdglich, wenn stets 


<< — (88) 
ist1), Aus der obigen Interpretation folgt daher, daB stets 
of + U8) = 9 Mot + U8) < Ui &) (89) 


sein muB?). Da die Phasenschwingung gzemaB (84) gedampft ist, folgt daraus, 
daB die Bedingung (89) immer dann erfillt ist, wenn sie beim Start der 
Teilchen erfillt ist (vgl. jedoch Anhang E). Diejenigen Teilchen, die diese 
Bedingung nicht erfiillen, entfernen sich mit wachsender Winkelgeschwindig- 


keit § = Ma, und abnehmender Energie*) von der stabilen Phasenlage 0, 
und gehen damit fiir den BeschleunigungsprozeB verloren. 

Man entnimmt ferner der Abb. 4, daB der maximal zur Verfiigung stehende 
Phasenbereich @nin << 0 < Pmax = — Hy um so groBer wird, je naher % 
bei —z/2 liegt, d. h. je kleiner cos % ist. Es ist klar, daB um so mehr Teilchen 
zu Beginn der Beschleunigung eingefangen werden, je groBer dieser Bereich 
ist; ein kleines cos @ bedeutet andererseits natiirlich [vgl. (19)] wenig Energie- 
gewinn pro Umlauf, so daB man einen geeigneten KompromiB schlieBen muB. 
Aus (78) ergibt sich ferner der Zusammenhang zwischen Energieabweichung 
W, und Vergro8erung FR, des mittleren Bahnradius‘): 


Fate | Wwe W, 
R, K(n) W2—W2 W,’ 


Auch hier ist ein méglichst groBes K (n) (Stabilisierung durch alternierenden 
Feldindex) vorteilhaft, da es die Radialamplituden der Phasenschwingungen 
verringert und somit wiederum zu Einsparungen bei den Herstellungskosten 
fihrt. Eine VergroBerung von M vergréBert die Frequenz der Phasen- 
schwingung [vgl. (81)] und schrankt gleichzeitig den zulassigen Bereich 
von w, und damit von W, [vgl. (76), (89)] ein. Damit wird auch das maxi- 
male R, [vgl. (90)] kleiner. Andererseits fibrt eine Vergro68erung von M aus 
den gleichen Griinden zu einer Verringerung des Einfangvermégens. 

Fir die einzelnen Beschleunigungstypen ergeben sich im weiteren noch 
folgende Besonderheiten: 


(90) 


a) Betatron 


Hier ist V =0 und R, = const, ferner kann die Strahlungsdimpfung ver- 
nachlassigt werden (vgl. oben III A). Somit erhalten wir aus (81) (vgl. FuB- 


1) — %, ist positiv, vgl. (87). 

*) U hat fir # = — # ein relatives Maximum, vgl. (86) und (87). 

3) Vgl. dazu den Zusammenhang zwischen W, und @, in (78). 

‘) Die mit den Phasenschwingungen verkniipften Radialschwingungen (Schwingungen 
in x-Richtung) werden haufig als ,,Synchrotronschwingungen“ bezeichnet. Auch diese 
Bezeichnung ist nicht sehr gliicklich gewihlt, da die gleichen Schwingungen auch in 
anderen Beschleunigern auftreten, vgl. unten. 
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note auf §. 290) einfach 


oc eee ae, Wo (t) i. Uo (t) 
=0; W,(t) = W,(0) oe (0) W,(0) %9(0) ° (91) 


Wir sehen also, da W, im Laufe der Beschleunigung zunimmt und schlieB- 
lich den Grenzwert W, == cW,(0)/v)(0) erreicht. Zwischen Energieaénderung 


und Radiusinderung besteht jedoch die Beziehung [vgl. (90)] 


R, 1 we OW, 1 @ Wy 


Ry 1—n W2—W2W, 1—nw W,’ 


(92) 


so daB R, proportional 1/W,v) abnimmt und am Ende der Beschleunigung 
sich alle Teilchen in unmittelbarer Nahe vom Sollkreis befinden. Die Energie- 
inhomogenitaét W,(0) zu Beginn der Beschleunigung riihrt dabei weniger von 
der endlichen Breite der Energieverteilung bei der Injektion der Teilchen her 
als von dem Umstand, da8 sich die Injektion tiber ein gewisses Zeitintervall?) 
erstreckt, wahrenddessen die bereits injizierten Elektronen schon weiter 
beschleunigt werden. Es ist zu beachten, daB die relative Energieinhomo- 
genitat W,/W, bei hinreichend hohen Energien mit wachsendem W, abnimmt. 


b) Synchrozyklotron 


Bei der Phasenschwingung im Synchrozyklotron ist zu der allgemeinen Dis- 
kussion wenig hinzuzufiigen. Die Teilchen beginnen mit #(0)~0 (vgl. 
Anhang C) und werden so lange eingefangen, wie die Frequenzdifferenz o, 
der Ungleichung (89) geniigt. Wegen (0) ~ 0 lautet diese 


he {By cos Hy, — sin dy}. (93) 


6) é 
ads) fe eee 
24 rane “13 


c) Zyklotron 


Beim Zyklotron hatten wir gesehen, da8 die Teilchen auf der Sollbahn nicht 
beschleunigt werden kdénnen. Im Gegensatz zu allen anderen Zirkular- 
beschleunigern miissen die Teilchen hier eine Phasenschwingung ausfihren, 
und zwar ist es offensichtlich am giinstigsten, wenn sie moglichst lange im 
Gebiet cos # > 0 verweilen. Wegen cos #) = 0, ® = —2/2 [vegl. (87)] ist 
daher ein solches # (0) das giinstigste, welches die Teilchen von ihrer Anfangs- 
phase 3(0) ~ 0 (vgl. Anhang C) zunachst gerade bis = — 0) = + 2/2 
gelangen 14Bt, wo sie dann umkehren und schlieBlich bei & = —a/2 das 
Maximum an Energie erreicht haben — laufen sie tiber ¢ = — 7/2 hinaus, 
wird cos ? <0, und die Teilchen werden nach (36) wieder verzogert. Wir 


erhalten also aus der Differentialgleichung (81) bei Vernachlassigung der 
Dampfung ual : dict 

eee) yore ee i 4 
ape F a, ¢V sind (94) 


1) Dieses Zeitintervall ist natirlich dadurch begrenzt, dafX der Abweichung Rk, vom 
Sollkreis durch die Dimensionen der Beschleunigungskammer eine obere Grenze gesetzt 
ist. 
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’ und unter Beriicksichtigung der Bedingung § =0 fir 0 = 2/2 


eh 


Oo = — (1—sin 8) (95) 
M4 


6 dé 
die Vc sa 3 (96) 
aa eV V1i—sin 8 


Fir das Zyklotron ist [vgl. (36)] 


W, = 04 5 008 O, (97) 


und somit ergibt sich fiir die maximal erreichbare.kinetische Energie « 
ca | irae eVO oe . (98) 
2 1 Vi—sin 8 


wobei das Integral tiber # nach dem Obigen von # =0 itiber # = 7/2 nach 
9 = — 7/2 zu erstrecken ist. Die Integration ist elementar, und wir erhalten 
schlieBlich mit (82) und (75), wenn wir e/W, und n gegentiber 1 vernach- 


lassigen, 
€ e/W, OV, es ~ 
Ww, an eae on 


also eV cA € ( € 
= — +n). 100 
We, (14 V2) W,\W, Unae 


Wir konnen allerdings nicht erwarten, daB (100) betrefis der Abhiangigkeit 
von ” mehr als nur die richtige GroBenordnung liefert, da im Zyklotron n zwar 
klein ist, jedoch stark mit R variiert. Man muB daher die Differentialgleichung 
(18) direkt integrieren. Nehmen wir z. B. eine Variation des Magnetfeldes 
gemaB 


R 
Bh =aB; (1 +7[1—F)). peed (101) 
0 
ist =— R OB ~~ 2 Re 
an, So 1s Le BOAR ae ? Re? 
und eine Integration von (18) liefert (vgl. Anhang D) 
eV 1% Fa ( E / — 
W, Oy paw lw, +A + V2y tia) 


V ist also nach dem oben Gesagten die sog. ,,Einsatzspannung‘“‘, d. h. die 
untere Grenze fiir die Beschleunigungsspannung, wenn man eine kinetische 
Teilchenenergie ¢ erreichen will. Da V technisch begrenzt ist und y > 0 
sein muB, ist damit die héchste mit dem Zyklotron erreichbare Energie 
begrenzt. Zur Erzielung héherer Energien mu8 man daher die Frequenz 
®» = W, modulieren und damit zum Synchrozyklotron-Prinzip tibergehen. 


—— 
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_d) Synchrotron 


Auch tiber die Phasenschwingungen im ,,klassischen‘‘ Synchrotron (0 <n < 1) 
ist der allgemeinen Diskussion kaum etwas hinzuzufiigen. Ein ganz 
neuer Gesichtspunkt tritt indessen beim Synchrotron mit alternierendem 


| Feldindex auf, und zwar ist dort, wie oben betont, K(n) > 1. Dies hat zur 
| Folge, daB der auf der linken Seite von (81) auftretende Nenner 


W2 — K(n) W? 


fir kleine Energien W, < )K(n) W, negativ wird. Fir die obige Interpre- 
tation miissen wir also die Glchg. (81) mit —1 multiplizieren, wodurch das 
Vorzeichen des ,,Drehmoments“ D [vgl. (83)] geandert wird. Das bedeutet 
nach (87), da&B nunmehr % > 0 die stabile Phasenlage ist1). Erst bei Er- 


_ reichen der sog. ,,kritischen‘’ Energie Wx, = ) K(n) W, springt die stabile 


Phase von #) > 0 auf die ,,normale‘‘ Lage # <0 zuriick. Dies bedeutet 
natiirlich eine weitere Erschwerung fiir den Betrieb eines solchen Synchro- 
trons — falls es nicht méglich ist, die Teilchen oberhalb der kritischen Energie 
einzuschieBen2). Wir wollen hier indessen nicht auf die mit der Uberschrei- 
tung der kritischen Energie verbundenen Probleme beim Betrieb des Synchro- 
trons eingehen. Genauere Untersuchungen zeigen, daB es méglich ist, den not- 
wendigen Phasensprung von # > 0 nach % <0 technisch hinreichend 
genau zu bewerkstelligen, ohne da dabei zu viele Teilchen ,,auBer Tritt“ 
fallen und damit aus dem Beschleunigungsproze8 ausscheiden (4) [vgl. auch 
(23)]. 

Im Synchrotron ist Ry = const, weshalb es zweckmaBig ist, wo aus Glchg. (81) 
mit Hilfe von W2 — Ww? 

Rio? = 22 = @ —2— 


Ws 
zu eliminieren: 
Rd Wd 
Mc? dt W? iy We 
x Ws 
W 2K(n)+ P(n) R W? oe 
ey K(n) Mc Woe al eee 
Ws W? 
= = eV (cos #) — cos #). (103) 


V. Zusammenfassung und Erganzungen 


Die Theorie der Teilchenbahnen in Beschleunigungsanlagen ist natiirlich ein 
Spezialfall der Theorie der Bewegung geladener Teilchen im elektromagne- 


1) Entsprechende Vorzeicheninderungen ergeben sich auch fiir die Glchgn. (84), (85) 
und (88). 

2) Die alternative Méglichkeit, die krit. Energie héher als die Endenergie der Teilchen 
zu legen, st6&t bei hohen Endenergien auf uniiberwindliche Schwierigkeiten, da dies 
einen n-Wert erfordern wiirde, welcher weit iiber der durch die Feldfehler (vgl. IV A c) 
bedingten oberen Grenze liegen wiirde. 
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tischen Feld, die bekanntlich auf der Bewegungsgleichung (1) sowie den 
Maxwellschen Gleichungen basiert. Die letzteren treten allerdings direkt nur 
in den Gleichungen (17) und (42) in Erscheinung, da die Erzeugung des 
Magnetfeldes und des elektrischen Beschleunigungsfeldes nicht zum eigent- 
lichen Thema dieses Berichts gehért. Die prinzipiellen Unterschiede zwischen 
den einzelnen Beschleunigertypen kommen, soweit sie auf die Bewegung der 
Teilchen EinfluB haben, in der verschiedenartigen Bewegung der ,,Soll- 
teilchen‘‘ (Abschnitt III) zum Ausdruck. Von entscheidender Bedeutung fiir 
die einwandfreie Arbeitsweise der Beschleunigungsanlage ist jedoch die 
Bewegung der Teilchen, die nicht auf der Sollbahn laufen: es muB fiir jeden 
Beschleuniger, der einen Teilchenstrom endlicher Intensitat liefern soll, 
einen endlichen Bereich der die Teilchenbahn festlegenden Parameter geben, 
so daB die zu diesem Bereich gehérenden Teilchenbahnen wahrend der 
ganzen Beschleunigung in der Nahe der Sollbahn verlaufen; m. a. W.: die 
Sollbahn muB eine stabile Bahn sein. Dieser ,,Stabilisierung*‘ der Teilchen- 
bahnen ist der ganze Abschnitt IV gewidmet. Die ,,eingefangenen“, d. h. die 
zu dem erwahnten Parameterbereich gehérenden und daher am gesamten 
BeschleunigungsprozeB teilnehmenden Teilchen fiihren danach um das Soll- 
teilchen (in der Regel schwach gedimpfte) Betatron- und Phasen-Schwin- 
gungen aus, und manist bemiiht, diese ,, Anbindung an das Sollteilchen‘‘ még- 
lichst stark zu machen, um dadurch die Dimensionen der Beschleunigungs- 
kammer und damit die Baukosten moglichst gering zu halten. 

Im einzelnen ergeben sich folgende Besonderheiten fiir die verschiedenen 
Beschleunigertypen: 

1. Im Betatron gibt es keine eigentlichen Phasenschwingungen, sondern die 
Teilchen nahern sich im Laufe der Beschleunigung asymptotisch dem Soll- 
kreis, wobei jedoch eine endliche Energiedifferenz gegeniiber den Sollteilchen 
bestehen bleibt. Die erreichbare Endenergie ist prinzipiell durch die Strah- 
lungsdimpfung begrenzt. 

2. Im Zyklotron ist die Phasenschwingung entscheidend fiir die Energie- 
aufnahme, da das Sollteilchen nicht beschleunigt wird. Die Teilchen fiihren 
nur eine */, Phasenschwingung bis zum Energiemaximum aus. Das erreich- 
bare Energiemaximum wird durch die Anderung der Umlaufsfrequenz mit 
der Energie und den fiir die Stabilisierung der Teilchenbahnen notwendigen 
Verlauf des Magnetfeldes begrenzt. 

3. Im Zyklotron und Synchrozyklotron ist in der Mitte » = 0; die Ionen 
k6nnen zu Beginn der Beschleunigung daher in z-Richtung nicht durch das 
Magnetfeld stabilisiert werden. Wie man sich leicht qualitativ klarmachen 
kann, bewirkt zwar das elektrische Beschleunigungsfeld eine z-Stabilisierung 
fir } < 0. Da jedoch zu Beginn der Beschleunigung # > 0 ist, soll hier nicht 
naher darauf eingegangen werden; die Bewegung der Ionen ist also anfing- 
lich in z-Richtung tatsachlich nicht stabilisiert (17). 

4. Im Synchrotron kann ‘man durch das Prinzip des alternierenden Feld- 
index eine besonders gute Stabilisierung der Teilchenbahnen erreichen. 
Leider wird der theoretisch erreichbaren Stabilisierungsgiite durch unver- 
meidliche Herstellungsfehler eine entscheidende Grenze gesetzt. AuBerdem 
bringt das Prinzip durch das Auftreten einer ,,kritischen Energie‘ bei den 
Phasenschwingungen eine weitere Erschwerung fiir den Betrieb mit sich. 


Teilchenbahnen in Zirkularbeschleunigern 297 


| 5. Die beiden Beschleunigertypen, mit denen man prinzipiell beliebig hohe 
| Energien erzielen kann, sind das Synchrozyklotron und das Synchrotron. 
1 Aus Griinden der Wirtschaftlichkeit kommt fiir héchste Energien nur das 
4 letztere in Frage, da im Synchrotron die Sollbahn sich wahrend der Beschleu- 
} nigung nicht adndert und das Magnetfeld daher nur ein vergleichsweise 
) kleines Volumen auszufiillen braucht. 

| 6. Da die erzielbaren Teilchenenergien somit bei allen anderen Beschleunigern 
| (prinzipiell oder praktisch) begrenzt sind, ist fiir diese das Prinzip des alter- 
i nierenden Feldindex nicht sonderlich geeignet: Infolge des verhaltnismaBig 
} kleinen Radius kann man keine hohen n-Werte erreichen, und bei niedrigen 
) n-Werten bringt ein alternierender Feldindex nach dem Obigen keine sonder- 
/ liche Verbesserung der Stabilisierungsgiite. Ganz abgesehen davon wire das 
| genannte Prinzip beim Zyklotron und Synchrozyklotron wegen des verinder- 
' lichen Radius der Teilchenbahnen kaum ohne weiteres anwendbar. 


7. Zur Beschleunigung von Elektronen bis zu kinetischen Energien von der 
GroBenordnung 100 MeV ist das Betatron der geeignete Beschleuniger; zur 


| Beschleunigung von Protonen, Deuteronen etc. ist es dagegen nicht geeignet, 
_ da wegen der mindestens 2000mal gr68eren Ruhmasse der Sollkreisradius ent- 


sprechend groB sein muBte, und die Anlage viel zu kostspielig wiirde. Fir 


| diese Teilchen und vergleichbare Energien kommen Zyklotron (fiir niedrige 
| Energien) und Synchrozyklotron in Frage, welche wiederum fiir Elek- 
_ tronen ungeeignet sind: im Zyklotron konnte man Elektronen nur bis allenfalls 


~ 0,1 MeV beschleunigen [vgl. (102)], und im Synchrozyklotron miBte man 
die Frequenz so stark modulieren [vgl. (29)], daB das Betatron viel bequemer 
und wirtschaftlicher ist. Demgegeniiber ist das Synchrotron ein Beschleuniger, 
der sowohl fiir Elektronen als auch fiir schwere Teilchen gleich gut geeignet 
ist, wenn man hochste Energie erreichen will. 

Nach einem bisher noch nicht besprochenen Prinzip arbeitet das ,, Elektronen- 
zyklotron“ oder ,,Mikrotron‘‘. Wie wir oben gesehen haben, ist der Maximal- 
energie des Zyklotrons selbst im Falle n = 0 bei vorgegebener Beschleuni- 
gungsspannung eine obere Grenze gesetzt [vgl. (102)], da die Umlauffrequenz 
des Teilchens mit wachsender Energie abnimmt. Diese Schwierigkeit kann 
man jedoch umgehen, wenn man dafiir sorgt, daB die Umlaufszeit t = 2. 2/w, 
des Sollteilchens pro Umlauf gerade um ein ganzzahliges Vielfaches » der 
Periodenlinge 7 = 22/w, der Beschleunigungsspannung zunimmt: 


Ar=vT. (104) 


Dann passiert das Teilchen offensichtlich die Beschleunigungsstrecke stets in 
der gleichen Phase. 

Allgemein ist [vgl. (6)] 

22 W. 
7 


1(W) =1(W) (1+ 4) mit x(W,) = EE, 


gen 


wobei B zeitlich konstant und homogen sein soll. 
SchieBen wir die Teilchen mit einer Energie 


W(0)=W,+ eV, 
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ein, und ist zur Erfiillung der Beziehung (104) eine Mnstgeenfuhe eV cos 8 
pro Umlauf nétig, so ist mit den Abkiirzungen 


eV, eV cos d 
10) ae W, fp Op = 7 oe ; 
nach (105) At =«(W,)n. (106) 


Nach dem q-ten Passieren der Beschleunigungsstrecke ist dann die Umlaufs- 


zeit des Sollteilchens 
ty = t(W,) (L + 1 + 97). (107) 


Sorgen wir jetzt dafir, da8 
tT =uT, ym ganzzahlig, (108) 
ist, so folgt aus (104), (107) und (108) die Bedingung 
y x v 


Lick Joes! parate 


Da man aus technischen Griinden » und yw nicht sehr groB machen kann. 
folgt daraus, daB 7 etwa die GroBenordnung 1 haben mu8, weshalb dieser 
Beschleunigungstyp nur fiir Elektronen brauchbar ist. Weiterhin ergibt sich 
aus (104) — (106) 


een ee eae 
ec y ec uv 


und fiir den Bahnradius nach dem g-ten Umlauf 


= 5! Ba = = = + ¥(¢—1)] B,, 


Bg as ey = Sea seolrha 2 
(1 + % +97)? 


Das Elektronenzyklotron ist daher ein Beschleuniger mit variablem MM. 
Wegen der Veranderlichkeit von # ist es nur bis zu Energien von etwa 
10—20 W, wirtschaftlich. Aus diesen Griinden wird die Phasenschwingungs- 
gleichung eine Differenzengleichung, die man nicht mehr durch eine Diffe- 
rentialgleichung approximieren darf, sondern direkt lésen mu. Man iiber- 
legt sich aber leicht, daB die synchrone Phase %, negativ sein muB (1). Da 
das Magnetfeld homogen (n = 0) ist, existiert keine magnetische Stabili- 
sierung fur die z-Bewegung. Wegen #) < 0 wirkt indessen (vgl. oben 5.) das 
elektrische Beschleunigungsfeld stabilisierend (6). 

In dem vorliegenden Referat sind ferner — auch abgesehen von den in der 
Einleitung erwihnten Beschrankungen — aus Platzgriinden verschiedene 
Punkte nicht diskutiert worden, die indessen fiir die Theorie der Teilchen- 
bahnen doch mehr oder weniger wichtig sind. 

Der wichtigste davon ist wohl der Einflu8 der nichtlineaen Glieder in den 
Bewegungsgleichungen. Leider ist das Gebiet der nichtlinearen Differential- 
gleichungen mathematisch nur wenig erschlossen, so daB man nur wenig 
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tes sagen kann, auBer der Tatsache, daB sie bei den zuldssigen maxi- 
alen Abweichungen von der Sollbahn sicher nicht ohne weiteres vernach- 
igt werden diirfen. Insbesondere bei den groBen Synchrotrons mit Stabili- 
erung durch alternierenden Feldindex bediirfen diese Dinge noch ein- 
hender Untersuchungen (4). Ein spezieller Einflu8 nichtlinearer Glieder ist, 
8 sie auch in einer ,,idealen‘‘ Maschine eine nichtlineare Kopplung 
wischen den beiden Betatronschwingungen bewirken. Dies hat z. B. zur 
olge, daB fiir w,/w, = 1,2 usw. sich eine reine z-Schwingung in sehr kurzer 
eit in eine z-Schwingung verwandelt. Da beim Zyklotron und Synchro- 
yklotron die zulassigen z-Amplituden normalerweise viel gréBer als die 
uladssigen z-Amplituden sind, kann also bei 


o ji —n 
=a | = 1,2... usw. 
oO, n 


sin erheblicher Teilchenverlust eintreten, was auch tatsachlich fir n = 0,2, 
1h. w,/w, =2 beobachtet wurde. Man muB daher mit dem Feldindex 
Te’ unter 0,2 bleiben, wenn man diese Schwierigkeiten umgehen 
ill (19). 

Des weiteren werden die Teilchenbahnen noch von der Streuung an den 
Atomen des Restgases und — bei groBen Intensitéten — durch Raum- 
adungseffekte beeinfiu8t. Diese Effekte spielen natiirlich um so weniger eine 
Rolle, je besser die Stabilisierung ist. AuBerdem nimmt ihr EinfluB mit 
wachsender Energie stark ab, so daB sie praktisch lediglich bei der Diskussion 
jes Einschiebens zu beriicksichtigen sind. 

Ein weiteres Problem ist der Einflu8 der Strahlungsdampfung auf die Teil- 
shenbahnen: Die im Anhang B zusammengestellten Formeln beziehen sich 
auf inkoh&rente Strahlung. Infolge der Dampfung der Phasenschwin- 
zungen besteht indessen die Moglichkeit, daB die Teilchen im Laufe der 
Beschleunigung immer enger zusammenriicken und schlieBlich beginnen, 
coharent auszustrahlen, was die Strahlungsverluste betrachtlich erhdhen 
ind damit méglicherweise die weitere Beschleunigung in Frage stellen wiirde. 
Es zeigt sich indessen, da8 die Schwankungserscheinungen infolge der Aus- 
strahlung energiereicher Quanten diesen Effekt verhindern, auf der anderen 
Seite jedoch zur erneuten Anregung der Phasenschwingungen fihren. Ins- 
pesondere bei der Beschleunigung von Elektronen auf hohe Energien muB 
man daher durch eine hohe Beschleunigungsspannung V pro Umlauf und 
sleines cos %, fiir eine gute Phasenstabilisierung sorgen, so daB die Elek- 
Tonen nicht durch Ausstrahlung energiereicher Quanten aus dem stabilen 
Phasenbereich entweichen und somit fir die weitere Beschleunigung verloren- 
gehen (18). 

Es hat nach den Ausfihrungen des Abschnitts IV Ab zunachst den Anschein, 
jaB die Lineardimensionen der Beschleunigungskammer cet. par. proportio- 
aal der reziproken Stabilisierungsgiite £ [vgl. (58)] sind. Dabei ist jedoch 
nicht beriicksichtigt worden, da8 man zur Erzielung einer optimalen Teilchen- 
ntensitat den ,,Ausgang“‘ der Teilchenquelle (VAN DE GRAFF-Generator, 
Linearbeschleuniger usw.) ionenoptisch an den ,,Eingang“‘ des Synchrotrons 
.anpassen“ mu8. Das so erzielbare Optimum ist aber seinerseits wieder von 
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der Wellenlinge (bzw. Frequenz) der Betatronschwingungen und damit vor 
der Stabilisierungsgiite & [vgl. (59)] abhangig, so daB die Lineardimensioner 
der Beschleunigungskammer schlieBlich nur proportional €~‘/ sind (4). De 
normalerweise é, ~ &, ist [vgl. Text vor Gl. (61)], ist somit der Querschnitt 
der Beschleunigungskammer proportional £1. Bei diesen Uberlegungen is# 
jedoch noch nicht beriicksichtigt, da8 auch die Radialamplitude der Phasen- 
schwingungen (Synchrotronschwingungen) bei Stabilisierung durch alter- 
nierenden Feldindex erheblich verringert wird [vgl. (90)]. Dies erlaubt natiir- 
lich eine weitere Verringerung des radialen Durchmessers der Beschleu- 
nigungskammer?). 

Kiirzlich wurde ein neuer Typ von Zirkularbeschleunigern vorgeschlagen®), 
der mit einem zeitlich konstanten Magnetfeld auskommt. Die zugrunde- 
liegende Idee ist dabei die folgende: Damit die Radialdimensionen der Be- 
schleunigungskammer moglichst klein werden, muB das Magnetfeld stark 
mit wachsendem Bahnradius ansteigen. Das wiirde natiirlich hohe Instabili- 
tit fiir die z-Bewegung bedeuten. Zur Stabilisierung verwendet man daher 
wieder das Prinzip des alternierenden Feldindex, jedoch in der Form, dah 
man B selbst (d.h. eigentlich den Kriimmungradius g) alternieren 1aBt, 
natiirlich in der Weise, da8 einerseits ein méglichst groBes mittleres B (m. a. 
W. ein méglichst kleiner Bahnradius) resultiert und andererseits eine aus- 
reichende Stabilisierung gewahrleistet ist. Da in die Differentialgleichungen 
fir die Betatronschwingungen [vgl. (52)] nur der Feldindex » eingeht, 
bleiben sie ungeindert; lediglich der Arbeitspunkt im Stabilitatsdiagramm 
ist den obigen Forderungen anzupassen, da zwischen moglichst guter Stabili- 
sierung und méglichst groBem mittleren B ein geeigneter Kompromi8 ge- 
schlossen werden muB. Die Vorteile dieses Beschleunigertyps liegen auf der 
Hand: Vereinfachung der Stromversorgung der Magnete (Gleichstrom 
statt Wechselstrom); die Magnete konnen statt aus Dynamoblech aus GuB- 
eisen hergestellt werden; Sattigung und Remanenz spielen keine groBe Rolle; 
die bei den tiblichen Synchrotrons einzuhaltende Beziehung zwischen Magnet- 
feldstarke und Frequenz [vgl. (32)] entfallt; man kann ohne wesentliche 
Schwierigkeiten zu kleinen EinschuBenergien iibergehen u. a. m. Der wesent- 
liche Nachteil ist die erhebliche Reduktion des mittleren Fiihrungsfeldes, so daB 
man mit einer VergroBerung des Umfangs um einen Faktor 3—5 gegeniiber 
den tiblichen Synchrotrons rechnen mu8. Da die Entwicklung dieses neuen 
Beschleunigertyps noch nicht abgeschlossen ist, soll hier nicht auf weitere 
Kinzelheiten eingegangen werden. Das hier beschriebene Prinzip kann iibri- 
gens auch auf die anderen Zirkularbeschleuniger (Betatron, Zyklotron) 
tbertragen werden’). 


1) Dies bringt bei groBen Synchrotrons sogar den entscheidenden Vorteil der genannten 
Stabilisierung. 

?) K. R. Symon, Fixed field alternating gradient accelerator, Bull. Amer. Phys. Soc. 80, 
13 (1955); L. W. JoNEs, K. R. Symon, K. M. TERWILLIGER and D. W. KErst, Syn- 
chrotron application of reverse field types of fixed field alternating gradient magnets, 
Bull. Amer. Phys. Soc. 80, 14 (1955). Vgl. ferner auch die MURA (Midwestern Universi- 
ties Research Association) — Berichte. 

8) K. M. TERWILLIGER, L. W. JoNEs, D. W. Kerst and K.R. Symon, Application 
of the fixed field alternating gradient principle to Betatrons and Cyclotrons, Bull. Amer. 
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T, Anhan ge 
|. Die Hochfrequenzbeschleunigung 


ie elektrische Feldstarke H = |€,| 148t sich folgendermaBen als Funktion 
n y und der Zeit ¢ schreiben: 


E(9,t) = =| V; cos { [w,dt —a;} 6(p — ;). 


dabei ist angenommen, daB sich jeweils bei y = g; die 1-te Beschleunigungs- 
i: befindet, deren Linge klein gegen R angenommen wird. Nun ist 


[ wdt, Wy/@) = M [vgl. (9) und Kap. III, 1], so daB das Sollteilchen 
hrond eines Umlaufs maximal die Spannung 


V= ¢ Endt =P $ Edgy 
| ips V; cos (M gy — a) 6 (% — 9) AP 
= 2' V; cos (Mg; — a) 


sc kann. Natitrlich bestimmt man die Phasen so, daB V méglichst 
roB wird; folglich wihlt man 


| a; = Uq;, 


| 


ind damit wird V = )'V>. 
Antwickelt man # in eine Fourierreihe, so erhalt man 
i (y,t) = as V; cos (/ wp dt — M q,) 
we R i 
SE = oF cos hg; cos hg + Dis sin hg; sin ng). 
hol 


Dieser Ausdruck 1aBt sich wie folgt umformen: 
1 
———— Ve — J 
E(q,t) SE > Veo ({ wy dt M 9;) 
+ 2 cos ({ wp»dt — Mg; + hy; — hg) 
h=1 
4+ ¥ cos (fardt — Mg, —hy + hg) |. (109) 
h=1 


Phys. Soc. 30, 14 (1955). Das hier beschriebene ,,Synchrotron“ ist eigentlich eher ein 
Synchrozyklotron, da das Magnetfeld zeitlich konstant ist und somit nicht mehr die 
»synchrone“ Frequenz der Beschleunigungsspannung festlegt. 
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Wir erhalten also Wellen, die mit der Phasenwinkelgeschwindigkeit 


auf der Teilchenbahn umlaufen, Nun ist es klar, daB im zeitlichen Mittel n 
diejenige Welle zur Beschleunigung beitragt, deren Winkelgeschwindigkei: 
gleich der Umlaufsfrequenz des Sollteilchens ist, also die Welle mit 


7) 
Wo = + aa h — M. 
Damit wird also, wenn wir alle anderen Terme in (109) streichen), 
V 
E(q,t) = Ink 8 { {opdt — Mo}. 
Setzen wir § = Mo — w = M(w — wm) = May, 


0 =| (Mo —a)dt = Mf w,dt, 


so erhalten wir also schlieBlich 


V 
B= 5p 08 8. 


B. Die Strahlungsdimpfung 
Der allgemeine Ausdruck fiir ©, lautet ”) 


ss2e. 1 a 
¢, = 303 i eee Pe i te =n c2(1 — 2) 
R 4 3 (RR)? 
+ eB) (sti * eB ae itt oe 
Vernachlassigen wir wieder die Energiezunahme, so ist R | K und [vegl. (4 
und (6)] ae : 
R = [(uR], 
KR = [ud] + [uN] 
= — wR + [u Ri]. 
Damit erhalten wir aus (110) 
i ie 28 — p 
W,=e(E,R) = 30 wu a—-Pp- 


Nun spielt die Strahlungsdémpfung nur bei relativistischen Energien ein 


Rolle, so da8 wir 
Cc 


W.\2 
Oca ale =-—, i 2 — pl 
P ‘ Q P ea 


1) Dies ist zulissig, weil das elektrische Beschleunigungsfeld insgesamt nur Krift 
liefert, die klein gegeniiber den Fiihrungskraiften des Magnetfeldes sind. 
*) Vgl. z. B. A. SOMMERFELD, Elektrodynamik, Akad. Verlagsges. Leipzig. 
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.setzen kénnen. Wir erhalten also 


22 /1\(wy* 2e (W\41 dg 
ESET jeacaatlvars 


Zur Berechnung von W,, miissen wir vor allem die Anderung Ao von ¢ beim 


Ubergang von der Sollbahn auf die zur Energie W, + W, gehdrende und 
durch die Differentialgleichungen (71) beschriebene geschlossene Bahn 
_untersuchen. Diese Anderung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: 


1. Die Anderung (y/ 2p) (9 09/9¢) von gy beim Fortschreiten um y in tangen- 
tialer Richtung von der Stelle g,; = y = 0. 


2. Die Anderung 0, beim Ubergang von der Stelle gy); y; 2 = 0 auf der Soll- 


bahn zur Stelle gy; y; « auf der W,-Bahn. 


y 90% 
Also ye a a 
Q Qo R, OD Q1 
' Wie man sich leicht tiberlegt'), ist ferner in 1. Naherung 
Set TOE el a 1 1 Oe eh 
ds; Rdg YA 002.00 ie 
Fae Teg POM eT Pay to 


Mit Benutzung der Differentialgleichungen (71) erhalten wir schlieBlich im 


_ extrem relativistischen Grenzfall (v, = 0) 


4 Po d Po x 2D, Led y 
—-=g9—> {1+ pl aha) + = > --— 5 dq. 
ar ear Qo pol t Bo dpe ™ 
Dabei ist zu beachten, daB das Integral tiber gy zunachst nur von g = 0 bis 
Yo = 2a — {y (2m) — y(0)}/Ry statt go = 27 zu erstrecken ist, da dann die 
W,-Bahn bereits geschlossen ist. Der letzte Term auf der rechten Seite liefert 
jedoch (in der hier betrachteten Naherung) gerade einen solchen Beitrag, daB 


2x 
d 
pee eek 4 = (2a) — I 
eee = C Go Po 
Wir erhalten also zusammen mit (74) schlieBlich | 


Wey = Woo SE{2K(n) + P(n)}, 
0 


mit Pay = 


1) Der erste Term auf der rechten Seite ist die Krimmung einer Kurve, die im Abstand x 
aquidistant zur Sollbahn verlauft, —d?x/ds,* ist die Kriimmung der tatsachlichen Bahn- 
kurve relativ zur obigen Kurve, und der zweite Term auf der rechten Seite ist die ge- 
samte Kriimmung der Bahnkurve. 

22 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Wie K (n) ist auch P(n) von W, usw. unabhangig. Im Falle der Stabilisierung | 
durch alternierenden Feldindex ist auch P(n) > 1. Im rotationssymmetri- 
schen Feld wird einfach P(n) = 1 — 2n und 


Daraus folgt mit (81), daB die Ausstrahlung nur dann dimpfend fir die 
Phasenschwingung wirkt, wenn 3—4n > 0, d. h.n < 3/4 ist. 


C. Anfangsbewegung im Zyklotron und Synchrozyklotron 


Das Teilchen startet in der Mitte des Beschleunigers im Raum zwischen den 
beiden Beschleunigungselektroden, wo wir das elektrische und das magne- 
tische Feld als homogen ansehen kénnen. Wir haben also (€) und 8 = const)?) 


mh = e§&, cos wyt + ~ (# 8], (111) 


was wir gleich integrieren koénnen: 
mR = — GC, sin wot + ~ [RB]. (112) 
Wp Cc 


(112) in (111) eingesetzt ergibt 


se 


é a) ; 
R+ eR = sm Ba & 008 0 + oye sin ont | 
m Wd 


mit w = e Bjmc, wobei e, und e, zwei in der Bahnebene liegende orthogonale 
Einheitsvektoren sind, und zwar liegt e, in Richtung ©. Wegen w =~ a,» 
erhalten wir fiir t<< 22/(w» — w): 


Ht =5— Bt {e sin wt — e, cos otf (113) 


Zu dieser Losung ware noch zur Erfillung der Anfangsbedingungen eine 
Lésung der homogenen Glchg. hinzuzuaddieren. Da die Teilchen beim Aus- 
treten aus der Ionenquelle nur thermische Geschwindigkeit haben, und die 
Amplitude der Lésung (113) linear mit der Zeit anwachst, ist nach ganz 
wenigen Umlaufen die Teilchenenergie gro8 gegeniiber der thermischen 
Anfangsenergie, so da8 wir uns auf die Losung (113) beschrianken kénnen. 
Dieser Loésung entnehmen wir, da8 das Teilchen die Mitte des Beschleu- 
nigungsspaltes jeweils im Maximum der Beschleunigungsspannung passiert, 
m.a. W. es ist 20. Mit diesem Phasenwinkel tritt das Teilchen dann 
schlieBlich in den Giltigkeitsbereich der Formeln (81) und (94) ein. 


D. Einsatzspannung im Zyklotron 


Im Zyklotron ist. 
a) 
») 


a 


Wise eV cos %, b = w— &, 


1) Solange (113) gilt, kénnen wir w, ebenfalls als konstant ansehen. 


so daB op= 
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folglich Tinie ay. 
w eV 


Wir nehmen folgenden Feldverlauf an: 


R 
1 aed 5 1— —, 
o(tto[t— a) 

B Oe 
ie W, = VW? + @& BR. 
Ferner setzen wir y < 1, e? B? R?/W; < 1 fir alle vorkommenden £& voraus. 
Damit ergibt sich 


1 Rk? — RF 
rok: 2) af 
2 
: f R? — R? d(R?) 
und somit asin — ral + — x Fi) a Rea R ; 
und wegen sin ? = 0 fiir R = 0 (vgl. Anhang C) 
1 
RoR — 5 de 


z Paes Pe Line 
sin 9 = =O 88 (y + |B!) —- 


Nach dem oben (vgl. Abschnitt IVBc) Gesagten mu ferner sin % < 1 


fir R = R, und sin # = —1 fiir R = Ryax sein. Im giinstigsten Fall ist 
also fiir 
: 1 aw, 1 
R= Re: sin 8 = 5 FB (y + xf) =1, (114) 
F t Wes LB 
R= Rmx: sind = —> Bmax (» ar x fi) (es =) = — 1. (115) 


Division beider Gleichungen liefert 
max : 2 Pusx) 
——} — +1=2, 
alee 


(F a =V241. (116) 


Bo 
Ferner liefert (114) Bi + 2yRR = ae ‘ 
4eV i 
2 __ Cae 2 
B=—yt maya tis (117) 


Fiihren wir die maximal erreichbare kinet. Energie Emax = (W,/2) Bmax ein, 
so ergibt sich durch Kombination von (116) und (117) 


T~ Weaay We (me P+ OY) 


22* 
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E. Dampfung der Phasenschwingungen 


Es ist zu zeigen, daB der in der Phasenschwingungsgleichung (81) auftre- 
tende # proportionale Term tatsachlich eine Dampfung liefert, d. h. es muB 


1 }dO : W 1 
Sly rab Gis ——— 118 
stets positiv sein. Mit (82) erhaélt man daraus 
: 1 2 2 2a 
Wel ag + WEE WE ie w 


Wao 2K(n) + P(n) Wi 
Wy K (n) Wi ee 
Vorausgesetzt, daB 2K(n) + P(n) > 0 ist (vgl. Anhang B), ist der letzte 


Term stets positiv. Der vorletzte Term ist im Zyklotron null, im Synchro- 
zyklotron stets positiv; im Synchrotron ist wegen Ry = const jedoch 
ES tp (120) 


Im Zyklotron und Synchrozyklotron ist also wegen K(n) < 1 der gesamte 
Ausdruck (118) bzw. (119) offensichtlich stets positiv!). Fiir das Synchrotron 
ergibt sich mit (120) aus (119) jedoch: 


( 3 2 ) Way 2K(n) + P(r) W? 


We Kin) OW ee 


Ist K(n) > 1 (Stabilisierung durch alternierenden Feldindex), so ist fiir 


Wy < VK (n) W, = Wx der Ausdruck (121) positiv und geht bei der Annihe- 
rung an die krit. Energie Wx gegen +- 00, wechselt bei Durchgang durch die 
krit. Energie jedoch sein Vorzeichen und springt auf — oo, um dann schlieB- 
lich bei hinreichend hohen Energien wieder positive Werte anzunehmen. Dies 
zeigt deutlich die beim Durchgang durch die krit. Energie auftretenden 
Schwierigkeiten: selbst dann, wenn der Phasensprung (vgl. [VB d) genau zur 
richtigen Zeit erfolgt, werden die Phasenschwingungen fiir W, > W , zunichst 
wieder angefacht. Erst fiir 


Wy > V3 We =V3 K(n)W, (122) 


ist die Phasenschwingung wieder. gedimpft. Auch im Fall K(n) <1 muB 
(122) erfillt sein, damit die Phasenschwingung schon von Beginn der Be- 
schleunigung an gedampft ist. 

Herrn G. LUDERS, Gottingen, danke ich herzlich fir kritische Durchsicht 
des Manuskripts, insbesondere der Kapitel tiber Stabilisierung durch alter- 
nierenden Feldindex. Ferner danke ich Mitgliedern und Gasten des Instituts 


1) Die vorliegenden Betrachtungen sind fiir das Betatron natiirlich ohne Interesse, da 
man dann die Differentialgleichung der Phasenschwingung (81) direkt integrieren kann 
(vgl. IVB a). 
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fir theoretische Physik, Kopenhagen, fiir viele Diskussionen, insbesondere 
aber Herrn Prof. NIELS Bour fiir die gewahrte Gastfreundschaft. 


CERN (European Organization for Nuclear Research), Theoretical Study 
Division, im Institut fiir Theoretische Physik, Kopenhagen, Danemark’). 
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Optische Eigenschaften der Metalle') 


Von W. L. GINSBURG und G. P. MOTULEWITSCH 


Inhalt: Einleitung. — § 1. Reflektion des Lichts an einer Metalloberflache — § 2. Ober- 
flichenimpedanz und effektive komplexe Dielektrizitatskonstante des Metalls — 
§ 3. Mikrotheorie im Fall des normalen Skineffekts. — § 4. Mikrotheorie im Fall des 
anomalen ‘Skineffekts. a) Grundlagen der Theorie des anomalen Skineffekts. b) Ergeb- 
nisse fiir das ultrarote Spektralgebiet. c) Beriicksichtigung der Quanteneffekte — 
§ 5. Methoden zur Messung von megs, “erp und A — §6. Diskussion der vorhandenen 
experimentellen Daten — Schlu8 — Literaturverzeichnis. 


Einleitung 


Obwohl die optischen Eigenschaften der Metalle schon seit vielen Jahr- 
zehnten untersucht werden, ist der gegenwartige Zustand der Metalloptik 
unbefriedigend, und zwar besonders in experimenteller Hinsicht. So gestattet 
eine Untersuchung der Polarisations- und Intensitaétsverhaltnisse fiir Licht 
von verschiedener Frequenz, das beim Einfall unter verschiedenen Winkeln 
durch eine Metalloberflaiche reflektiert wird, die Bestimmung der beiden 
das Metall kennzeichnenden GréBen, naimlich den effektiven Brechungsindex 
Nee (W) und den effektiven Absorptionskoeffizienten xe¢(w); jedoch liegen 
neuere Daten tiber %ep(W) und Nege(~w) fiir typische Metalle nur von Gold, 
Silber und Kupfer vor. 

Zudem sind diese Daten im Jahre 1913 gewonnen worden und kénnen infolge 
der benutzten, keineswegs idealen Metalloberflaichen nicht als zuverlassig 
und exakt gelten. Bedeutend mehr wei8 man tiber das Absorptionsvermégen 
der Metalle bei senkrechtem Einfall, A(w) = 1—~r(qw), wobei r(w) der 
Reflexionskoeffizient fiir senkrechten Einfall ist. Die GroBe A(w) reicht 
jedoch zur vollsténdigen Kennzeichnung der optischen EHigenschaften des 
Metalls nicht aus; wie gesagt, muB man hierzu zwei GroBen, also ner (w) und 
%ett(w) oder zwei unabhangige Kombinationen dieser GroBen kennen; eine 
dieser GréBen kann das Absorptionsvermégen A (qw) sein. 

Diese experimentelle Situation beruht in erster Linie auf sehr verbreiteten 
MiBverstandnissen itiber die Aufgaben der Metalloptik hinsichtlich der 
Gewinnung von Auskiinften, die fiir die Elektronentheorie der Metalle wert- 
voll und notwendig sind. Die zweite und tiefere Ursache fiir die unbefrie- 
digende Lage in der Metalloptik besteht darin, daf bis in jiingste Zeit die 
Notwendigkeit, im optischen Teil des Spektrums in fast allen Fallen die 
Theorie des anomalen Skineffekts statt der des gewdhnlichen normalen 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 55, 469—535, 1955. 
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Skineffekts, die mit einer komplexen Dielektrizitatskonstante des Metalls 
arbeitet, zu benutzen, nicht eingesehen wurde. Dieser Umstand behinderte im 
Zusammenwirken mit der groBen Schwierigkeit, den KinfluB eines nicht- 
idealen Verhaltens der reflektierenden Oberflache zu beriicksichtigen, den 
Vergleich von Theorie und Experiment und fiihrte in einigen Fallen zu einer 
unzutreffenden Deutung der experimentellen Daten. 

Heutzutage, nachdem die Theorie des anomalen Skineffekts in Metallen ent- 
wickelt worden ist, hat man im Verstandnis der Probleme und Méglichkeiten 
der Metalloptik einen bedeutenden Fortschritt erzielt; diese Dinge naher zu 
beleuchten, soll auch die Hauptaufgabe des vorliegenden Berichts sein. Neben 
den theoretischen Fragen, denen die §§ 1—4 gewidmet sind, wird in § 5 die 
MeBmethodik fiir die GréBen nee (w), %ep¢(@) und A(w) beschrieben, und in 
§ 6 werden die vorhandenen experimentellen Angaben aufgefiihrt und disku- 
tiert. 

Wir wollen gleich zu Beginn darauf hinweisen, da unser Bericht nur einen 
Teil der zur Metalloptik gehérigen Fragen beriihrt. Wir haben uns auf die Be- 
trachtung eines Frequenzgebietes beschrankt, in dem keine quantenhafte Ab- 
sorption (kein innerer Photoeffekt) vorkommt, d.h. wirfassen in erster Linie das 
ultrarote Spektralgebiet ins Auge, ohne uns mit dem ultravioletten und in 
vielen Fallen auch mit dem sichtbaren Gebiet naher zu beschaftigen. Ferner 
wird nur die Lichtreflexion an einem massiven (d.h. hinreichend dicken) 
Metallspiegel betrachtet, der Fall des Durchgangs des Lichtes durch diinne 
Metallfolien dagegen nicht. AuBerdem wird das Metall im Mittel als isotrop 
angesehen, was dem Fall von Polykristallen oder in gewisser Naiherung (insbe- 
sondere im Fall des normalen Skineffekts) dem Fall von Einkristallen mit 
kubischer Symmetrie entspricht. SchlieBlich wird angenommen, da die ma- 
gnetische Suszeptibilitat des Metalls gleich 1 ist und die Magnetisierung des 
Metalls sowie das innere Magnetfeld verschwinden. Diese Annahmen sind im 
allgemeinen ziemlich wesentlich, kénnen aber in den einfachsten und in- 
teressantesten Fallen als erfillt gelten. Bei dem heutigen Stand der Metall- 
optik besteht also unserer Ansicht nach alle Ursache, den Kreis der zu unter- 
suchenden Probleme zu beschranken und sich zunachst mit dem einfachsten 
und zur Zeit wichtigsten Fall der Reflexion von Licht an einer isotropen, nicht 
ferromagnetischen Metalloberflache zu beschiaftigen. 


§ 1. Reflexion des Lichts an einer Metalloberflache 


Wir setzen voraus, wie das bis jetzt wohl immer geschehen ist, daB man bei 
der Behandlung der Lichtausbreitung das Metall als Medium mit einer 
komplexen Dielektrizititskonstante 


wi f 
— 1 222) = tn(w) —ix(o)p (1,1) 
a) 
auffassen kann, wobei « die Dielektrizitaétskonstante, o die Leitfahigkeit, 
n und x Brechungsindex und Absorptionskoeffizient und w die Kreisfrequenz 
sind. 
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‘| Diese Voraussetzung besagt insbesondere, daB eine ebene elektromagnetische 
‘Y Welle, die sich im Metall senkrecht zu seiner Oberflache (langs der z-Achse) 


| ausbreitet, gemaB 


.@ @ @ 
—i—Ve'z . —— Hz —i— nz 
c ¢c ¢c 


E(z) = Eye ay aa (1,2) 


‘| zu beschreiben ist, wobei H, das Feld im Metall an dessen Oberflache (z = 0) 


‘— ist und die z-Achse in das Metall hinein zeigt. 


( Die Tiefe der Skinschicht, d. h. der Abstand, auf dem das Feld um den Fak- 
) tor e abnimmt, betragt 


On So (1,3) 


: 2 
+ Dabei ist A, = = die Wellenlange im Vakuum. Der betrachtete Fall, in 


dem das Feld im Metall nach einem Exponentialgesetz vom Typ (1, 2) ab- 


r | nimmt, ist der Fall des gewohnlichen oder normalen Skineffekts. Auf die 


Frage, unter welchen Bedingungen der Skineffekt nicht mehr als normal 
{ betrachtet werden darf, werden wir noch eingehen. Hier bemerken wir nur, 
| daB selbst im Fall des normalen Skineffekts der Zusammenhang (1, 1) 
zwischen ¢’ einerseits und n und x andererseits nur fiir optisch isotrope 


ll Medien gilt (d. h. fiir Einkristalle von kubischer Symmetrie, fiir polykristal- 


| line Stoffe und natiirlich auch fiir Fliissigkeiten). In optisch anisotropenMedien 
kann man jedoch im Fall des normalen Skineffekts statt «’ den Tensor ej, 
einfiihren (in einem optisch isotropen Medium ist 


Eik = € Or, 
mit 0, = 1 und 6; = 0 fir i +k); die Anderung des Feldes im Innern des 


Metalls erfolgt wie bisher nach einem Exponentialgesetz, und nur die GréBen 
nund x, die sich mit Hilfe von ¢,, verhaltnismaBig einfach ausdriicken lassen, 


§ hangen von der Orientierung der z-Achse zu den Kristallachsen ab. Wie 
d bereits in der Einleitung erwahnt, werden wir optisch anisotrope Metalle 


© nicht behandeln [vgl. z. B. (1), § 69 und (2) § 22]; auBerdem wurde bereits 
' in (1,1) angenommen, da die magnetische Suszeptibilitat des Mediums 
gleich 1 ist und dementsprechend seine Magnetisierung verschwindet. Diese 
letzte Annahme bedeutet, da8 wir keine magnetooptischen Erscheinungen 
betrachten werden, wie sie bei der Reflexion und beim Durchgang von Licht 
durch magnetisierte Ferromagnetika stattfinden [vgl. (3)]. 

Eine der Hauptaufgaben der Metalloptik besteht in der Verkntipfung der 
experimentell meSbaren Groen — der Intensitit des vom Metall reflek- 
tierten Lichts und seiner Polarisation — mit den GréBen n und x oder, wenn 
der Skineffekt anomal ist, mit anderen Gréen, die das Metall kennzeichnen. 
Eben dieses Problem und praktisch allein dieses wird in den Abschnitten der 
optischen Lehrbiicher, die von der Metalloptik handeln, betrachtet [vgl. (7) 
§ 68 und (2) § 21]. Hierbei wird der Skineffekt stets als normal angesehen, 
ebenso wie auch in diesem Paragraphen, in dem der Bequemlichkeit halber 
die entsprechenden wohlbekannten Formeln herangezogen werden. 
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Auf die ebene Grenzflaiche eines Mediums mit einer komplexen Dielektrizitats-_ 


konstante e’ falls aus dem Vakuum eine ebene Welle ein: 


C, = Wexpio fr =e Fone) 


Cc 


dabei soll die Einfallsebene in der xz-Ebene liegen und der Einfallswinkel 
sein (Abb. 1). Die reflektierte und die gebrochene Welle haben die Form 
bzw. Eg = Rexpiw ‘ — at Te 
ax sin y+ zcosyp 
; : 

Ve 
An der Trennfliche (bei z = 0) soll in jedem 
Zeitpunkt die Randbedingung 


Ey, — Est, yt ae Hy, (1,4) 


Ep = Dexpin t — 


erfiillt sein; dabei weist der Index ¢ darauf hin, 

Abb. 1. daB es sich um die Tangentialkomponenten der 

Feldstérken © und § handelt. Hierbei ‘ist 

€, = ©, + Ep, E = Ep und analog fiir H. Die Bedingungen (1, 4) lassen sich 

fiir beliebiges x und ¢ nur erfiillen, wenn die Phasen sémtlicher Wellen gleich 
sind, d. h. wenn 


sing’ = sin 9, Vé sin y = sin y (1,5) 


gilt; hieraus folgt gy’ = , und bei einer komplexen Dielektrizitatskonstante é’ 
wird der Winkel y komplex. Dies bedeutet 


Ep = Dexpio(t—"# poe 


und die Welle oszilliert nicht nur, sondern klingt mit wachsendem z ab. 
Die Benutzung der Bedingungen (1,4) fiihrt nun zu den FRESNELschen 
Formeln: 


2 sin y cos p 2 sin y cos p 
D, = = Ar, — —_—. 4,, 1,6 
> sin (p + yp) cos(y— yp) ” sin (yo + y) ° (1,6) 
g(p — ¥) sin (p — ¥) 
afte pe Gee be 
tgp +y)*? sin (p + y) 08 7) 


Dabei sind A,, R, und D, die Komponenten von A, Ft und 9, die in der 
Einfallsebene liegen und in Abb. 1 durch Pfeile gekennzeichnet sind; A,, R, 
und D, sind die Komponenten dieser Vektoren senkrecht zur Einfallsebene (in 
y-Richtung) und sind in Abb. 1 durch Kreise gekennzeichnet. 

Die Formeln (1,6) und (1,7) werden gewohnlich unter der Voraussetzung 
abgeleitet, daB y reell ist, sie gelten jedoch auch bei komplexem y, wie man 
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‘sich durch unmittelbare Rechnung ohne Benutzung komplexer Groen iiber- 
(zeugen kann‘). 

) Weiter unten werden wir nur die reflektierte Welle betrachten, und zwar nur 
}in dem praktisch wichtigen Fall 4, = A, (das einfallende Licht ist linear 
polarisiert, wobei die Polarisationsebene mit der Einfallsebene einen Winkel 
© von 45° bildet). In diesem Fall ist, wie aus (1,7) 
ti hervorgeht, 


JR cos (y + i A 
| = ta Y) = Pett = tg 9 - ef, (1,8) 
yy Tt, cos (p — y) 
1, A 5 
| a 
Ea 
H 2 
\ We! 0 
| (go7 i 
i 0 Y g 0 % zx 4 
fr Abb. 2. Ohne Absorption Abb. 3. Mit Absorption (o + 0) 
. | (e<1, 06 = 0) 


“@ Besteht keine Absorption und ist eine vollstandige innere Reflexion un- 
moglich, d. h. ist e’ (w) = e(w) > 1, so ist der Winkel y reell und 4 = z fiir 
ye <g und A =0 fir y> qo, wobei gy, der BREWSTERsche Winkel ist 


‘i 


(tg.o, = Ve). Ferner ist P = tgp = 1 fiir y = 0 und — und tg 9 = 0 fiir 
SP 2 5) & 0 


. ¢ = (Abb. 2.) Im allgemeinen Fall, bei co +0, gilt fiir g = 0 und + 


ebenfalls P = tg @ = 1 und dementsprechend A = z, 2 = — 1 bzw. 
R 8 
r= (, e = 1. Im Zwischengebiet des Winkels andert sich jedoch die 


Phase A stetig von z bis 0, und tg @ wird niemals Null (Abb. 3). Das reflek- 
tierte Licht ist hierbei elliptisch polarisiert (die Polarisation ist linear nur bei 
A = 2 und A = 0, was bei Vorhandensein einer Absorption nur fir y = 0 


und g = ae zutrifft). Bei einem bestimmten Winkel gy = gq ist die Phase 


A = 5 und die Polarisationsellipse ist am kreisihnlichsten. Den Winkel g, 


bezeichnet man als Haupteinfallswinkel. Bei 4 + = liegt die Achse der 


4n 
div € = 0, denn es ist div j + two = 0 und folglich div (2 -- i=;) Sabha Gs O- 


— oo. 
1) In einem homogenen Medium fihrt die Bedingung div D = 4~@ zu der Relation 
Es ist also auch bei Vorhandensein einer Absorption (f, ©) = 0, wobei 


t= {2 Ye siny, 0, < Ye cos v}. 


314 W. L. GInsBuRG und G. P. MOTULEWITSCH 


Polarisationsellipse nicht in der Einfallsebene, bei A = = dagegen ist das 


der Fall (Abb. 4). Im letzten Fall hat die GroBe P = tg 9 ihr Minimum, und 
der entsprechende Azimutwinkel @ wird mit g) bezeichnet und heiBt Haupt- 
azimut!). Die Winkel gy, und g, oder die GréBen @ und A fiir jeden Winkel p 
lassen sich experimentell bestimmen (siehe § 5). Es ist also notwendig, alle 
diese Gré®en mit dem Parameter-Ve’ = n — ix, der die reflektierende Sub- 
stanz kennzeichnet, zu verkniipfen. 

Aus der Gleichung (1,8) erhalten wir unter Benutzung von (1,5) die Be- 
ziehung : p : ; 
1+ Pe4 singsiny  singtg@ 


1 — Pe4 cos cosy Ve —sin? 


(1,9) 


Im folgenden werden wir annehmen, da{ in dem uns interessierenden Spek- 
tralgebiet die GréBen |e’ | und |e| im allgemeinen sehr groB sind, d. h., daB 


[ee | secant at 3e8 SS 1 (1,10) 
Je] = |n?—2| S11. (1,11) 


Unter der Bedingung (1,11), im allgemeinen aber auch schon unter der 
schwacheren Bedingung (1, 10), kann man die GrdBe sin?» gegeniber « 
vernachlassigen, was im folgenden geschehen soll. Genauer gesagt: es wird 
die Bedingung 

| e| > sin? (1,12) 
benutzt, bei deren Giiltigkeit 


1+ Pe4  singtg@ 
f= Pes Ve 


(1,9a) 


L+tPy  singotg Po _ Sin Y tg Po 


Vi==4. Pos Ve Nn — tx 
ist. Hierbei ist Py = tg gg der Wert von P bei g = q@, wo ja A = + ist. 


Multipliziert man die zweite Beziehung von (1, 9a) mit der konjungiert 
komplexen GroBe, so erhalt man 


SIN Pp tE Yo = Viel = Vn? + 2. (1,13) 
Aus (1,9a) und (1,13) folgt 


sree 
tg? 00 es Viti —n . (1,14) 
V2 +2 +n 
Hieraus erhalten wir unter Benutzung der Beziehung tg 2a = eit ees : 2 2 
x“ 
at a ara (1,15) 


*) Die Winkel @ und 9) werden haufig auch mit y und y, bezeichnet. 
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kus der Gleichung (1,9a) ergibt sich fiir 4 =: = (iA 69-0) 
Daa ee dl a Pee | 23 P sin A — P2 
Wedge Alt Rent tate Poo A iP? 6 
cos29—isin2gsn4 n—ix 
1+sin2ecos4 sinngtgg 


“Mieraus erhalten wir, indem wir die Real- und Imaginarteile gleichsetzen: 


cos 20 nv sin 29 sin A x 
1+sin2ecosA_ singtgm’ 1+sin20-cosd4 — ~ sin » tg y 


(1,16) 
sin y - tg p - cos 29 
1+ sin209-cos A’ 
_ sing -tgq-sin 20 sind 
1 4 sin Qo cos” 


oder n= 


a sin 4 tg 20. (1,17) 


kann man also in der Tat die Groé8en » und x bei der untersuchten Frequenz w 
*bestimmen. Das Gleiche erreicht man, wenn man die Reflexionskoeffizienten 


ryp= eavel eA = 


Ay 


‘[vergleiche (1,7)] mi®t; hierbei kann man den Ausdruck (1,7) nach einigen 


| einfachen Umformungen, in denen man das Brechungsgesetz Vé sin y = sing 
‘ benutzt, in folgender Form schreiben: 


= in2 
ee cos y — 1 £ 
yes sin? @ 
"Ve cos p + yi == (1,18) 


R, cosg— Ve —sin? 9 
A, cos g + Ve —sin? 9 


Die Formeln fir die GréBen 7; und 7,1, ausgedriickt durch n und x, werden 
in § 5 angegeben; hier beschranken wir uns auf den Fall des senkrechten 
Einfalls; fiir diesen gilt 


fl = RP |e 1? +e +1 —2n 
r= a — > 

4, A, er Ua ee aes eno 

| feryeaes (1,19) 
A=1—r= Zn 


m+tv2+t1t+2n° 
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Die Ausdriicke (1,18) und (1,19) sind exakt, d.h. sie gelten auch, wenn di 
Bedingungen (1,10)—(1,12) verletzt sind. Eine Messung von A gibt di 
Méglichkeit, n und x zu verkniipfen oder unabhingige Messungen von » und 
zu kontrollieren. 

Wir gehen noch etwas naher auf den Zusammenhang zwischen ¢ und o einer- 
seits und » und x andererscits ein. Wie aus (1,1) hervorgeht, ist 


210 
Rho 1 8,. i —) 


| 


Dabei wird die innere Wurzel stets mit dem Pluszeichen versehen, wodurch | 
die Realitaét von n und x bei beliebigem « gesichert ist (fiir Metalle ist in den. 
meisten Bereichen ¢ <0). Vor die 4uBere Wurzel in (1,20) kann man eben- 
falls das Pluszeichen setzen, denn das Minuszeichen entspricht einfach einer 
Umkehrung der z-Achse (das heiBt eine Ausbreitung und Dampfung der 
Welle in der entgegengesetzten Richtung). 


Falls ae 
|e| > ante (1,21) 
: , = 210 = 
gilt, so ist n ~ Ve, nr = (fir «> 0), 
oe oVe (1,22) 
hy ————_,, %=YV—e (Far? +e -<t40) 
wo V—e 
. 4 
ist dagegen ‘lel< —, (1,23) 
: 2n0 c c 
so ist nis ee = — = : (1,24 
fe © wt V220w , 


Der Fall (1,23) und (1,24) liegt im Radiofrequenzgebiet vor. Hierbei ist 
tg 20) = 1, Po = tg oy = 0,414 und, falls im Metall die Bedingungen (1,10) 
erfiillt sind, An ules 


w 
Awv2 IV —. 
a (1,29) 
§ 2. Oberflachenimpedanz und effektive komplexe Dielektrizitatskonstante 
des Metalls 


Im Gebiet der Millimeter-, Zentimeter- und sogar der Dezimeterwellen, wo 
man es mit Hohlraumresonatoren und Wellenleitern zu tun hat, lassen sich 
die Kigenschaften des Mediums (des Metalls) haufig durch eine Oberflachen- 


impedanz 1 
Z(o) = Rw) + iX(o) = | (2,1) 
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1arakterisieren ; der Index 0 deutet hier darauf hin, daB die Komponenten L, 
d H, an der Metalloberflache genommen werden sollen (die Oberfliche wird 
»s eben und mit der xy-Ebene zusammenfallend betrachtet). Fallt eine 
ene Welle ein, so ist offenbar 


EH, = Ey, + Ep, und A, =Hay + Ary 
wergleiche § 1); man sieht leicht ein [siehe zum Beispiel (1) § 10], daB 
E, = (A,— R,) cosy, H, = A,+ Ry, 
E,=A,+ R, und _H, = — (A, — R,) os g ist. 


dieraus erhalten wir unter Benutzung von (1,18) 


sin? » 
| aa) = = (| == — 
: Bae 2h aaa a ed (2,2) 
] 4 
i ¢ 1Hz}o cVe —sin? pp 
‘Bei senkrechtem Einfall ist 
| 4 
TAO LUA 8 eee 
c Ve (2,3) 
7 Ate _ lon? _ 160? RY — X?—2iXR 
the o eR e@ (X2 + R2)2 


“Der Ausdruck (2,3) stellt eine Naiherung dar und gilt als solche auch bei 
\beliebigem q, falls die Voraussetzung (1,11) oder (1,10) erfillt ist. Unter den 
)Voraussetzungen (1,10) und (1,11), die fiir Metalle im allgemeinen gut 
Terfillt sind, ist also die Oberflichenimpedanz bis auf Glieder von der GréBen- 
) ordnung 3 ? eine universelle GréBe, hangt also nicht vom Charakter des 


4 elektromagnetischen Feldes im Vakuum ab. Das liegt natiirlich daran, daB 
S unter den Voraussetzungen (1,10) bis (1,11) das Feld im Innern des Metalls 
‘sehr schnell abfallt und in guter Naherung durch eine gedimpfte Welle 
§ beschrieben werden kann, die sich in z-Richtung ausbreitet, unabhangig vom - 
| Charakter der Welle im Vakuum. Infolgedessen kann man die Gleichungen 


4 4x[H 4n|[H 
Z = gees El PA, ee paeten eee. 
0 cVe c Fe € i \ ey 


als angeniherte Randbedingungen betrachten, die die Felder € und im 
_Vakuum verkniipfen und die es gestatten, diese Felder ohne Berechnung 
ihrer Werte innerhalb des Metalls zu bestimmen. Diese Randbedingungen 
werden heutzutage in der Theorie der Ausbreitung von Radiowellen standig 
verwendet [vergleiche zum Beispiel (4), wo in § 19 auch die Frage nach der 
_ Genauigkeit der Bedingung (2,4) diskutiert wird]. Mit Hilfe der Bedingung 
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(2,4) kann man nun leicht die Formeln (1,13) bis (1,17) sowie auch dig 
Gleichung (1,18) gewinnen (hier hat man sin?» gegentiber e zu vernach 
lassigen); man erhalt also die Formeln 


R, Ve cosp—1 R, _cosp—Ve (2,5) 
AS Vé cos gp + t A, cos g + Ve 


a cZ 
In diesen Gleichungen kann man natiirlich tiberall Ve’ durch re ersetzen.. 


Der Wert der Randbedingungen (2,4) besteht vom Standpunkt unseres 
Themas vor allem darin, daB diese Bedingungen auch im Fall des anomalen: 
Skineffekts im wesentlichen ihre Bedeutung behalten. Der anomale Skin-.- 
effekt tritt ein, wenn die freie Weglinge der Stromtrager (der Elektronen)| 
nicht mehr als klein gegentiber der Tiefe der Skinschicht 6 betrachtet werden | 
kann. Im Falle des anomalen Skineffekts!) werden also der Strom j und die: 
Polarisation § in einem Punkt (d. h. der Gesamtstrom j,; = j + iw) nicht 
nur durch das Feld & im gleichen Punkt, sondern auch durch das Feld in der: 
Umgebung dieses Punktes bestimmt, und folglich gelten die Beziehungen 


s : wohSst te le 
j=o8) F= rie © und i= si 1) € 


sowie auch die Gleichungen der phanomenologischen Elektrodynamik, in 
denen die GroBe e vorkommt, nicht mehr. Mit anderen Worten: das Feld 
im Innern des Metalls klingt nicht mehr nach einem Exponentialgesetz (1,2), 
sondern in komplizierterer Art.ab (vergleiche § 4). Hierbei geht jedoch das 
Abklingen nach wie vor sehr schnell vor sich, denn der abschirmende Strom 
im Metall ist auch im Gebiet des anomalen Skineffekts sehr groB (ebenso wie 


in dem Fall, wo j; = Te (e’ — 1) € ist). Aus physikalischen Uberlegungen 


geht also deutlich hervor, daB im Gebiet des anomalen Skineffekts der 
Charakter der Reflexion von Wellen an einer Metalloberflache im Sinne der 
Abhangigkeit vom Kinfallswinkel g und auch die Anzahl der Parameter, die 
man zur Bestimmung der Intensitaét und der Polarisation der reflektierten 
Welle vorgeben muB, genau so sind wie im Fall des normalen Skineffekts. Mit 
anderen Worten: es ergibt sich auch im Gebiet des anomalen Skineffekts fir 
Metalle, daB die Randbedingungen (2,4) und die Impedanz Z(w) universell 
sind (d. h. nicht von m abhingen). Hierbei kann man allerdings nicht mehr 
4x 
cVe 
der komplexen GroBe «’ (w) tritt die Impedanz Z(w), welche die Reflexion 
von Wellen an der Metalloberfliche vollstindig beschreibt. Zur Aufstellung 
einer engeren Analogie zum Fall des normalen Skineffekts ist es trotzdem 
bequem, eine effektive komplexe Dielektrizitaétskonstante es, einzufiihren, 


Z(w) durch ¢’ (w) ausdriicken [es ist also nicht mehr Z = 


; an die Stelle 


1) Naheres iiber den anomalen Skineffekt und die Bedingungen, unter denen er ein- 
tritt, findet man in den §§ 3 und 4. 
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\ ie nach ihrer Definition 


; . 400 . 1622 
€eff = Eetp — ? saat = (Mere — tee)? = oe , 
i. (2,6) 
C ae () 


EH, (Metall) = a - H, (Vakuum) ~ 


‘ fim Vakuum ist némlich an der Trennflache H,, ~ aS wobei wir einen 
é 


? Faktor vom Typ sin ~ der Einfachheit halber ae ae siehe (4) § 19]. 
) Ferner ist im Metall an der Grenzflache 


Oba ee O. .@ Hyy OEz,y <,;2 


E ~ 
i ye ee ae 
OL CDSS er OE 1 |Oz 
d padre US, , d ews wey 
un Ae 4 Ve By; h | ay |e’ | Oz. 
' Im Metall gilt also 
OF OE 
|Z, |< |Ez,yl, ee come ae are 
(2,7) 
Et < "a Pa < oral 
Die Gleichung rot € = — = © nimmt also im Metall die Form 
| ao) OF ati. OD OE, 
ogni END eats Oe (2:8) 


an. Hieraus erhalt man unter Beriicksichtigung der Tatsache, da im Gebiet 
ie Verz 


des normalen Skineffekts im Metall H,,,~ EQ,e °  (siehe § 1) und 


OF ay 


a) ay 
—%4—Ve H 
Oz Cc Ve Bey 


ist, die Randbedingungen (2,4). 
23 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Auf Grund des Gesagten ist in einem guten Leiter auch dann die Méglichkeit 
gegeben, die Bedingung (2,7) als erfillt anzusehen, wenn man die Grofe ¢ 
nicht benutzen kann; man kann also annehmen, da8 unabhangig vom Cha- 
rakter des auBeren Feldes sich im Metall in der betrachteten Naherung eine 
ebene Welle H,,,(z) ausbreitet. Die Gleichungen (2,8) sind dabei offenbar 
ebenfalls erfillt. An der Grenzflache kann man infolge der angenommenen 
Linearitat und Homogenitait des Problems sowie auch wegen der Gleich- 
berechtigung der x- und y-Richtung setzen : 


[Fe | = ale) Beak: 


Dabei hangt a(w) nicht vom Feld ab. Aus (2,8) erhalten wir also die Rand- 


bedingungen yaa 4n 4a | aE (2,9) 
QQ) = fear RIN A Ee a SBA ar a, ; 
c V eett or ents Coie ae 
. 470 
mit Z(o) re ay” 


Die Frage nach der Genauigkeit der Randbedingungen (2,9) ist ohne weitere 
Analyse nicht klar, man kann aber annehmen, daB bei Erfillung der Un- 


gleichung . 
i 1677? ' 
leerr| = FAVAT >1 (2,10) 


diese Genauigkeit sehr groB ist [die Ungleichung (2,10) entspricht (1,10); 
die Ungleichungen, die (1,11) und (1,12) entsprechen, werden wir nicht 
benutzen]. 

Wir stellen fest, daB der Begriff der Impedanz auch benutzt werden kann, 
wenn er nicht universell ist, allerdings nur unter der Bedingung, daB der 
Charakter des 4uBeren Feldes festgelegt ist ; die Frage nach der Existenz einer 
vom Charakter des auBeren Feldes unabhingigen universellen Impedanz 
148t sich natirlich nur mit dem Experiment entscheiden, etwa durch Unter- 
suchung der Reflexion ebener Wellen, die unter verschiedenen Winkeln auf 
die Grenzflache auftreffen. 

Weiter unten werden wir annehmen, da dies, soweit unsere Kenntnisse 
reichen, in dem uns interessierenden Spektralgebiet stets zutrifft, da8 man 
also die Bedingungen (2,9) unter allen Einfallswinkeln benutzen kann. 
Hieraus folgt, daB alle Ergebnisse, die unter Benutzung der Bedingungen 
(2, 4) gewonnen wurden, auch im Gebiet des anomalen Skineffekts bestehen 
bleiben, wobei man nur e’ durch és; zu ersetzen hat. 

Die Formeln (1,13) bis (1,17) und (2,5) bleiben also unabhangig vom Cha- 
rakter des Skineffekts in Kraft. Hierbei hat man jedoch die GréBe e’ durch ery 
und » und ~ durch nerp und xep¢ zu ersetzen [siehe (2,6)]; im Grenzfall des 
normalen Skineffekts ist nattirlich ect = ¢, Megg = n UNA %ege = x, folglich 
geben Messungen der Polarisation und der Intensitat des reflektierten Lichts 
ebenso wie in der klassischen Metalloptik die Méglichkeit, die beiden das 
Metall kennzeichnenden Funktionen meg¢(@) und x%e¢¢(@) zu bestimmen, die 
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) jedoch im allgemeinen Fall nicht mit dem Brechungs- und dem Absorptions- 
‘index n (a) und x(w) identifiziert werden dirfen. 

? Bevor wir zur Aufstellung des Zusammenhanges zwischen ne¢p und xepe und 
6 den mikroskopischen Parametern tibergehen (siehe §§ 3 und 4), gehen wir 
® noch auf einige allgemeine Eigenschaften der Funktionen Z(w) und e¢f¢(@) 
j ein. Man kann zeigen, da die GréBen Z(w) und eer: (w), aufgefaBt als Funk- 
} tionen einer komplexen Variablen wm, weder Pole noch Nullstellen in der 
} unteren Halbebene und auf der reellen Achse haben, ausgenommen allenfalls 
° den Punkt w = 0 (statisches Feld)!). 

) Der Beweis fiir diese Behauptung, der in erster Linie aus der Forderung nach 
» der Giiltigkeit des Kausalitatsprinzips folgt, ist zum Beispiel in (6) zu finden 
1 [siehe auch (4) § 83]. Die Tatsache, daB die Funktionen Z(w) und e¢4¢(@) in 
» der unteren Halbebene keine Pole haben, hat zur Folge, daB Integrale sehr 
} allgemeiner Art, die tiber Wege in der unteren Halbebene erstreckt sind, 
? verschwinden. Hierdurch wird es mdglich, bestimmte Integralbeziehungen 
/ zwischen den Real- und Imaginarteilen der Funktionen Z(w) und eé%4;(@), 
, d.h. zwischen R und X bzw. Ege und Oere aufzustellen. Hinsichtlich Z(w) 
) erhalten wir [Ableitung siehe (5)]: 


R(w,) — R(o) = 
‘} co 
2 1 1 
een ie Ses d 
| 1 eee at ait Xe oh 
| 6 (2,11) 
2m a ; dw 
X(w) = — | R(w’) —, oe? 
0 


Hierbei sind alle Integrale im Sinne ihres Hauptwertes zu verstehen?). Die 
Forme! (2,11) gestattet, R(w) aus X(w) zu bestimmen und umgekehrt und, 
was das Wichtigste ist, verschiedene Abschitzungen durchzufihren. Zu 
| diesem Zweck ist es angebracht, vor allem den zweiten Ausdruck (2,11) zu 
_ betrachten, da die GroBe R(w) leichter zu messen und auBerdem stets positiv 
ist. Letzteres ergibt sich daraus, da8 R unmittelbar mit der im Metall er- 
| zeugten Warme zusammenhiangt: 


eee aN el Oe 
= (2). (2,12) 


3) In diesem Bericht wird die Abhangigkeit et benutzt und nicht e*®!, wie das 
manchmal geschieht. Dem Ubergang in die komplexe Ebene der Variablen @ ent- 
spricht der Sachverhalt, daS man nicht mehr nur zeitlich harmonische Felder, sondern 
auch Felder betrachtet, die zeitlich exponentiell anwachsen oder abfallen. 

' 2) Der Hauptwert eines Integrals ist definiert durch 


a—o 


6 
f(a" f(@ ; LO: Fe. 
Ler w’ —o - = lim jem Oke + (fe 


a o+6 


23* 


it 
} 
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Dabei ist Q die mittlere Warmemenge, die in der Zeiteinheit pro Oberflachen- 
einheit frei wird (es wird angenommen, da8 die Welle die Metallschicht nicht 
ganz durchdringen kann); Hy ist die Amplitude des Hochfrequenzfeldes an 
der Oberflache, d. h. [Hy] = Hy e*”’. 

Analog erhalten wir fiir den Real- und Imaginiarteil von Eeft 


Ope (w' ) da’ 
Eerg(@) = 1 + ‘| 
0 
1 [w? {eee(w') — Ido _ 
6 
ow, [eee (W)—1, , 1 , ' 
oe a patch (Naat abe oR ot 
6 é 


Dabei ist der Einfachheit halber angenommen, da8 sich das Metall nicht im 
supraleitenden Zustand befindet [Naheres siehe ()]. 
Fir sehr hohe Frequenzen (im Rontgengebiet) gilt 


eett(w)= & (w) = e(w) = 1 — (2,14) 


(fiir @ — oo), 


denn die Elektronen verhalten sich hier, als ob sie frei waren; in diesem Fall 
gilt die Formel (2.14) [siehe z. B. (4) § 57]. Hierbei ist V, die Gesamtkonzen- 
tration der Elektronen im Korper (d. h. die Summe der Konzentrationen der 
Leitungs- und der Atomelektronen). Andererseits geht der erste Ausdruck 
von (2,13) bei sehr hohen Frequenzen tiber in 


gerne) = Linge geuqh al) A Gh 


woraus durch Vergleich mit (2,14) folgt*): 

2 

—s | eere(oo' deo’ = Ny. (2,15) 
0 


Die Beziehung (2,15) ist die sogenannte Summenregel. Wie wir weiter unten 
sehen werden, ist im optischen Teil des Spektrums in den meisten Fallen die 
Beziehung TCE, 


lA 
Eetr (W@W) Se(@wa) > 
ett () & & («) eal 


1) Die Méglichkeit, einen allgemeinen Ausdruck fiir gets wie (2,13) bei hohen Frequenzen 
in der Form 


co 
8 
fet (w) = 1— a= Set (w’) dw’ 
0 
anzugeben, ergibt sich ebenfalls aus einem Vergleich mit dem Ausdruck (2,14), der aus 
der Theorie folgt und durch experimentelle Daten bestatigt wird. 
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mit guter Genauigkeit erfillt, wobei Glieder von der Gré®enordnung Eins 
vernachlassigt sind und N definitionsgema8 die Konzentration der Leitungs- 
elektronen ist. Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir nach dem Vor- 
stehenden One 
— | ogo’ )do’ ~N. (2,17) 
Gite 

Dabei ist wy eine Frequenz, die in dem Gebiet liegt, fiir das die Beziehung 
(2, 16) gilt. Die Ungenauigkeit, die auf der Unbestimmtheit der Frequenz w, 
beruht, hat keine groBe Bedeutung, da ja die Beziehungen (2,16) und (2,17) 
sowieso nur Naherungscharakter haben. Falls fiir alle Frequenzen eer; (@) 
= & (w) gilt, muB man natiirlich in den angegebenen Formeln die GréBen eee 
und Oere durch ¢ und o ersetzen. 


§ 3. Mikrotheorie im Fall des normalen Skineffekts 


Durch Untersuchung des Lichts, das von der betrachteten Metalloberflache 
reflektiert wird, kann man, wie aus dem Gesagten hervorgeht, die beiden 
Funktionen merp¢(@) und xeg¢(@) bestimmen, die noch von der Temperatur 
des Metalls abhangen!). Die Aufstellung des Zusammenhanges zwischen Megr 
und “ere einerseits und den mikroskopischen GréBen des Metalls andererseits 
ist Aufgabe der Elektronentheorie der Metalle. Um hierbei voranzukommen, 
verwendet man gewisse Modellvorstellungen, im Gegensatz zu der rein 
phanomenologischen Behandlung, die in den §§ 1 und 2 moglich war. Dem- 
entsprechend werden wir nachher das in der Metalltheorie tblicherweise 
benutzte Einelektronen- oder Gasmodell verwenden (7, 8), in dem die Elek- 
tronen als in einem periodischen Feld des Gitters unabhangig voneinander 
bewegt betrachtet werden. Wenn man genauer diskutieren will, muB man die 
eigenartige ,,Wechselwirkung“‘, die mit dem PAULI-Prinzip zusammenhangt, 
berticksichtigen, ferner muB8 man die ,,self consistent“‘ COULOMB-Wechsel- 
wirkung zwischen den Elektronen beachten; eine vollstaéndige und konse- 
quente Behandlung der Wechselwirkung zwischen den Elektronen ist jedoch 
noch nicht gelungen. Die Erfolge des einfachen Gasmodells?) beruhen zweifel- 
los auf dem PAULI-Prinzip, das zur Folge hat, daB in einem entarteten 
Elektronengas der Hauptteil der Elektronen keine Energie abgeben kann 
und nur dann Energie aufzunehmen vermag, wenn diese Energie hinreichend 
groB ist®). Infolgedessen ist die Wechselwirkung zwischen den Elektronen 


1) Die Funktionen merg und erp hingen im allgemeinen auch von der Art der Vor- 
behandlung der Oberfliche ab. Diesen Umstand werden wir jedoch hier nicht beriick- 
sichtigen, sondern werden annehmen, daB es sich um eine ,,ideale Oberflache“ handelt. 
Eine Annaherung an solch eine Oberflaiche bildet ein Spiegel, dessen optische Eigen- 
schaften praktisch durch eine weitere Verbesserung der Oberflaiche (Polieren, Reinigen 
usw.; siche auch § 5) kaum noch beeinflu8t werden. 

2) Metalle, die sich im supraleitenden Zustand befinden, werden nicht betrachtet. 

3) Das Gesagte laBt sich am besten durch Abb. 5 veranschaulichen; hier ist die FERMI- 
Verteilungsfunktion dargestellt (die ausgezogene Linie entspricht der Temperatur 
J = 0; die punktierte Linie entspricht einer Temperatur 7’+-0, wobei die ,,Ver- 
schmierungszone,‘‘ in der {=~ 1 und {+0 ist, eine Breite von der Gré®enordnung 
kT hat). Ein Elektron mit einer Energie W< W )(W, ist die Energie an der FERMI- 
Grenze) kann bei 7 =O nur eine Energie aufnehmen, die gréfer ist als Wy) — W. 
Eine Energie kleiner als W, — W kann ein Elektron weder aufnehmen noch abgeben. 
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(beispielsweise bei der Annaherung von zwei beliebigen Elektronen, d. h. bei 
einem Sto8) in erheblichem MaBe ,,unterdriickt“, denn nur diejenigen Elek- 
tronen kénnen ihren Zustand andern, die im Gebiet um die FERMI-Grenze ~ 
liegen. Die entsprechenden StéBe spielen infolge des hohen Entartungs- 
grades der Elektronen im Metall nur eine sehr geringe Rolle und lassen sich 
als Stérung betrachten, die man vielfach ver- 
nachlassigen kann [Niéheres siehe (9)]. 

Im Gasimodell wird der Zustand der Elektronen 
durch eine Verteilungsfunktion beschrieben, die 
von dem Impuls p, den Koordinaten ry und der 
Zeit t abhangt: 


t(p, t, t) = fo(p) > fi(p, r, t). (3,1) 
Dabei ist f, die Gleichgewichtsverteilungsfunktion, 
die in Abwesenheit eines Feldes vorliegt, und f, 
ist ein Zusatzglied, das den EinfluB des Feldes beschreibt; dieses Zusatz- 
glied kann in allen Fallen, die in der Metalloptik vorkommen, als sehr klein 
betrachtet werden, so daB also die Bedingung |f,|< /y gut erfiillt ist. In (3,1) 
und auch weiter unten werden die Spinvariablen nicht beriicksichtigt, und 
es wird kein Unterschied zwischen Impuls und Quasiimpuls?) gemacht, 
denn eine Beriicksichtigung dieser Umstande ist fiir das Folgende un- 
wesentlich. 
Die Gleichgewichtsfunktion /, in einem homogenen Metall, das eine Tempe- 
ratur 7 hat, wird durch die bekannte FERMI-Funktion 


ft 


Abb. 5. 


w—wW, =-1 
fo(p) = fo(W(p)) = 5 a? 4 1 


gegeben. Die Funktion /, wird in der uns interessierenden linearen Naherung 
durch die kinetische Gleichung 


7) 

- fe WV rf, a eEV pf =e = ae 0, (3,2) 
bestimmt; dabei ist € die elektrische Feldstirke (ein magnetisches Feld § 
wird nicht betrachtet), ¢ ist die Elektronenladung, ») = Vy W(p) ist die Ge- 
schwindigkeit des Elektrons, t = l/v und 1(v) sind die freie Flugzeit und die 
freie Weglange, ferner sind die iiblichen Bezeichnungen 


Ae) i) 0 acl ey) 0 
Vs Tah baum wines fe ee aig fog eons 

benutzt. 

Die Einfiihrung einer freien Weglainge, d. h. die Beriicksichtigung der StoBe 
der Elektronen mit den Gitterschwingungen durch Einfiihrung eines Gliedes 
f,/t in (3,2), ist nicht immer méglich. Bei hohen Temperaturen (insbesondere 
bei Zimmertemperatur) sowie auch bei tiefen Temperaturen (im Gebiet des 
Restwiderstandes) ist jedoch diese Naherung im allgemeinen gerechtfertigt ; 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Gemeint ist offenbar eine dem ,,reduzierten Ausbreitungs- 
vektor“ (bis auf einen konstanten Faktor) entsprechende GriBe. 
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man kann sie auch als Extrapolation fiir mittlere Temperaturen benutzen, 
so daf sie im Folgenden ohne Einschrinkung angewendet wird. StoBe 
zwischen den Elektronen sind in (2,2) nicht beriicksichtigt, ein Vor- 
gehen, das innerhalb des uns_ interessierenden Genauigkeitsgrades 
sowohl im Gebiet niedriger Frequenzen (statischer Fall, Radiofrequen- 
zen) als auch im ultraroten Spektralbereich voll gerechtfertigt ist (9), 
jedenfalls, wenn eine kinetische Gleichung von der Form (3,2) anwendbar 
ist). 

Dieser letzte Umstand, d. h. die Frage nach dem Anwendbarkeitsgebiet einer 
kinetischen Gleichung von der Form (3,2), bedart einer besonderen Erér- 
terung. Eine Gleichung vom Typ (3,2), in der der Einflu8 des elektrischen 
Feldes durch ein Glied eH’, f, beriicksichtigt ist, ist namlich nur in einer quasi- 
klassischen Naherung brauchbar, in der die Elektronenenergie sich stindig 
andert. Bei hohen Frequenzen hat jedoch die Wechselwirkung des Elektrons 
mit dem Feld Quantencharakter, und die Gleichung (3,2) ist im allgemeinen 
nicht mehr zu verwenden. Die Bedingung fiir die Anwendbarkeit der Glei- 
chung (3,2) kann man folgendermaBen schreiben: 


hon< BIT. (3,2a) 


® ist hierbei die Frequenz des elektromagnetischen Feldes. 
Bei Temperaturen um 300° K bedeutet die Ungleichung (3,2a), daB 
e 


o<kT/h~ 4-108 
oder A= 2nce/w > 4-10-3> em = 40. 


Tatsachlich ist das Anwendbarkeitsgebiet einer Gleichung vom Typ (3, 2 
offenbar noch etwas groBer. Auf dieses Problem werden wir in § 4c naher 
eingehen; in dem vorliegenden Paragraphen und in § 4 werden wir uns durch- 
weg auf die kinetische Gleichung (3,2) stiitzen, ohne dazu im allgemeinen 
noch nahere Bemerkungen zu machen. 

Beim Problem der Reflexion von Licht an einer Metalloberfliche kann man 
simtliche GréBen innerhalb des Metalls als proportional e'®’ ansehen und 
dementsprechend annehmen, daf sie nur von der Koordinate z abhangen 
(siehe § 2); auBerdem legen wir der Einfachheit halber die x-Achse in die 
Richtung des Feldes H im Metall; bei unseren Annahmen itiber die Isotropie 
des Metalls liegt die Stromrichtung dann ebenfalls in #-Richtung. 

Die Gleichung (3, 2) nimmt dann folgende Form an (H = £,) 


; E(2) Of 
Phe) 4 LA IOT Ag) = — A) oh (3,3) 


1) In (10) wurde die entgegengesetzte Ansicht vertreten; es wurde namlich behauptet, 
daB die Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den Elektronen [in (10) ist 
yon der ,,Elektronenviskositat‘‘ die Rede] fiir die Berechnung des Absorptionsver- 
mégens der Metalle wesentlich sei. Wie jedoch in (9) gezeigt wurde, sind die Methoden 
und Ergebnisse der Arbeit (10) nicht richtig. 
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Zur Bestimmung von /, und des Feldes # (z) hat man diese Gleichung simultan © 


mit den Feldgleichungen 


rot § = “en + ““G, rot E = — ~~ §, 
4 (3,4) 


(Qn h)® vhdp 


i =od =j+ioP~= 
zu lésen, wobei j die Dichte des Leitungsstroms und §§ die Polarisation ist; 
der Faktor 2 beruht darauf, daB man die beiden méglichen Spinorientierungen 
des Elektrons zu beriicksichtigen hat. 

Eliminiert man aus (3,4) das Feld 9, so erhalt man 


4mw. w? 


rot rot € = — AE + grad div € = —7 a rte 
oder in dem betrachteten Fall 
GH w 410. 
dat a. E= Jt, x | 
It, z ~ (27h) a) ssa | vzf, dp. | 


Das Problem reduziert sich also auf eine simultane Lésung der Gleichungen 
(3,3) und (3,5). 

Diejenige Naherung, die der Theorie des klassischen oder normalen Skin- 
effekts entspricht, beruht einfach auf der Vernachlassigung des ersten 


Gliedes (aes Gliedes 3A) in der Gleichung (3,3). In diesem Fall erhalten 


wir ohne weiteres!): eEr Of 
i 0 
hier 1+ iwt Op,’ 
fe f _rlp)ve Of W(p)) f' 
ih lee ae OD, 7 ap| af (Sah ret OE 
tw (e — 1) REO, 
tt ot ig |e ag OE, 
; et aw 
Hierbei ist v, = ee und der Ubergang zu den beiden letzten Aus- 


x“ 
driicken fiir 7;,, bildet im wesentlichen die Definition der GréBen o, ¢ und ¢’. 
Setzen wir (3,6) in (3,5) ein, so erhalten wir 


CE ot 
Gr te =O, (3,7) 


*) Damit die Stromkomponenten j,,, und j,,, fiir © = (HZ, 0,0) identisch verschwinden, 
ist natirlich notwendig, da die Funktion f,(W(p)) oder genauer gesagt, die Energie 
W() eine entsprechende Symmetrie besitzt. Die Annahme, daB die Energie W die 
notwendige Symmetrie hat, ist bereits in der friiher gemachten Annahme iiber die 
Isotropie des Metalls enthalten, wenn é’j, = e' d;, ist. 
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=[Ehe * 


wobei [HZ], das Feld an der Oberflache ist (d. h. bei z = 0). 
Wegen (1,2) und (3,6) ist 


— = —Ye ae he, (x + 17) hh» (3,8) 


und man kann leicht die Bedingungen fiir das Vorliegen eines normalen 
! Skineffekts, d. h. fiir die Méglichkeit, das Glied an in (3,3) zu vernach- 


i lassigen, aufstellen. In der Tat erhalten wir ae weasel der Real- und 
j Imaginarteile der beiden ersten Glieder in (3,3) folgende Bedingungen: 


c 
Roe on (3,9) 


il a eA sce 
eS (a h. u4< =), (3,10) 


| Hier ist v, [siehe das zweite Glied in (3,3)] durch v) und t durch t, = — 


%o 
| ersetzt'). Die Bedingungen (3,9) und (3,10) sorgen dafiir, da man die Theorie 
' des normalen Skineffekts zur Berechnung des Real- und Imaginarteils der 
| Impedanz Z = R + 7X anwenden kann. An Stelle der Bedingungen (3,9) und 
(3,10) schreibt man gelegentlich auch ein einzige Gleichung, die sich beim 
| Vergleich der Betraige der beiden ersten Glieder in (3,3) ergibt: 


cV1+ + wt? 
w Vn? + Vine +2 


| Diese Bedingung ist notwendig, aber noch nicht hinreichend dafir, da8 man 
| die beiden GréBen R und X in der Naherung (3,6) berechnen kann. 

| Aus (3,6) und allem Bisherigen geht hervor, da8 der Skineffekt normal ist, 
wenn Strom und Polarisation in einem gegebenen Punkt nur durch das Feld 
im gleichen Punkt bestimmt werden. Andererseits ergibt sich aus physika- 
lischen Uberlegungen, da8 der Strom in einem Punkt A durch das Feld in 
einer Umgebung des Punktes A bestimmt wird, deren Abmessungen von der 
GréBenordnung der freien Weglange / sind. Damit der Strom im Punkt A 


l< (3,11) 


1) In (3,9) und (3,10) sowie auch weiter unten sind vp, t) und 1==1, die Geschwindig- 
keit, die freie Flugzeit und die freie Weglinge an der FERMI-Grenze; wie man weiB und 
wie insbesondere weiter unten gezeigt wird, kommen in den endgiiltigen Ausdriicken 
fiir die elektrische Leitfihigkeit nur diese Gréfen vor, und damit ist die durchgefihrte 
Ersetzung durchaus gerechtfertigt. Was die Ersetzung von v, durch v anbelangt, so 
14Bt sie sich nur durch eine genauere Analyse rechtfertigen; im Gebiet des normalen 
Skineffekts, wo die Bedingungen (3,9) und (3,10) erfiillt sind, ist diese Ersetzung groBen- 
ordnungsma fig richtig. 
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nur vom Feld in diesem Punkt A abhiangt, ist also notwendig, da8 dieses 
Feld sich auf Abstinden von der Gré8enordnung / nur wenig andert. Inner- 
halb einer Skinschicht von der Dicke 6, klingt das Feld wesentlich ab, und 
daraus ergibt sich die Bedingung (3,9), die also eine einfache physikalische 
Bedeutung hat. Die Polarisation 8 wird bestimmt durch die Verschiebung 
der Elektronen unter dem EinfluB des elektrischen Feldes. Hierbei durch- 


: 270 28 2x 
lauft ein Elektron wahrend einer Periode 6 = — einen Weg v0 = fe at 


auf dieser Strecke ist das Feld nur dann praktisch konstant, wenn diese 
2 

Strecke kleiner ist als die Wellenlange im Metall 4 = ee Hieraus ergibt 
sich die Bedingung (3,10). Die Erfiillung der beiden Bedingungen (3,9) und 
3,10) gewahrleistet also die Moglichkeit, die Beziehung (3,6) zu benutzen, 
die Strom und Polarisation in einem Punkt mit dem Feld im gleichen Punkt 
verknipft. 

Zur Gewinnung expliziter Ausdriicke fiir o und ¢ muB man tiber die Form der 
Funktion W (p), d. h. tiber die Abhangigkeit der Energie der Elektronen von 
ihrem Impuls (Quasiimpuls), spezielle Annahmen machen. Die FERMI-Grenze 
W(p) = W, hat im allgemeinen eine sehr komplizierte Form und ist manch- 
mal sogar mehrfach zusammenhangend; auBerdem ist es nicht mdglich, die 
Form dieser Flache aus theoretischen Uberlegungen mit einiger Zuverlassigkeit 
zu gewinnen. Infolgedessen kann man meistens nicht umhin, eine bestimmte 
Form der FERMI-Flache einfach anzunehmen (man nimmt beispielsweise an, 
sie sei ein Rotationsellipsoid o. &.), und dann die charakteristischen 
Parameter (Verhaltnisse der Halbachsen des Ellipsoids usw.) durch Vergleich 
von Theorie und Experiment zu bestimmen. Fiir die Edel- und Alkalimetalle 
kann man jedoch in guter Naherung die FERMI-Flache als Kugel ansehen, 
und die Geschwindigkeit v) ist dann proportional dem Impuls p,: 

Pi Mert Y%} 


Wp) =e waar ia (3,12) 


Hierbei ist mere die effektive Masse und vy = (Fe) emo die Geschwindigkeit 
an der FERMI-Grenze. OP]y Mere 

Fir mehrwertige Metalle ist die FERMI-Flache im allgemeinen komplizierter, 
als durch (3,12) gegeben; fiir polykristalline Proben kann man jedoch bei 
entsprechender Mittelung annehmen, daf eine Benutzung des Ausdrucks 
(3,12) in gewissen Fallen zulassig ist. Hierbei haben natiirlich die Werte meg¢ 
und vy, die Bedeutung gewisser Mittelwerte. Jedenfalls werden wir die ganze 
weitere Darlegung im wesentlichen auf die Beziehung (3,12) stiitzen. Eine 
Verallgemeinerung aller Ergebnisse auf den Fall komplizierterer FERMI- 
Flachen ist eine der Hauptaufgaben der Theorie auf diesem Gebiet'); die 
ersten Schritte in dieser Richtung sind bereits gemacht (11—13). 


1) Wir haben den Fall des anomalen Skineffekts im Auge, denn im Fall des normalen 
Skineffekts macht die Behandlung komplizierterer FERMI-Flichen keine besonderen 
grundsatzlichen Schwierigkeiten und ist bereits mehrfach durchgefiihrt worden (7, 8, 
13a). 
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t Im Fall (3,12) ist die Zustandsdichte in der Umgebung der FERMI-Grenze 


2dp — 2pedpdQ — 2 "mig Wid Wd Q 
(20h)? (Q27h)> (22 h)3 


{ , oder nach Integration iber den Raumwinkel 


eS aw a 2 mmeit Wo" 


Carer 


dW / 
) Ferner ist im allgemeinen Fall 


Pion ea. Of 


fo 


aw =+ 0 nur 


} OW 
i in der Umgebung des Punktes W = W, in Abb. 5 und 


Iz dW = fy(ce) — fo(0) = —1). 


| Unter Beriicksichtigung des Gesagten erhalten wir aus (3,6) sofort 


Heaetidhoae av) vz) 0f5 dY dQ 
is elo aah dw aia? 
eh) Gas 
2e Vo Te (rH), 
3(1 + t@ Tp) 
! _ wobei bei den Groen 7; und # der Index « fortgelassen ist und angenommen 


abhingt [im Fall (3,12) ist 


‘ wobei fiir ein entartetes Gas die Funktion Whe delkatirmig ist (5) 


(3,13) 


wird, daB die Funktion t(p) nur von v = 


diese Annahme ganz natiirlich]. Mest 
Wegen (3, 6) und (3, 13) ist 
2 adY 
2 See? 
= alee es G a 4ne?N 
é= nv — x2 = 1 — : = = - See 
O21, m(w? + 95) 
2 adY 
Pi xs renin (led Sate 3,14 
NO oon aa © eN rv Lae ‘ ae) 
pati Dona Ta w+ 9 m(w? + y?) AG ee 
RT oar eN eNl pret U% 
o(@ = 0) =a(0) =o = MY as Mp , 0 T% i 


wobei ) die StoBzahl ist. 

Die Ausdriicke (3,14) haben genau dieselbe Form wie fiir ein freies klassisches 
Elektronengas mit einer Elektronenkonzentration N. In diesem Fall kann 
man die Leitungselektronen im Metall als ,,frei‘‘ betrachten, wobei ihre 
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Konzentration (die effektive Konzentration der freien Elektronen oder der 
Leitungselektronen im Metall) definitionsgemaB folgenden Wert hat: 


2 9 Me 8a m MNeoege =) 
Joe ae — / 3,15 
x 3 ae (j ap 3 Mette ( 27th ( ) 
Hierbei ist m = 9,1 - 10-23 g ebenso wie in (3,14) die Masse des freien Elek- 


trons. 
Manchmal sieht man die Elektronen im Metall als vollig frei an, d. h. man 


nimmt 
82 (mv, \* 
Mepp =m und N= Np = a (2) 


an, aber diese Voraussetzung ist durchaus nicht begriindet. Unzweckmabig 
ist es auch, die Leitungselektronenkonzentration durch 
oe 8x (Fa) = Meff n7 


> 


3 \ 2h m 
zu definieren, in voller Analogie zu Nf, [siehe (14)]. In diesem Fall ist 
47e? N’ 
f= 


Megs (@? + vey 

und WN’ ist nicht mehr die effektive Konzentration freier Elektronen. Das 
Wichtigste ist aber, daf in dem Ausdruck (3,14) nur die beiden das Metall 
kennzeichnenden GroBen N’ und » vorkommen, und da man aus diesen 
Formeln nur das Verhaltnis 


iN N 


Mere =m 


bestimmen kann. Die in (3,14) eingefiithrte GroBe N stimmt mit der Konzen- 
tration N iiberein, die in der ,,Summenregel** (2,17) auftritt. 

Im Hinblick auf die Formeln (3,14) mu8 man ferner feststellen, daB sie nicht 
die Gesamtwerte von ¢ und o;, sondern nur den Beitrag der Leitungs- 
elektronen zu diesen GroBen bestimmen. In dem Frequenzgebiet, von dem 
hier die Rede ist, und in dem keine Quantenabsorption (kein innerer Photo- 
effekt) auftritt, gilt hier jedoch 


4xeN 
o=o und e =e—1 + & = & — -————~. 
m(w? + 9) 
Hierbei ist weitab von den Grenzen des inneren Photoeffekts ¢ von der 


: k : . : : 4neN 
GroBenordnung | bis 10 und imallgemeinen wesentlich kleiner als sracae oan 
m(w? + 
Weiter unten werden wir nicht zwischen o und o; unterscheiden und werden, 
indem wir den Index ¢ fortlassen, die GréBe e folgendermaBen schreiben: 


4ne2N 
m (co + v5) 
Die Konzentration N ist wie bisher unbekannt; die Versuche, N aus Uber- 
legungen derart zu bestimmen, daf auf ein Atom ein, zwei usw. Elektronen 


E = &)— 


(3,16) 


Optische Eigenschaften der Metalle A 331 


<ommen, sind unbegriindet und kénnen keinen Anspruch auf irgendwelchen 
quantitativen Wert erheben. Man hat also die GréBe N durch Vergleich der 
Formeln (3,14) und &hnlicher (vergleiche § 4) mit dem Experiment zu 
estimmen. Hierbei liegen in dem Frequenzgebiet, das den Ungleichungen 


w2 >a > vr? (Se17) 


®entspricht, besonders klare Verhaltnisse vor; w, ist eine Frequenz, die der 
Grenze der quantenhaften Absorption (des inneren Photoeffekts) entspricht. 
?Es ist dann némlich 


4ne?.N 
Ey ~ ‘ 
mM w7, 
‘und wenn (3,17) gilt: 
4ne2N 
po ee = 518 | Ogee (3,18) 
Mo a 


_d.h. ¢ hangt nur von der Frequenz w und einer geeignet definierten GréBe V 
ab. Die freie Weglange kommt dagegen in (3,18) nicht vor, und man kann also 
/ annehmen, daB diese Formel auch im Fall des anomalen Skineffekts in Kraft 
| bleibt. In § 4 werden wir zeigen, daB diese Vermutung tatsachlich zutrifft. 
| Dariiber hinaus hangt die Formel (3,18), die rein klassische Bedeutung hat, 
fim wesentlichen nicht von den benutzten Modellvorstellungen ab. In der 
' Tat hat die klassische Bewegungsgleichung fiir ein System von N Elektronen 
) bei Vernachlassigung der Reibung die Form 


mNr =eN Eye” 


‘Dabei falit die Wechselwirkung zwischen den Elektronen infolge des Impuls- 
satzes fort (mit anderen Worten: infolge der Tatsache, da die Summe der 
inneren Krafte gleich Null ist). Aus dieser Gleichung erhalt man sofort 


e2 N 


Piet 1 eae Eye?! 

4nH 4ne?.N 

und damit | ee ee 
fa ma? 


Da dieses Ergebnis rein klassischen Charakter hat, erhalt man unserer 
Meinung nach wenig Neues, wenn man es mit quantentheoretischen Methoden 
ableitet (15). Der Schwerpunkt des ganzen Problems liegt in einer anderen 
Richtung, naémlich darin, in welchem Mae und in welchem Frequenzgebiet 
die Bedingungen (3,17) erfillt sind. Es ist nicht ausgeschlossen, daB es fiir 
gewisse Metalle kein oder wenigstens kein praktisch zugingliches Gebiet gibt, 
in dem der Ausdruck (3,18) hinreichend genau ist. In diesem Fall hat man 
die GréBe N nach allgemeineren aber gleichzeitig auch weniger zuverlassigeren 
Formeln zu bestimmen [siehe z. B. (3,14)]. 

Um die Genauigkeit des Ausdrucks (3,18) abzuschatzen, ist es niitzlich, die 
oben erwahnten allgemeineren Formeln in eine Reihe bis zu Gliedern von der 
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2} 
GroBenordnung a einschlieBlich zu entwickeln. Im Fall (3,14) erhalten — 
wir dann 7 


ser ( e2 N y] 
é= nv? — 3? BY — —-—_ 1 T— [- =< 
mM w? 


MW 
4ne?N ve ae Ve ma) ar, we 
ee ee 
1 4/4n2eN 5 ve 
(GES Sa — ee 
2 mw w 8 w? 
1 5 
= ey hd a ee ee 
V3 8V3 
ers a aA pee ie V3 ps nog2 
mo? 8 w? V3 = 
(3,19) 
pias 4n ee, el oe As 
ie "\reN 8 w? 
= 3 
= V3Bq —F3 py, 
: ——._ (4ne2N\" 1 
2 po u B 3 72 
ae PSP — =| Pree Qen 
V3 2y3 
“ 2 eye 1 
Pp ee ET FL — 9) — 2y-19-1 wet 
tg 20 “(14 23) ee ne es | 
wobei die nachstehenden GréBen 
v= % Gi c =) = DC ( m )" 
6? ~*~ %6,\8am) 31 \4neN) ’ 
Sa la: (3,20) 
3 Uy ()" Y% 
= — — > q = — 
wo c \8am w 


benutzt sind. Fir gute Leiter ist bei Zimmertemperatur ») ~ 3 - 10% (diesen 
2 


e 
Wert erhalt man, wenn man o, = ane 3-10!’, N =5 - 10”? setzt, oder aus 
VP 


v : f 
— | wenn man UV ~ 108 und / ~ 3-10-® annimmt). Bei 


l 
der Temperatur des fliissigen Heliums gilt im Gebiet des Restwiderstandes 
fiir sehr reine Proben 1 ~ 3- 10-3 und 19 ~ 8 - 10!°. Im nahen Ultrarot jedoch, 
beispielsweise bei A = 2, ist w = 10! und daher schon bei Zimmertempe- 
ratur yo/w? ~~ 10-*. Andererseits ist bei w ~ 10% und N ~ 5 - 1022 die GréBe 


4762. N ; k . : f 
an se 10’, und die Bedingung |e| > 9 ~ 1 bis 10 ist ebenfalls erfillt. 


der Beziehung ») = 
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ds besteht deshalb die Méglichkeit, »2 gegeniiber w? und « gegeniiber ¢ zu 
Wernachlassigen, was zur Anwendung der Formeln (3,18) nétig ist; ohne 
‘braktische Bedeutung ist dies nur dann, wenn die Grenze des inneren Photo- 
fiekts im ultraroten Spektralgebiet liegt. Auf die Frage nach der Genauig- 
kxeit der Formel (3,18) werden wir in § 4 noch zuriickkommen; hier be- 
Sehrinken wir uns auf die Feststellung, daB eine Temperatursenkung 
jeine Verkleinerung von 7) und ein Ubergang in das Gebiet niedrigerer 
aFrequenzen fiir eine hinreichend genaue Anwendung der Formel (3,18) 
iziinstig sind. In dem entsprechenden Frequenzgebiet kann man durch Messung 


Wer GréBen negr und %er¢ oder nur der einen GréBe sin Mp te py & Vn + x24 
‘die Leitungselektronenkonzentration bestimmen: 


2 2 : : 
sae |e | mo __ (Nett +r ett) mw? _ Sin® Gp tg? Yome? = 
47e? 4ze? 47 


sin? gy, tg? 
= 1,12 - 1021 ae ic a (3,21) 


a Hierbei treten erp und xege statt m und x auf, da die Formel (3,21) unter den 
© Voraussetzungen (3,17) auch im Gebiet des anomalen Skineffekts anwendbar 
‘ist ; in dem letzten Ausdruck (3, 21) ist A die Wellenlinge in Mikron. AuBerdem 
kann man in (3,21) statt eines ~-Zeichens praktisch ein Gleichheitszeichen 
}setzen, denn beispielsweise gilt bei ¢ ~ 10! 


2 po aN meas 
€ Nett + Hert = Sin? Po tg? PY 


4 bis auf die Glieder von der GréBenordnung 1/e ~ 10-4. 

i Die Bestimmung der Leitungselektronenkonzentration N mit Hilfe der 
) Formel (3,21) durch optische Messungen der GréBe nig, + x31, ist die Haupt- 
tf aufgabe der Metalloptik unter dem Gesichtspunkt der Gewinnung von Aus- 
i kinften von grundsatzlicher Bedeutung fiir die Metalltheorie. Die Ausdriicke 
4 (3,18) und (3,21) kann man ihrem Wesen nach sogar als Definitionen fiir die 
} GroBe N ansehen, die auch in eine ganze Reihe anderer Formeln eingeht, 
» welche jedoch nicht so unabhangig von der jeweiligen Modellvorstellung sind. 
Die in der Einleitung erwahnte unbefriedigende experimentelle Situation in der 
} Metalloptik wird jetzt vollkommen klar, wenn man bedenkt, daf neuere 
) Angaben zur Bestimmung der Grofe N an Hand der Formel (3,21) praktisch 
i nicht vorhanden sind. Es gibt zwar von einer Reihe von Metallen 
* (Silber, Gold, Kupfer) alte Daten, die zu diesem Zweck mehr oder weniger 
) geeignet sind. Fir Supraleiter aber gibt es so gut wie keine derartigen 
) Angaben (nadheres in § 6), waihrend doch eine Kenntnis der GroBe N von 
» grundsiatzlicher Bedeutung fiir die Theorie der Supraleitung ist (16, 4). 
Neben N kommt in den Formeln (3,14) noch die StoBzahl 1) vor, die man 
| nur aus eben diesen Formeln bestimmen kann. Hierbei kann man die Theorie 
| prifen, indem man » etwa aus dem Ausdruck fiir die statische elektrische 


9 


| Leitfaihigkeit o, = ~ bestimmt und dann die gemessenen und berechneten 
Y% 


Werte von ¢ und o [oder n, x, A usw.; siehe (3,14), (3,19)] bei verschiedenen 
Frequenzen vergleicht. Ein solcher Vergleich fiihrt besonders bei tiefen 
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Temperaturen zu einer klaren Diskrepanz der Formeln (3,14) mit dem 
Experiment [siehe (8), Kap. 4, (17) und weiter unten § 6]. Frither versuchte : 
man diese Diskrepanz durch Oberflaicheneffekte zu deuten in dem Sinne, dafi. 
die Oberflachenschicht eine geringere elektrische Leitfahigkeit besitzen sollte: 
usw. In letzter Zeit hat man festgestellt, daB es sich hier einfach darum 
handelt, daB auch der anomale Charakter des Skineffekts beriicksichtigt 
werden mu8 und da& es unméglich ist, simtliche Formeln (3,14), (3,19) im 
ultraroten Spektralgebiet zu benutzen. Dies ergibt sich sofort aus der: 
Anwendbarkeitsbedingung fiir die Theorie des normalen Skineffekts (3;9) 
und (3,10). In der Tat ist fiir Zimmertemperatur und fiir gute Leiter] ~ 3-10°§, 
und im Gebiet (3,17) betragt die klassische Eindringtiefe beim Skineffekt 


Bei N ~ 5-10” ist also 6, ~3-10-%~J1, d.h. die Bedingung (3,9) ist 
nicht erfiillt [dagegen ist die Bedingung (3,10) erfillt, woraus im gege- 
benen Fall die Méglichkeit folgt, die Formel (3,18) anzuwenden]. Nur fir 
schlechte Leiter, bei denen die freie Weglange / (und in einigen Fallen auch 
die Leitungselektronenkonzentration NV) geringer ist, kann man bei Zimmer- 
temperatur annehmen, daB im Gebiet (3,17) 1 < 6 ist, und dementsprechend 
die Theorie des normalen Skineffekts‘zur Berechnung saémtlicher GroBen 
(A, n usw.) benutzen'). Im Gebiet tiefer Temperaturen dagegen, wo die freie 
Weglange bei sehr reinen Proben Werte von der GroBenordnung / ~ 10° bis 
3 - 10-3 erreicht, kann im allgemeinen von einer Benutzung der Theorie des 
normalen Skineffekts nicht die Rede sein. 


§ 4. Mikrotheorie im Fall des anomalen Skineffekts 


a) Grundlagen der Theorie des anomalen Skineffekts 


Im allgemeinen Fall, bei beliebigem Charakter des Skineffekts (stark anomal, 
schwach anomal oder normal) mu die Bestimmung der Oberflichen- 
impedanz Z und anderer Groen (beispielsweise des Feldes im Metall) auf 
Grund einer Lésung der Gleichungen (3,3) und (3,5) erfolgen*), wobei das 


#0 fli: : 
Glied - in (3,3) nicht vernachlassigt werden darf. Wir haben im folgenden 


1) Man muB beachten, da zur Berechnung gewisser GréSen die Bedingung 1 < dy, 

nicht notwendig ist. Wie schon gesagt, gilt dies auch fiir die Berechnung von e [sieche 

(3,18)]. 

*) In (3,5) wirdangenommen, da8 ¢) = 1 ist (einen Beitrag zu « liefern nur die Leitungs- 
2 2 

elektronen). Im allgemeineren Fall hat man in (3,5) die GroéBe BS E durch a re 

zu ersetzen. ¢ ¢ 
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| 
, 


4 den Fall (3,12) im Auge, setzen also p = mere » und schreiben die Gleichung 


‘ ‘| (3,3) in der Form 


Of, , L+iwr eB: ) Ofy 
Oz + TV, fe Meee; OVz a 
i f Die allgemeine Lésung dieser Gleichung lautet 
— (1+ iwt)z 
Cees 
@ Of + 40T 
JRF pi A fa 2) ee 
(o) — oe / Gre p|* = Jas (4,2) 
0 


_ wobei F'(p) eine beliebige Funktion von v_ ist. 

Wir bezeichnen jetzt die Werte von f, fiir v, < 0 und v, > 0 mit {/ baw. /@ 
4 (vgl. Abb. 1; bei v, > 0 bewegen sich die Elektronen in das Metall hinein 
4 und bei v, <0 auf seine Oberfliche zu). Natiirlich ist dabei f, = f(? + /@. 
“@ Bei v, < 0 ergibt sich die Funktion F'(v) aus der Forderung, daB bei z + oo 
@ (tief im Innern des Metalls) die Funktion f, nicht unendlich wird. Es ist also 


Poqtest panes) if és |— (1 + ek] ; 


Mee V, OVz TV; 
| E(£) exp (eae) ne (4,3) 


2 


| Bei v, > O wird die Funktion F (pv) und damit auch /© durch die Bedingungen 
| fiir die Reflexion an der Metalloberfliche (bei z = 0) bestimmt. Erfolgt eine 
ideale Reflexion, so ist 


"ae OE Vy Vz, 2 0) == {(v,; Uy; — Uz6 = 0) : (4,4) 


Im Fall einer rein diffusen Reflexion haben die Elektronen nach der Reflexion 
ihre geordnete Geschwindigkeit vollstandig ,,vergessen“, d. h. es gilt 


TOE, 2.2 — 8) =50- (4,5) 


Wird schlieBlich der Bruchteil 9 der Elektronen ideal, der Rest (1 — @) 
diffus reflektiert, so ist 


fo ms {2 (vz; Vy, Vz, & = 0) = olfo ats 2 ((,, 2g Us a 0)] a- (1—¢) fo (4,6) 


Das uns interessierende Problem ist in allen drei Fallen (4,4 bis 4,6) gelost 
worden (18—20), wobei die GréBe o als unabhingig von v betrachtet wurde 
(allgemeinere Randbedingungen mit @ = e(v) sind noch nicht benutzt 
worden). 

Wie sich aus einem Vergleich zwischen Theorie und Experiment ergibt, 
reflektieren selbst die besten Proben die Elektronen diffus (27, 34). Im Fall 
-polykristalliner Spiegel, die wir in erster Linie im Auge haben, ist dieses 
24 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Ergebnis ganz naheliegend, und es besteht kein Grund zu der Annahme, daf 
eine weitere Verbesserung der Vorbehandlung der Oberflache den Charakter 
der Reflexion dindern wird. Obwohl es also nicht ausgeschlossen ist, daB es 
auch Proben gibt, die Elektronen im wesentlichen ideal reflektieren!), werden 
wir weiter unten, solange nichts Gegenteiliges gesagt wird, im allgemeinen 
nur den Fall der diffusen Reflexion mit 9 = 0 im Auge haben. Die Bedingung 
(4,5) fihrt zu dem Ausdruck 


f2 Fest rey: g O fo exp |— (1 + tt) | p 


Mege Vz OVz TV; 
z 


[Be exp jet ae. (4,7) 


z 
0 


Der symmetrische Teil der Verteilungsfunktion f, liefert keinen Beitrag zu 
dem Ausdruck fiir die Stromdichte, der nach (3,4), (3,5) und (3,12) folgende 
Form hat: 


Mert \* 
it(z) = 2e (5 =) ic f,dv,dv,dv,. (4,8) 
Dabei ist der Index x bei 7; fortgelassen. 

Setzen wir (4,3) und (4,7) in (4,8) ein, so erhalten wir nach einer Reihe von 
Umformungen (19) 


ye.  elmenve ag Sys 
(2) = 472 h3 | xo( H ) mag, 
0 
2 (4,9) 
K,(u) = | sin°# sec De—(1+ta)|u|sec6 gQ — 
0 


= HB, {(1 + ta) |w|}—E,, {1 + ia) |u}}, 


mit E,,(u) = [Ss ds (Reu <0), a=at, 1 = tr%. 
1 


Bei der Integration sind Polarkoordinaten 


b = {vsin 6 cos g, v sin 6 sin 9, v cos 6} 


*) Solche ideal reflektierenden Proben miiSten Einkristalle mit einer hinreichend gut 
bearbeiteten Oberfliche sein, die sich auf tiefer Temperatur befinden, bei der die ther- 
mische Bewegung der Atome an der Oberflache gering ist. Auch unter solechen ,»,idealen‘‘ 
Bedingungen ist die Reflexion im allgemeinen nicht streng ideal, da beim Auftreffen der 
Elektronen auf die Kristalloberflache eine Beugung auftreten kann. In dieser Richtung 
gibt es eine Reihe von Moglichkeiten, die kiirzlich in der Arbeit (25) und vollstandiger 
von L. W. KELDysScH entwickelt worden sind. 
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ingefiihrt worden, ferner wurde ‘die Formel 


he: 
— [ay 52 dv = a1) 
0 


2H Skis , 0? Bel 
dz + i He K; "(ts E(é) dé (4,10) 


) oder nach wan der Variablen ¢ = oe und 7 = é/l sowie der Bezeich- 
‘nung E (61) = ¥(¢) 


| @Y(é) Cok ae 
dc? & ) $a | Hale Ea an (4,11) 
io we? meg v2 18 3 P 

f t SS Oi 7 Z 
mi a ne ks 2 & (4,12) 


i nicht oy, aber wegen (1,23) kommt das praktisch auf dasselbe hinaus]. 

i! Die Integrodifferentialgleichung (4,10) bzw. (4,11) oder die analoge Gleichung 
im Fall g + 0 ist die Grundgleichung der Theorie des anomalen Skineffekts. 
» Leider ist ihre Lésung, besonders in dem betrachteten Fall und tiberhaupt 
) stets fiir 9 + 1, ziemlich umstandlich, da die Endergebnisse sich nur durch 
7 numerische Integration gewinnen lassen. Im folgenden werden wir uns also 
j auf die Angabe der Ergebnisse und auf eine Reihe von Bemerkungen be- 
> schrinken miissen [eingehende Rechnungen findet man in (19, 20)]. 
 Zunichst stellen wir fest, daB bei der Bestimmung der Oberflachenimpedanz 
» der allgemeine Ausdruck fiir das Feld H(z) = ¥(¢) nicht untersucht werden 
| braucht; wegen (2,8) und (2,9) ist nimlich 


Spiel? Fa und im Metall H, =—— oho. 
| c ie tw Oz 
und daraus folgt 
420 f H, .4n0l Y(0) 
i 4 sy) min ete agp AN 4,1 
Oz My 


I Man braucht also nur die GréRe YY’ (0) = Fal zu kennen, da das Feld 


{ [Z], = Y(0) vorgegeben ist?). 


{ 1) Wir weisen darauf hin, da& wir manchmal eine andere Bezeichnungsweise wahlen, 
) als in der Arbeit (19), der wir in diesem § folgen. Insbesondere wird dort unsere GroBe @ 
mit p bezeichnet. 

2) Bei der Auflésung der Gleichungen (4,10) bzw. (4,11) ist auBer der Vorgabe der GroRe 
W(0) auch beriicksichtigt worden, da® ¥Y(co) = 0 ist (das Feld dringt nicht in das Innere 
des Metalls ein). 

24* 
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Ferner 1a8t sich der Ubergang zum Fall des normalen Skineffekts (siehe § 3) 
mit in den Beziehungen (4,9) und (4,10) leicht vollziehen, denn fir | > 0 


nimmt die Funktion K, (' rae 
und (3,15) ist 


2 462 mere v2 1 
jt(z) = - mut 0 [ae ")ag = = et E(z) = 


ein scharfes Maximum an, und wegen (3, 14) 


nage 3(1 + tm) 42? h? 
e Nl =—— | 
ry eee a = ee (2): 4,14 
My (1 + 1H Tp) aN) (> Be iw 4n (2) ( 


was mit (3,6) iibereinstimmt. 
Der Ausdruck fiir das Feld H(z), den man durch Auflosung der Gleichung — 
(4,10) erhalt, ist sehr kompliziert, und die Abhangigkeit der Feldstarke £ 
von z ist natiirlich nicht rein exponentiell. Zur Illustration diene, daf selbst 
in dem einfachsten Fall einer rein idealen Reflexion (9 = 1) gilt: 


2y" cos Cudu 
2G) = V(t) == a 
wu? — = + tas(u) 
0 
+00 
s(u) = | K,(v) e-*?* do, (4,15) 
Bei groBen Werten von ¢ ist 
ae 
(CG) —- Cie Be fs C, an (4,16) 


dabei sind O, und C, Konstante, und # ist ein komplexer Parameter, der von a 
abhangt. 

Bei beliebigem Wert des Parameters a [siehe (4,12)] ergeben sich Ausdriicke 
fiir H(z) und Z, die nicht nur kompliziert und undurchsichtig sind, sondern 
auch sehr empfindlich gegen die bei ihrer Ableitung gemachten Voraus- 
setzungen sein kénnen. Beispielsweise ist in der kinetischen Ausgangs- 
gleichung (3, 2) das sogenannte StoBintegral, das den EinfluB der St6Be der 
Elektronen mit dem Gitter auf die Verteilungsfunktion wiedergibt, in der 
Form f,/t = vf, = v/l - f, geschrieben worden. Wie bereits in § 3 angedeutet, 
ist ein solcher Naherungsausdruck fiir das StoBintegral bei tiefen und bei 
hohen Temperaturen in der Theorie der elektrischen Leitung im allgemeinen 
richtig. Im betrachteten Fall des anomalen Skineffekts jedoch ist diese 
Naherung im allgemeinen in der Nahe der Grenzflichen des Metalls nicht 
gerechtfertigt, weil dort nimlich im Fall einer diffusen Reflexion die Ver- 
teilungsfunktion sich in Abhingigkeit vom Winkel im Geschwindigkeitsraum 
stark andert (9). Dieser Umstand sowie auch der mégliche Einflu8 einer An- 
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isotropie der freien Weglinge wird im Grenzfall des stark anomalen Skin- 
effekts, d. h. bei 


io erptr reat (4,17) 


unwesentlich. Dieser Fall ist auch (abgesehen vom klassischen Grenzfall 
1» 0) der einfachste unter dem Gesichtspunkt einer vollstaindigen Durch- 
fiihrbarkeit aller Rechnungen; gleichzeitig ist er fiir die Praxis sehr wichtig, 
da er im allgemeinen im gesamten Gebiet der Heliumtemperaturen verwirk- 
licht ist. 

Im Fall der Radiofrequenzen ist hierbei wenigstens fiir gute Leiter auch die 


Bedi i 
puimeung *) om<€1 Gh wn) : (4,18) 


erfillt. Im Grenzfall (4,17) bis (4,18), d.h. im Radiofrequenzgebiet unter 
den Bedingungen eines ausgesprochen anomalen Skineffekt gilt bei diffuser 
Reflexion der Elektronen an der Grenzflaiche 


a "Is 
T= 2. = Reag he va (1 + 33). (4,19) 
0 


cto 


Bei rein idealer Reflexion ergibt sich die gleiche Formel, nur mit dem Zusatz- 
faktor 8/9. Im Radiofrequenzgebiet hat also der Charakter der Elektronen- 
reflexion an der Grenzfliiche nur geringen EinfluB auf das Ergebnis; dennoch 
ist in diesem Fall an Hand experimenteller Daten eine eindeutige Ent- 
scheidung fiir die Formel (4,19) méglich, d.h. fiir einen diffusen Charakter 
der Reflexion. 

Zum Vergleich fiihren wir hier auch den Ausdruck fiir Z im Fall des normalen 
Skineffekts unter der Voraussetzung (4,18) an, die (1,23) aquivalent ist: 


4762 N 


ieee 4n0 — —_47e2N Yo 
oT |i (wo? ++ 02) 


|< —— = eee ne 2S) 


m(w? + v2) ow 


In diesem Fall ist [siehe (1, 24)] 
4m 4n(n+ 1%) 
cVe ¢(n® + x?) 


‘ 1/, 
~ a+ ~ (Ze) (eas) wet Pos aod fi (4,20) 
C- Oo Cc 


Z,= Fy + 1X, = 


Schreibt man den Ausdruck (4,19) ebenfalls in der Form 


Doe es (1 + V33), (4,19 a) 


1) Die Frage, mit welcher Genauigkeit man im Fall des anomalen Skineffekts im Radio- 
frequenzgebiet die GréBe wt, gegeniiber der Eins vernachlassigen kann, wird in (24) naher 
erortert. 
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V3 el \"* ar 
sO wi oo mt Oo. 4,21 
so wird ) ( Bd (é 3} % ( ) 
Fiir die bei tiefen Temperaturen typischen Werte / = 10-*cm und oy = 10?° 


CGSE ist bei w = 6 - 101° (a= =2° ~~ 38cm} 6, = 5- 10% cm, a= 6-104 


und 6. = 36) = 1,5- 10-5 cm. Folglich ist nicht nur die Bedingung (4,17), 
2 


5 = > 1 ausgezeichnet erfillt. Ein nor- 
maler Skineffekt liegt im Radiofrequenzgebiet nur fiir Frequenzen vor, die 


sondern auch die Bedingung a = 


2 
klein gegen <— sind [d. h., wenn a < 1 ist; siehe (3,9)]; bei den ange- 
Go 


gebenen Werten von / und oy bedeutet das w < 108 (A> 1 km). 
Aus den Formeln (4,19) und (4,21) geht hervor, daB in dem betrachteten 
Grenzfall die freie Weglinge / aus dem Ausdruck fir Z., bzw. 6. heraus- 
fallt, denn es ist [siehe (3,14)] 
%  eN 56 
rae (4,22) 


Da nur die Grof8e J eine merkliche Temperaturabhangigkeit hat, bedeutet 
dieses Ergebnis, daB die GroBe Z., nicht von der Temperatur abhangen kann, 
was auch experimentell bestatigt wird (21, 22). Charakteristisch ist auch, daB 
wahrend X, = R, ist [siehe (4, 20)]. 


Xo = V3Rx.- (4,23) 


Messungen der GroB8e Z,. oder auch nur der GroBe R,, geben eine Moglich- 
keit zur Bestimmung des Verhialtnisses o)/1 und damit auch von J, da die 
statische elektrische Leitfahigkeit o, unabhaéngig gemessen werden kann. 
Durch eine Messung der Gro8e o,/! kann man auch die Geschwindigkeit v, 
an der FERMI-Grenze bestimmen: 


Fee caer et page ae 
pros ital oo. 
(9) (7) 
dabei muB die Konzentration N aus unabhangigen optischen Messungen 
bestimmt werden. 
Zur Bestimmung von v, kann man auch anders vorgehen und den bekannten 


Ausdruck (7, 8) fiir den Elektronenanteil der spezifischen Warme der Metalle 
benutzen, der bei tiefen Temperaturen gemessen werden kann: 


272 (7) 


(4,24) 


OO ey TN hms eS | ay 


hierbei ist k = 1,38 - 10-16 erg/Grad die Boltzmannkonstante. Wegen (4,25) 


ist fa eal 
N 
Vg t= eR i = 1,44-10-2 fee (4,26) 
my Wy 


== =) 4,2 
0 Mv, (2) 
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Kin Vergleich der Ausdriicke (4,24) und (4,26) kann zur Nachpriifung der 
Theorie dienen. Zu diesem Zweck ist die Beziehung 


— 3,1 - 10° CGSE, 

(2 : (4,27) 
7) 

ayn 


bequem; man erhalt sie (16, 23) aus (4,24) und (4,25), sie enthalt die 
GroBen y, N, o,/l, die auf unabhangigen Wegen gemessen werden kénnen!). 


Ne aay LO 


Die Parameter JN, vy und / sind, abgesehen von ép, die einzigen GroBen, die bei 
der benutzten Naherung im Problem vorkommen. Die iibrigen Parameter 
lassen sich durch diese drei ausdriicken; z. B. ist die effektive Masse meg 


[siehe (3,15)] ss 5 
phe ee RIOD Fe 55). 10- VX (4,28) 


Samui 


Wir erinnern daran, da8 man im Gebiet des normalen Skineffekts.experimen- 
tell nur die beiden Groen N und » = v,// bestimmen kann [allerdings kann 
man zur Bestimmung der Geschwindigkeit v, hierbei Messungen von y heran- 
ziehen; vergleiche (4, 25)]. Im Gebiet des anomalen Skineffekts jedoch laBt 
sich, wie gesagt, die Geschwindigkeit v) ohne Heranziehung von Angaben 
tiber die elektronische spezifische Warme bestimmen. 


b) Ergebnisse fiir das ultrarote Spektralgebiet 


Wir wenden uns nun den Ergebnissen der Theorie des anomalen Skineffekts 
im optischen und besonders auch im ultraroten Spektralgebiet zu [siehe 
(17—19, 14) und insbesondere (20)]. Hierbei beschranken wir uns auf den 
wichtigsten Fall 


Ot > (dh. @ >); (4,29) 
4nzeN 
le| > £o ag mw (d. h. @ < Wo) (4,30) 
3 
a 3 Ont tf 3e? N v5 
und (w T))3 a yi gl me w2 <i (4,31) 
%o 


1) Aus (4,25) und (4,27) erhalten wir 
i) 99 


mek? 1 saber. 2 
oe oe Chibi = 8,15. 10 ye (4,27 a) 


2 


342 W. L. GINsBuRG und G. P. MOTULEWITSCH 


Die Voraussetzungen (4,29) und (4,30) stimmen im wesentlichen mit (3,17) 
iiberein und kénnen, wie in § 3 angedeutet, in einem sehr groBen Frequenz- — 
bereich, der das ganze ultrarote Spektralgebiet umfaBt, erfillt sein. Die 
Forderung (4,31) ist starker als (4,29), in der t) mit abnehmender Tempe- 
ratur zunimmt. Bei N ~ 5 - 1022 und A, ~ 10° nimmt die Ungleichung (4,31) 
folgende Form an: 


wo? > 108 (4 = us = Tl < < 1004 = 107 cm). (4,32) 


AuBerdem hat man eine Ungleichung vom Typ (3,2a) zu beachten, die die 
Anwendbarkeit der benutzten kinetischen Gleichung einschrankt; von 
diesem Umstand wird spater noch die Rede sein (siehe § 4c). 

Sind die Ungleichungen (4,29) — (4,31) erfiillt, so erhalten wir’): 


5 2 Cy 
Eepf = Nett — eff ~ 


4 301 4 
Se ee | A-2 me —2 m4 SE oD 
meen es ai cat a Pw (eae aces xf); (4,33) 
eff V3 4 bad 
86 16 In 2 14 3 5 
aw Aa-lmt | Powe 3 
oP fiat oie iia Ph al Seth (4,34) 
2 4 1 V3 
Net = PP PP | eng ae 4,35 
ff Var Pp. ee al er mn! re ( ) 
Awch _ Amer yg ee es 
m% ~~ ‘Nett + Hert V3p 4 mad 
16In2 | 8723 83/3 3 V3 
os 2 = ed VO 3 
PP 105! 80680 192 tT ats | (4,36) 
cX 4 Here = 
= 2 8B 
um Nett + Hert pabms Si 
83/3 | 3 yaw 
+ Bp | 10 ae em 1B el, (4,37) 
es iain eo 
211 3 
sri el ee amg cee 4,38 
a PrP loeoyas 8 2 t ays? (4,38) 


1) Diese Formeln werden in (20) abgeleitet, wo die hier und in (14) benutzten GréBen.f, 
q und p (siehe [(3,20)] durch die halbfetten Buchstaben v, o-} und v~ ersetzt sind. 
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w 2p 83 V3 1 
toro pa eos Ree 1+ p? 24 
oe rar V3 Paci Be ert 

et 
16 In 2 8723 83 ? V3 ual E 
q+ Gg 
105 V3 80640 V3 192 4 8 
+ = v3 ve se |'} +? (4.39) 


V3 
4 
| In diesen Formeln sind die Parameter f, q und p wie in (3,20) angegeben 
) definiert, und die unterstrichenen Glieder ergeben sich in der gleichen Na- 

» herung im Fall des normalen Skineffekts [siehe (3,19)]!). Hierbei ist 


2 2 2 
4ne? N Vp ; eN ve 


4 
ae Sia OY giana a bochial Aimee te aed 
3 pao? mar ’ Pd o re; P a me2w2’ 


pee 


} d.h. unter den Voraussetzungen (4,29) bis (4,31) ist 


pg< tl und p* <1. 


i Infolgedessen sind in (4,33) bis (4,39) die Glieder hoherer Ordnung in p 
5 klein gegeniiber den ersten Gliedern (den Gliedern niederer Ordnung in p). 
! Aus den Formeln geht hervor, da in den Ausdriicken fiir éep, x, cX/m und 
i sin Y tg Yp die Hauptglieder mit den entsprechenden Gliedern in den Formeln 
i fiir den normalen Skineffekt tibereinstimmen [siehe (3,19)]. Bei 


Cc e2 N we C % 
% ee 4,40 
%9o Gea) Vy (82e2 N/m)! > ( ) 
i C 
eo" 1 > ame Mh (4,402) 
m 
1) Es ist angebracht, daran zu erinnern, daB wegen (1,19), (2,9) und dem in §3 Gesagten 
os 
1— A x | —— 
Lay 


wath cx\? BIENO 
_ gilt, woraus man bei kleinem a und ais erhalt 


cR ' 1 {cX\? 1 /cR\? 
“aspen rier toed Peer’ eae kp 
Unter den Voraussetzungen (4,29) und (4,30) gilt mit geniigender Genauigkeit 
R 4n 
edits moe =e eff E 
Tete + ete 


[siehe auch (1,19) und (3,19)], was auch in (4,36) benutzt wurde. 


| 


] 


oe i 
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gehen die Ausdriicke (4,33) bis (4,39) vollstiéndig in (3,19) tiber. Das ist auch 
ganz natiirlich, da die Voraussetzung (4,40a) mit der fiir den normalen 
Skineffekt (3,9) iibereinstimmt; im Bereich von (4,29) ist namlich 


c 


c c 
6, = ~ = —— 
WH /4 1? 4neN 
° Y mo m 

[siehe (3,19) und (4,35)]. 
Auf Grund des Gesagten kann man behaupten, wie auch in § 3 geschehen, 
da8B im Gebiet von (3,17) die Formel (3,18) im allgemeinen in guter Niherung 
auch im Fall des anomalen Skineffekts gilt. Zur Abschitzung der Genauigkeit 
dieser Formel een 


bo eS 


(4,40b) 


a (3,18) 


weisen wir darauf hin, daB bei den typischen Werten 
Y% ~ 108, N ~5-10%, p? ~ 1027/w? ~ 10'- 7? 


und beiA ~ 10 = 10-3cm p? ~ 10-2 ist. Wegen (4,33) gilt also bei g < 1 
der Ausdruck (3,18) mit etwa 0,3% Genauigkeit. Diese SchluBfolgerung 
bleibt auch bei Zimmertemperatur bestehen, bei der fiir typische Metalle 
q ~ 1 ist. Die Anwendbarkeit der Formel (3,18) ist deshalb nur dann ein- 
geschrankt, wenn die Grenze des inneren Photoeffekts @) schon im ultra- 
roten Spektralgebiet liegt (siehe auch § 4c). In diesem Fall hat man zur 
Erfillung der Voraussetzung (4,30) die Frequenz herabzusetzen, was zu 
einem Widerspruch zu (4,31) und (4,32)!) und zu einer Ungenauigkeit der 
Formel (3,18) fiihren kann. 

Wir miissen nochmals darauf hinweisen, daB die Formeln (4,33) bis (4,39) 
sich auf den Fall einer diffusen Reflexion der Elektronen an der Metallober- 
flache beziehen. Bei idealer Reflexion der Elektronen erhalt man im Gegen- 
satz zur Sachlage im Radiofrequenzgebiet im allgemeinen wesentlich andere 
Ergebnisse (vergleiche den SchluB8 von § 4a). So wird bei idealer Reflexion 


4 16 4 
Sah Ce era Baia? pee (— 45 — = “), (4,41) 
Pas 2 2 2 2V3, 3 
A = V3Bq + Bp i. eed 8 9) (4,42) 


Im Fall der GréBe ecge bezieht sich der Unterschied nur auf die kleinen 
Glieder, die man beim Ubergang zur Hauptformel (3,18) sowieso vernach- 
lassigt. Im Fall der GréBe A jedoch stimmt bei idealer Reflexion das erste 
Glied mit dem iiberein, das man fiir den normalen Skineffekt erhalt, ist aber 
im Gebiet des anomalen Skineffekts wesentlich verschieden von dem Aus- 
druck, der sich bei diffuser Reflexion ergibt. Im letzten Fall erhalt man bei 


') Wir miissen darauf hinweisen, daB man Formeln ableiten kann, die auch bei Ungiiltig- 
keit von (4,31) und (4,32) brauchbar sind. Die Benutzung dieser Voraussetzungen ist 
also nicht notwendig. 
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ih ausgepriigtem anomalen Skineffekt (q <1), wenn man die Glieder ~ yp 
vernachlassigt [siehe (4,36)]: 


AS Aga p= 5. (4,43) 


Dieser Ausdruck hingt von der statischen elektrischen Leitfahigkeit o, und 
damit auch von der Temperatur nicht ab, wihrend man bei normalem Skin- 
effekt, ebenfalls unter Vernachlassigung der Glieder ~ p?, erhalt 


A = Ay = V38q = 5 (7) = (ty) = P(e) ean 


Oo \xm me? N bel sre? NV 


“Y Dieser Ausdruck nimmt mit abnehmender Temperatur stark ab, da a, z. B. 


beim Ubergang von Zimmer- zu Heliumtemperaturen um einen Faktor 1000 
zunimmt. Experimentell ist von einer so starken Verringerung des Absorp- 
tionsvermégens A nichts zu bemerken (vergleiche § 6), und damit wird 
wenigstens qualitativ die Formel (4,36) bestatigt. Eine Priifung der Theorie 
ist hierbei méglich, indem man die Parameter NV und v, aus anderen Mes- 
sungen bestimmt (N durch Messungen von éege und v) durch Messungen des . 
Elektronenanteils der spezifischen Warme oder der GréBeo,/1; vergleiche § 4a) 
und die unter Benutzung dieser Parameter berechneten Werte von A mit dem 
Experiment vergleicht. Im Grenzfall des anomalen Skineffekts und bei 
p? < 1 ist es bequem, zu diesem Zweck, abgesehen von den unten zu erér- 
ternden Quanteneffekten, den einfachen Ausdruck (4,43) zu benutzen. AuBer 
dem Absorptionsvermégei. A haingen auch die Ausdriicke fiir ner und tg 2 0, 
vom Charakter der Elektronenreflexion an der Metalloberflache und davon, 
ob der Skineffekt normal oder anomal ist, ab [siehe (4,34) und (4,39)]. Das 
ist auch durchaus verstandlich, denn es gibt im ganzen nur zwei unabhingige 
GroBen, etwa erp UNC %ere. Hierbei hangen die Groen, die (in dem betrachteten 
Fall) durch xer¢ bestimmt werden, von! und damit vom Charakter des Skin- 
effekts und der Elektronenreflexion an der Oberfliche nur schwach ab; zu 
diesen Gr6éBen gehOren Erp, cX/40 und sin gy tg Yo [siehe (4,33), (4,37) und 
(4,38)]. Die GroBen, die durch neg¢ bestimmt werden, sind dagegen im allge- 
meinen sehr empfindlich gegen den Wert von / und kénnen wesentlich vom 
Charakter des Skineffekts und der Elektronenreflexion an der Oberfliche 
abhingen; zu diesen Groen gehéren A und tg? gp. 

Das Problem des Vergleichs zwischen Theorie und Experiment und die auf 
diesem Gebiet noch offenen Fragen werden in § 6 und im SchlufSabschnitt 
niher erértert. Hier wollen wir nur noch einmal auf den physikalischen Sinn der 
gewonnenen Ergebnisse und auf die elementare Herleitung der Grenzformel 
(4,34) sowie auch der Grenzformel, die sich aus (4,42) bei der sehr starken 
Voraussetzung q < p? ergibt 


3 
er ox SRA a Rt 4,45 
A=A, 3 Bp mo c¢ ( 


eingehen. 
Im optischen Spektralgebiet ist die Wegstrecke, die ein Elektron waihrend 
einer Schwingung (einer Periode) durchlauft, von der GréBenordnung »/w, 


wwde 
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also bedeutend kleiner als die Tiefe der Skinschicht 6 = —, selbst dann, 


wenn | > 6 ist. Infolgedessen erfolgen in erster Naiherung die Elektronen- 
schwingungen in einem homogenen Feld, und bei der Berechnung der Grofen, 
die in Abwesenheit von Sten nicht verschwinden, kann man den Skineffekt 
als normal ansehen!). Zu diesen Groen gehért vor allem die Dielektrizitats- 
konstante ¢, die in groBer Entfernung von der Grenze der quantenhaften 
Absorption [d.h. bei Giiltigkeit von (4,30)] fir /— oo den Wert ¢= 


oe annimmt. Infolgedessen hat bei ] > oo (d.h. praktisch bei w > % 


2 


mo 
= v,/l) das Feld im Metall in guter Naherung die Form 


2 


H = Hye ® cos (wt + y); 


ee c (4,46) 
ox " (4neN\'’ 
ee 


Hierbei und im folgenden wird der Einfachheit halber das Feld als reell 
angenommen; y ist eine beliebige Phase. 

In (4,46) ist H, das elektrische Feld bei z = 0; es ist gleich der Summe der 
Tangentialkomponenten der Felder der einfallenden und der reflektierten 
Welle bei z = 0. Nehmen wir der Einfachheit halber an, es handle sich um 
senkrechten Einfall, so erhalten wir 


ag 
Ey = fo E 4, (4,47) 


wobei EH, die Amplitude des elektrischen Feldes der einfallenden Welle ist’). 
Die Dampfung des Feldes im Metall wird also durch den Wert von « gegeben, 
der seinerseits in dem betrachteten Frequenzbereich fast unabhangig von der 
freien Weglange / ist und infolge der Bedingung v/w < 6 ~ 6, fiirl < 6, und 
1 > 6, fast denselben Wert hat. 


1) Die Voraussetzung v)/w < 6 = 6, stimmt bei wty > 1 mit (3,11) tiberein; das besagt, 
daB der Betrag des Gliedes 2 in der kinetischen Gleichung i ries Gear dem 
in der Theorie des normalen Skineffekts beriicksichtigten Glied - Se 

2) Infolge der Randbedingung (2,9) ist 


Ey = HV els, 


- f, ist. 


wobei das magnetische Feld H, ~ 2H, ist, da die Reflexion fast vollstindig ist. Es er- 
gibt sich also 
2H, 2H 4 2E 4 21B 4 2106, 
By = 4 = 4A we 4h = By 
Veen Vecse Ve x c 


(in der einfallenden Welle im Vakuum ist ZH, = H,). 
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Die Verluste im Metall oder das Absorptionsvermégen A hingen dagegen 
vesentlich von dem Verhialtnis zwischen der freien Weglange J und der Tiefe 
er Skinschicht 6 ab. In der Tat ist im Fall des normalen Skineffekts (1 < 6) 
er Wert A umgekehrt proportional J [siehe (4,44)], und formal geht A bei 
> oo gegen Null. Tatsachlich wird mit wachsendem / die Formel (4,44) 
¢nbrauchbar, da die Bedingung / < 6 nicht mehr erfillt ist und die Rechnung 
4n einer anderen Naherung durchgefiihrt werden mu8. Selbst bei 1 > «~, 
il. h. bei Abwesenheit von StéBen, ergibt sich eine etwas von Null verschiedene 


‘Wenn wir 1 -> oo setzen, d.h. die StéBe vernach- 
Gassigen, so betrachten wir ein Elektron, das aus 
‘em Innern des Metalls mit einer Geschwindig- 
|<eit Dv; = (v,;, 0, v,;) auf die Grenzfliche zufliegt 
42 = 00; Abb. 6). Ist die Reflexion an der Grenz- 
j1ache ideal und verschwindet das Feld €, so be- 

iibragt nach der Reflexion die Elektronengeschwindigkeit v; = vj = (v,;, 0, 


j—v,;). Herrscht jedoch im Metall ein von Null verschiedenes Feld, so er- 


Whalten wir aus der Bewegungsgleichung 2 an €?) 
I . ne 
be (2 = co) =v, + — f Clyde (4,48) 
v m ee ? 


inimmt (bei z = ooist t = + ov, beiz=0 ist f = 0). Die Bahn des Elektrons 
Jin einem schwachen Feld kann als identisch mit der Bahn in Abwesenheit 
eines Feldes betrachtet werden, so daB in dem Feld (4,46) 


vi |¢| cos 6 


E(t)=B,e ™ cos(wt+y), 


# das Elektron unter dem EinfluB des Feldes wahrend seiner Flugzeit aufnimmt, 
ist 
mv?z * mv; m 


ieee oem 
AW,= = | fawoad . (4,49) 
Ls —oo 


2 2 2 


‘ Dabei erfolgt die Mittelung tiber die Phase y, so da das Glied, das linear in £ 
| ist, verschwindet und nicht hingeschrieben werden braucht (fiir verschiedene 


| 1) Der Einfachheit halber betrachten wir die Elektronen als vollig frei, so dal} meg 


an 82 (Mr Nie 
= m un ae: i anh 18st. 
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Ist die Reflexion diffus, so haben nach der Reflexion die Elektronen »kei 
Erinnerung mehr“ an ihre vorher geordnete Geschwindigkeit, und es wird 


m fe |( 7 fre ys J 4,50 
AWe= F(q) (Jena) +(/ eae “_ 


Zur Bestimmung der Energieverluste pro Flaichen- und Zeiteinheit hat ma 
die Ausdriicke (4,49) bzw. (4,50) mit dem Elektronenstrom 
d0\ 3v°d 
d1 = No (sin 0 008 6) Bere 


“ 


% 
zu multiplizieren, der auf die Oberflaicheneinheit des Metalls auftrifft (in demi 


in 040 
angegebenen Ausdruck ist v cos 6 = v,;, = 


ist das Raumwinkelelementi 


2 
und / 2? oe = 1, woraus sich die Normierung der Elektronenverteilungs-: 
% 
funktion ergibt). Durch einige elementare Rechnungen und durch Vernach- 
lassigung von Gliedern der GréBenordnung (v/d,)? gegenitiber denen mit @? 


erhalten wir 
1/2 Vo 


[[{odW,+ (1—0)4 Wa} al 
00 


A= : = 
2a Neve 3 % 
re 1 yee Aq . (4,51) 
0 rarer ON Case o)Aag . ( 
Exc . 
Hierbei ist @ der Anteil der ideal reflektierten Elektronen, und a ist der 


mittlere Energiestrom in der einfallenden Welle. Bei 9 = 0 bzw. 9 = 1 geht 
der Ausdruck (4,51) in (4,43) bzw. (4,45) tiber, wie das auch sein mui. Wir 


erwaihnen, daB 
Ag 3. mw?c? 3 (won 
= = access 1 4,52 

A, 2 42zeNv?2 2 ( Up es ( ) 


ist, und da, wie bereits betont, in diesem Fall der Unterschied zwischen der 
idealen und der diffusen Reflexion sehr erheblich ist (bei v) ~ 108 ist Ag 
~ 0,3% und hingt nicht von w ab; bei dem gleichen Wert von 2%, 
N~ 5-10” und w~ 10%, d.h. A ~ 2m ist der Grenzwert von A, etwa 
2-10°4%; im Fall des normalen Skineffekts unter den gleichen Bedingungen 
und bei J ~ 103 ist nach (4, 44) A, ~2-10-°%). Die durchgefiihrte Ab- 
schatzung zeigt deutlich, da auch bei beliebig groBer freier Weglange eine 
Absorption vorhanden ist (d.h. A +:0), die auf der Arbeit beruht, die das 
Feld an den an der Metalloberfliche reflektierten Elektronen leistet. Ist die 
freie Weglange nicht als unendlich gro% anzusehen und muB8 man Glieder 
mit / beriicksichtigen, so wird die Abschatzung sehr viel komplizierter; man 
hat hier die kinetische Gleichung zu benutzen und erhalt die Ergebnisse, die 
schon weiter oben erértert wurden. 
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c) Beriicksichtigung der Quanteneffekte 


Die ganz oben (in §§ 3 und 4) durchgefiihrte Betrachtung stiitzte sich auf die 
Senutzung einer kinetischen Gleichung, die im wesentlichen klassischen 
Wharakter hatte. Wie schon in § 3 angedeutet, hat man aber bei einer Er- 
(Ohung der Frequenz auch Quanteneffekte zu beriicksichtigen, selbst dann, 
(jvenn die Frequenz des Lichtes kleiner ist als diejenige, die der Grenze des 
ynneren Photoeffekts entspricht (der innere Photoeffekt entspricht einem 


\Jbergang von Elektronen in ein anderes Band). In der Tat erfolgt vom 


Wellen im Metall (in Abwesenheit eines inneren Photoeffekts) in zweiter 
a Néiherung der St6rungstheorie, d. h. sie wird sozusagen in zwei Etappen voll- 
wogen: ein Photon mit einer Energie 4@ wird von einem Elektron absorbiert, 
‘Mand dieses emittiert dann ein Schallquant (ein Energiequant der Gitter- 
jvnregung); oder es wird zunichst ein Schallquant emittiert und dann das 
Photon absorbiert; auBerdem mu8 man die Méglichkeit einer Emission von 
)Photonen und einer Absorption von Schallquanten beriicksichtigen. Falls die 
)Bedingung ; 


ho<kT, (3,2a) 


Verfillt ist, tritt hierbei das Elektron, das ein Photon iw absorbiert hat, nicht 
inur aus dem Gebiet um die FERMI-Grenze aus, sondern kann auch als zu 
Spraktisch kontinuierlicher Energieaufnahme befahigt angesehen werden (diese 
‘letzte Behauptung gilt insbesondere, wenn auBerdem noch hw <k6 ist, wobei 
50 die DEBYEsche Temperatur ist; die Energie £0 ist die maximal mégliche 
}Schallquantenenergie ; siehe (7, 8)]. In diesem Fall ist offenbar die oben 
@benutzte Methode der kinetischen Gleichung durchaus brauchbar. Ist da- 
‘gegen die Bedingung (3,2a) verletzt, so mu man im allgemeinen quanten- 
theoretisch rechnen. Obwohl dieser Umstand schon seit recht langer Zeit 
bekannt ist [siehe z. B. (7), § 53], ist noch keine entsprechende Untersuchung 
durchgefiihrt worden, und erst in allerletzter Zeit erschienen zwei Mittei- 
@lungen (26, 26a) zu diesem Thema [zudem bezieht sich (26a) im wesentlichen 
jauf Halbleiter, waihrend in (26) keinerlei Einzelheiten der Berechnung mit- 
‘geteilt werden und viele Punkte unklar bleiben]. Wir haben infolgedessen nicht 
die Méglichkeit, die wichtige Frage nach dem Einflu8B von Quanteneffekten 
‘auf die Reflexion von Licht an einer Metalloberflache naher zu beleuchten 
jund beschrinken uns auf einige Bemerkungen. 

1 Die Bedingung (3, 2a) fiir die Giltigkeit der in §§ 3, 4 dargelegten Ergebnisse, 
| die mit der Methode der kinetischen Gleichung gewonnen wurden, ist sehr 


2 
f einschrankend. So bedeutet (3,2a) bei Zimmertemperatur, daB 2 = wee > 
ie 


§ 2ach 
| kT 
) der kinetischen Gleichung l48t sich nicht einmal innerhalb des ganzen Radio- 
» frequenzbereichs anwenden. 

1 In Wirklichkeit ist jedoch die Situation offenbar nicht ganz so ungiinstig ; die 


- ~ 40 u ist; bei T ~ 2°K erhalten wir 2 > 0,5 cm, d. h. die Methode 


| Beriicksichtigung der Quanteneffekte sind nicht ganz so beschrankt. Benutzt 
| man beispielsweise die Ergebnisse einer quantentheoretischen Rechnung 


; 
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(26a) [siehe Formel (9) der zitierten Arbeit], so kann man sich tiberzeugen 
daB bei hw <15k7 der Einflu8 der quantentheoretischen Korrekture 
nicht gréBer als 10% ist und daB diese Korrekturen erst bei weiterem An 
wachsen von w wesentlich werden!). Bei 7’ ~ 300° entspricht die Gleichun 
hw = 15kT einer Wellenlinge 2 ~ 2—3 u, und man kann demzufolge fast 
im gesamten ultraroten Spektralgebiet und auch im fernen Ultrarot die 
Quantenkorrekturen vernachlissigen. Unter diesem Gesichtspunkt ist auch 
die bereits mehrfach hervorgehobene Notwendigkeit, besonders im fernen 
Ultrarot zu arbeiten, damit das Bild besonders klar werden und die Mef- 
ergebnisse einer theoretischen Auswertung leichter zuganglich seien, durchaus 
verstandlich. Hierbei ist bei tiefen Temperaturen (7'’< 6@) die Situation 
komplizierter als bei hoheren Temperaturen, denn hier miissen einerseits die : 
Quanteneffekte eine gréBere Rolle spielen”), und andererseits muB der! 
anomale Charakter des Skineffekts besonders wesentlich werden. Eine ent- - 
sprechende Behandlung beider Seiten der Situation ist noch nicht durch-.- 
gefiihrt worden, und der Aufbau einer Quantentheorie der Lichtabsorption | 
in Metallen im Hinblick auf den anomalen Skineffekt ist unserer Ansicht nach | 
eine der wichtigsten und interessantesten Aufgaben der weiteren theore- | 
tischen Untersuchungen auf dem Gebiet der Metalloptik®). 

Bevor eine entsprechende Behandlung durchgefihrt worden ist, kann man 
kaum mit Sicherheit annehmen, da8 im Grenzfall eines ausgesprochen 
anomalen Skineffekts die Verluste, die auf der Elektronenreflexion an der 
Grenzflache des Metalls bzw. auf den Quanteneffekten beruhen, einfach 
addiert werden kénnen. Tut man dies trotzdem — wie in (26) — so hat man 


beispielsweise zu dem Ausdruck (4,43) Ag = a die quantentheoretischen 


Verluste A, hinzuzufiigen, die in (26) unter der Voraussetzung Aw > kO 
berechnet wurden (da hier von tiefen Temperaturen die Rede ist, ist ha >kT 
dann automatisch erfillt). Da sich in (26) einige Unklarheiten finden und 
simtliche Einzelheiten der Rechnung weggelassen sind, geben wir hier die 


; A 

1) Bei hw Y 20 kT machen die Korrekturglieder etwa 20% aus. Bei — > 1, d. 
J _ ho : 

praktisch bei a = 40— 50 unterscheidet sich die Energieabsorption nach der 


quantentheoretischen Formel, von der auf klassische Weise gewonnenen Gréfe um den 


nhow 


1 : hw 
Faktor z= Ve: dieser Faktor betragt beispielsweise bei ti = 50 etwa 1,57. 


Bei einer Temperatur von 300° K ist hw ~ 50 kT fiir 1 ~ 1p, d.h. erst an der Grenze 
zwischen dem ultraroten und dem sichtbaren Spektralgebiet. 

*) Man muB8 hierbei beachten, daB ein besonders deutlich ausgepragter quantentheo- 
retischer Fall vorliegt, wenn nicht nur die Bedingung hw > kT’, sondern die bei tiefen 
Temperaturen wesentlich stirkere Bedingungen hw > £6 erfiillt ist; hierbei ist 6 ~ 102% 
bis 108 die DEByE-Temperatur. 

8) Diese Aufgabe la8t sich offenbar lésen, wenn man eine quantentheoretische kinetische 
Gleichung benutzt [siehe z. B. (61)]. Wir weisen darauf hin, da& in (62), die nach der 
Drucklegung dieses Berichtes erschien, dieam Ende des § 4b sowie die in (18) gewonnenen 
Ergebnisse auf quantentheoretische Weise hergeleitet wurden (hierbei werden die Elek- 
tronen im Metall als véllig frei betrachtet, und es wird nur der Einflu8 der Metallober- 
flache beriicksichtigt). 
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Mm ) Ausdriicke fiir Aq nicht an und beschranken uns auf den Hinweis, daB der 


ty bin (26) gewonnene Ausdruck fiir A, nicht von w abhangt und da bei be- 
_stimmten, ziemlich verniinftigen Werten der Parameter gilt: A, = 0,63 Ag, 
i} d.h., daB allgemein A, ungefahr gleich Ag ist. Man kann annehmen, da8 
i bei hw < k6,d.h. bei A > 30 y, die quantentheoretischen Verluste wesent- 
lich abnehmen und daf hier die Verluste, die auf dem anomalen Charakter 
4) des Skineffekts beruhen, das Ubergewicht gewinnen. Infolgedessen ist der 
ni Ubergang ins ferne Ultrarot in diesem Fall nicht wesentlich. 

, AuBerdem weisen wir darauf hin, daB bei hw > kT, insbesondere bei tiefen 
}9, Temperaturen, auch der HinfluB der St6Be der Elektronen untereinander 
© beriicksichtigt werden muf; im Gebiet ha < kT spielen diese StéRe prak- 
4 tisch keine Rolle (9). Unter diesem Gesichtspunkt kénnen die in (26) ge- 
‘9 wonnenen Ergebnisse ebenfalls nicht als zuverlissig gelten. 

% SchlieBlich stellen wir fest, da in der unserer Meinung nach wichtigsten 

" Frage, namlich die nach der Bestimmung der Leitungselektronenkonzen- 
| tration N auf optischem Wege, eine Beriicksichtigung der Quanteneffekte in 
y weiten Grenzen die oben gewonnenen Ergebnisse nicht wesentlich beeinfluBt. 
( Das liegt daran, daB eine Beriicksichtigung der Quanteneffekte (in Abwesen- 
® heit eines inneren Photoeffekts) wenigstens in qualitativer Hinsicht aqui- 
i, valent einer Zunahme der ,,Reibung“ der Elektronen, d.h. einer Zunahme 
9) der StoBzahl » ist. Gleichzeitig nimmt im ultraroten Spektralgebiet (A> 1— 
0 10 w) die Absorption bei Bericksichtigung der Quanteneffekte jedenfalls 
4 nicht um mehr als einen Faktor von der GroBenordnung Kins zu (siehe weiter 
i oben). Infolgedessen bleibt die Bedingung (3, 17) w? > v* im allgemeinen wie 
) bisher in Kraft und die Benutzung der Grenzformel (3, 18), die e und WN ver- 
) kniipft, ist praktisch nicht mit neuen wesentlichen Einschrankungen ver- 

_ bunden!). 

( Die weiter oben geschilderten Ergebnisse (und insbesondere die Ergebnisse 
4% von § 4b) sind also streng genommen nur unter der Voraussetzung (3,2a) 
% giltig, haben aber im allgemeinen ein wesentlich groBeres Anwendungsgebiet. 

} Im ultraroten Spektralgebiet in Abwesenheit eines inneren Photoeffekts 
' bleiben nimlich die Formeln von § 4b fiir eee, xepp, sing - tg my und X 
} praktisch in Kraft; dagegen sind die Formeln fiir A, mere und tg 20) nur 
/ grdBenordnungsmafig richtig; im fernen Ultrarot gelten sie bis auf einige 
Prozent genau. AuBerdem kann man, wenn man die Funktionen A(w), 


1) Fiir ein freies Elektronengas ohne Stdfe ist die klassische Formel 


4xe? N 

Ra | Soa ort ee 
mo 
bei Giltigkeit von hw < mc? anwendbar, d.h. sogar im Réntgengebiet (cs ist ha = 
= mc? erst bei 4 = ee = oe == 2,4°- 1010 om). Dieses Ergebnis hingt damit 
zusammen, da der Wert von ¢« durch die Streuung der Strahlung bestimmt wird, daB 
aber die Lichtstreuung an freien Elektronen auch unter der Voraussetzung hw < mc? 
durch die klassische Formel von THOMSON gegeben wird. Infolgedessen ist das An- 
ne? N 


wendbarkeitsgebiet der Grenzformel (3,18) «=~ — nicht unmittelbar durch 
(3,2a) eingeschrankt. 
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Nef (@) usw. in einem grofen Frequenzintervall experimentell bestimmt, die 
Rolle der Quanteneffekte abschitzen und in gewissen Grenzen die in 
§ 4b angegebenen Formeln nachpriifen. 


§5. Methoden zur Messung von neff, *eff und A 


Wir gehen nun zur Betrachtung der wichtigsten Methoden zur experimen- 
tellen Bestimmung der optischen Konstanten der Metalle tiber. Wie schon in 
der Einleitung angedeutet wurde, sehen wir hierbei von den Methoden ab, 
die sich auf die Untersuchung der Eigenschaften des durch diinne Metall- 
folien hindurchgegangenen Lichtes stiitzen [vergleiche (27—30)]. 

Die experimentellen Methoden zur Bestimmung der optischen Konstanten 
der Metalle lassen sich in drei Gruppen einteilen. 

1. Zunichst behandeln wir die Frage nach der Messung des Absorptions- 
koeffizienten A — 1-—vr oder des Reflexionskoeffizienten fiir senkrechten 
Lichteinfall. 

Die Messung des Koeffizienten A erfolgt auf kalorimetrischem Wege. Ein 
Schema der experimentellen Anordnung ist in Abb. 7 dargestellt. Die 
Strahlung fallt senkrecht auf einen dicken Metallspiegel J7. In gutem 
Warmekontakt mit dem Spiegel befindet sich ein Thermometer 7 in einer Heiz- 
wicklung H. Beobachtet wird die Temperaturanderung des Metalls unter dem 
EinfluB der auftreffenden Strahlung. AuBer der Temperaturainderung mu 
man mit guter Genauigkeit auch die Intensitat des einfallenden Lichts und die 
Warmekapazitaét des Systems kennen. Die Intensitat des einfallenden Lichts 
wird an Hand der Temperaturanderung gemessen, die auftritt, wenn man die 
Metallplatte durch eine schwarze (gut absorbierende) Platte ersetzt. Die 
Warmekapazitét des Systems wird an Hand der Temperaturerhoéhung 
bestimmt, die auftritt, wenn man eine bestimmte Leistung in der Heiz- 
wicklung freisetzt (ohne die einfallende Strahlung). Die Genauigkeit in der 
Bestimmung des Koeffizienten A auf diesem Wege kann 5% erreichen (37). 
Der Koeffizient A wurde fiir verschiedene Metalle in einem Temperatur- 
intervall von Zimmertemperatur bis 1,95° K gemessen. Die genauesten 
Messungen werden in den Arbeiten (31—34) beschrieben. 

Die Messung des Koeffizienten r erfolgt durch Vergleich der von dem unter- 
suchten Spiegel reflektierten Intensitaét mit der von einem Vergleichsspiegel 
(Silberspiegel) oder an einem total reflektierenden Prisma reflektierten Inten- 
sitat. Die meisten Messungen findet man in (35). Das Schema eines ent- 
sprechenden Versuchs ist in Abb. 8 dargestellt. Licht von der Quelle N wird 
mit Hilfe eines Hohlspiegels Z unter einem kleinen Winkel auf den zu unter- 
suchenden ebenen Spiegel M gelenkt. Nach der Reflexion an M fallt das Licht 
durch den Spalt S eines Spiegelspektrometers mit einem Flu8spatprisma 
und weiterhin auf eine Vakuumthermosaule. Indem man einmal mit dem zu 
untersuchenden Spiegel und zum anderen mit dem Vergleichsspiegel miBt, 
der an die gleiche Stelle gebracht wird, erhalt man den Koeffizienten 7. Diese 
Methode wird in (36) etwas abgeindert; hier wird die an dem untersuchten 
Spiegel reflektierte Intensitaét mit der Strahlungsintensitat eines schwarzen 
Korpers verglichen. Messungen des Koeffizienten r wurden im sichtbaren und 
im ultraroten Spektralgebiet durchgefiihrt. Die Genauigkeit der Bestimmung 
von 7 erreicht in (36) 0,2—0,5%, woraus sich im ultraroten Gebiet ein Fehler 
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jin der Bestimmung des Koeffizienten A ergibt, der fiir gute Leiter etwa 
| 10—25% ausmacht. 

») Der Hauptnachteil dieser Methoden besteht darin, daB man auf diesem Wege 
) nicht alle optischen Konstanten des Metalls gewinnen kann; das Experiment 
dliefert nur das Verhaltnis zwischen MNegp und xere. 

| Ein anderer wesentlicher Nachteil der besprochenen Arbeiten liegt in der 
» Vorbehandlung der Metallspiegel. Da dieser Mangel auch fiir alle Arbeiten 
i} gilt, von denen weiter unten die Rede sein wird, wollen wir hier etwas néher 
j auf die Herstellungsmethoden von Metallspiegeln eingehen. Folgende Her- 
» stellungsmethoden fir spiegelnde Oberflachen sind iblich: mechanische 
. Polierung, chemische Abscheidung, galvanische Abscheidung, Aufdampfung 
+ im Vakuum, AufgieBen auf Glas, elektrolytische Polierung. 


iit 


SYM 
M per, 4 A 
8 7 ee ; a : 
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! | Abb. 7. Anordnung zur Messung des Absorp- Abb. 8. Anordnung zur Messung des Reflexionskoeffi- 
| tionsvermégens A zienten r 
M zu untersuchender Metallspiegel, N Strahlungsquelle, 
T Thermometer, L Hohlspiegel, 
H Heizwicklung. MzuuntersuchenderMetallspiegel (ersetzbar durch 
Die Strahlung fallt in Pfeilrichtung ein den Silberspiegel Ag), 


S Spektrographenspalt 


© Die beste Herstellungsmethode fir Metalloberflachen, die frei von schidlichen 
‘( Oberflachenschichten sind, ist heute offenbar die Methode der elektroly- 
4 tischen Polierung. Dies ergibt sich aus Experimenten, in denen die spezifische 
elektrische Leitfaihigkeit der Metalle im Radiofrequenzgebiet gemessen 
wurde (37). - 


{ Die mechanische Polierung fihrt zur Entstehung von Oberflaichenschichten, 


_ deren Struktur und deren Kigenschaften von Struktur und Eigenschaften des 
massiven Metalls abweichen. Das Vorhandensein solcher Schichten wurde 
1 in mehreren Experimenten festgestellt. So beobachtete man in der schon 
© erwahnten Arbeit (37) die Bildung einer Oberflichenschicht bei der mecha- 
nischen Polierung von Kupfer. Die Dicke dieser Schicht schatzt der Autor 
auf 2-10-5cm, der spezifische Widerstand dieser Oberflachenschicht ist 
etwa 10mal so groB wie der des massiven Metalls. In der Arbeit (38) wurde der 
EinfluB einer Oberflachenschicht, die durch mechanische Polierung ent- 
standen war, auf die optischen Konstanten des Kupfers untersucht. Eine 
Entfernung der Oberflachenschicht durch elektrolytische Polierung fihrte 
zu einer Verringerung des Wertes merp um den Faktor 1,45 und zu einer 
Zunahme von x%erp um den Faktor 1,3. Die Autoren schatzen die Dicke der 
Oberflachenschicht, die von Einflu8 auf die optischen Konstanten ist, auf 
1,3-10-% cm. In (33) wurde der Koeffizient A fiir Kupfer gemessen, das 
mechanisch und elektrolytisch poliert war. Man fand, daf die elektrolytische 
Polierung den Wert des Koeffizienten A um den Faktor 2,4 herabsetzte. Man 
kann also mit Hilfe einer mechanischen Polierung keine Oberflache erhalten, 
die fiir das massive Metall kennzeichnend ist. 


25* 
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Bei chemischer Abscheidung erhélt man ebenso wie bei galvanischer Ab- 
scheidung und bei Vakuumaufdampfung verhaltnismaBig diinne Metall- 
schichten, wobei die Struktur des Metalls in diesen Schichten von der 
Struktur des massiven Metalls abweichen kann. So fand man beim Vergleich 
der optischen Konstanten von Kupfer im sichtbaren Spektralgebiet, gemessen 
an im Vakuum aufgedampften Spiegeln, mit den optischen Konstanten von 
elektrolytisch und mechanisch poliertem Kupfer, daB fiir das aufgedampfte ; 
Kupfer Werte zwischen dem elektrolytisch und dem mechanisch polierten 

Kupfer herauskommen, und zwar liegen sie den letzteren naher (38). AuBer- 

dem mu8 darauf Itingewiesen werden, da sich bei einer Vakuumaufdamp- 

fung von Silber, Gold und Kupfer auf Glas und Quarzglas, wie in (39) 

gefunden wurde, selbst bei Schichtdicken von 300 my eine Abhangigkeit der 

optischen Konstanten vom Charakter der Unterlage und von der Auf- 

dampfgeschwindigkeit ergibt. Beim Vergleich der Werte von mere und xeg¢ im 

ultraroten Gebiet fiir galvanisch abgeschiedenes und im Vakuum aufge- » 
dampftes Kupfer, der in (40) durchgefiihrt wurde, fand man, daB sich diese 

Werte um einen Faktor 1,5 bis 2 unterscheiden; die Autoren erklaren dies mit 

einer unzureichenden Schichtdicke des galvanisch abgeschiedenen Kupfers. 

Die mit Hilfe dieser Herstellungsmethoden der Oberflache gewonnenen 

Angaben beziehen sich also nicht auf das massive Metall. 

Die Methode des AufgieBens eines Metalls auf Glas oder auf geschmolzenen 

Quarz eignet sich fiir Zinn, Blei und Wismut. Sie wird offenbar Konstanten 

liefern, die fiir das massive Metall gelten, wenn man spezielle Vorsichtsmaf- © 
regeln ergreift, um das Metall vor Oxydation zu schiitzen. Am besten fiihrt 

man wahrscheinlich dieses AufgieBen im Vakuum durch. Ein Vergleich der 

Ergebnisse bei dieser Herstellung der Metalloberflaiche mit den bei elektro- 

lytischer Polierung gewonnenen Ergebnissen ist noch nicht durchgefihrt 

worden. 

Von allen Arbeiten, die in diesen Paragraphen besprochen werden, wurde die 

Methode der elektrolytischen Polierung nur in drei Arbeiten (33, 34, 38) ange- 

wendet. In (34) wurde nur die Konstante A fiir Kupfer im Wellenlangen- 

intervall 0,5—4 « gemessen, in der Arbeit (33) ebenfalls die GréBe A fir eine 

Reihe von Metallen, aber nur fiir die eine Wellenlange 14 4 bei sehr grober 

Monochromatisierung. In (38) wurden die beiden Konstanten mere und Hoge 

fiir Kupfer im sichtbaren Spektralgebiet gemessen. Beim Kupfer spielt aber 

in diesem Spektralgebiet die quantenhafte Absorption eine wesentliche Rolle, 

so da wir die entsprechenden Daten nicht zur Berechnung der Leitungs- 

elektronenkonzentration im Kupfer benutzen kénnen. 

2. Die zweite Gruppe von MeBmethoden fiir die optischen Konstanten 

beruht auf der Bestimmung des Reflexionskoeffizienten bei nicht senkrechtem 

Einfall des Lichtes auf die reflektierende Metallflache (4/44). Die Reflexions- 

koeffizienten von Licht, das senkrecht bzw. parallel zur Einfallsebene polari- 

siert ist, lauten [siehe (1, 18)]: 


Renee Se 

soon wid, a + B+ 2a cos y + cos? y’ 

ny = (32) = See eee eee 
Are a + & + 2asin p tg y + sin? o tg? A ls 


(5,1) 


2b? = [(nete — xorg — sin? y)? + 4 neqereee]'/* — [(n2te — x2) — sin? gy]. 
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» Im Falle unpolarisierten Lichts gilt 

Noaae eit Laatt Tl) 
in (5,1) ist ferner 


Sf 2a? = [(n2¢¢ — x2¢¢ — sin? Pp)? + Aneexere]/? + [(mésr — ete) — sin? gy], 
eet oat eh) 


‘1 Diese Beziehungen kann man zur Bestimmung von mer und xer¢ benutzen. 


Natiirlich sind hierzu zwei unabhangige Messungen notig. Diese Messungen 
# werden in den einzelnen Arbeiten verschieden gewahlt. So wird in (4/) der 
_ Koeffizient 7) fiir zwei Einfallswinkel gemessen. In (42) werden die Koeffi- 
zienten 7, und 7) fiir einen festen Einfallswinkel bestimmt. In (43, 44) wird 
das Verhaltnis 7)\/r, fiir zwei Einfallswinkel gemessen. In allen Fallen hat man 
Nerp UNA Here AUS einem System zweier Gleichungen zu bestimmen, das nicht 
explizit lésbar ist. Infolgedessen bestimmt man die Lésung gewoéhnlich auf 
graphischem Wege. Fiir einen gegebenen Einfallswinkel berechnet man die 
Kurvenschar r == f (ere, “ere, P) = const. Zur Bestimmung von erp UNA Here 
mu man mindestens zwei Kurvenscharen benutzen, also etwa 1 (Mert, err) 
= const und 11 (Mere, Herp) == const oder 19 (Mere, ere, G1) = const und 
(Mere, %ete, P2) = const o. 4. In jeder Kurvenschar wird die Kurve heraus- 
gegriffen, die dem gemessenen Wert des Koeffizienten 7 entspricht. Der 
Schnittpunkt dieser beiden Kurven der beiden verschiedenen Scharen liefert 
Nerp UNG Hegre. Zur Gewinnung einer ausreichenden Genauigkeit ist es hierbei 
angebracht, die Einfallswinkel g beiderseits vom. Haupteinfallswinkel gw, zu 
wahlen. Fir Metalle mit guter Leitfaihigkeit im ultraroten Gebiet ist jedoch 
diese Forderung deshalb nicht zu erfillen, weil der Haupteinfallswinkel q, 
sehr nahe an 90° liegt. Benutzt man Winkl g, die wesentlich kleiner als q 
sind, so werden alle Koeffizienten 7 nahezu gleich 1, und die Genauigkeit 
nimmt stark ab. In den erwaihnten Arbeiten (4/—-44) wurden keine guten 
Leiter untersucht. Die Genauigkeit der Bestimmung von nege und Here fiir die 
in diesen Arbeiten untersuchten Substanzen konnte bis auf 4°% gebracht 
werden. 

3. Die dritte Gruppe von MeBmethoden der optischen Konstanten eines 
Metalls stiitzt sich auf die Analyse des elliptisch polarisierten Lichtes, das 
man nach einer Reflexion von linear polarisiertem Licht an einen Metall- 
spiegel erhilt. Diese Gruppe von Methoden ist von unserem Standpunkt aus 
am aussichtsreichsten fiir die Bestimmung der Konstanten des Metalls im 
ultraroten Gebiet. 

Die Polarisationsellipse wird durch zwei Parameter bestimmt. Man wahlt 
fiir jeden gegebenen Fall ein Paar solcher die elliptische Polarisation des 
reflektierten Lichts kennzeichnenden Parameter, die bequem sind und 
bestimmt daraits Mer uNd xege. Mit Hilfe dieser Methoden lassen sich Mes- 
sungen im ultravioletten, sichtbaren und ultraroten Spektralbereich durch- 
fiihren. Bei Messungen im ultravioletten Gebiet verwendet man gewohnlich 
die Methode von VoicT (45—48). Das Schema der Versuchsanordnung ist 
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in Abb. 9 dargestellt. Der Ausgangsspalt eines Quarzmonochromators S dient 
als Quelle monochromatischen Lichts. Die Linse L, macht das Lichtbiindel 
parallel. Weiterhin tritt das Licht durch einen Nicol-Polarisator P, der unter 
einem Winkel von 45° gegen die Lichteinfallsebene des Spiegels M orientiert 
ist; nach der Reflexion von dem untersuchten Spiegel M tritt das Licht durch 
zwei Quarzkompensatoren K, uad K,, durch einen Nicol-Analysator A, der 
mit dem Polarisator P gekreuzt steht, und trifft schlieBlich auf eine Photo- 
platte F. Die Linse L, erzeugt die Abbildung der Ebene Bin die Ebene von I’. Ky 
ist ein BABINET-Kompensator, wahrend K, aus einem Paar Quarzkeilen be- 
steht, deren einer die Polarisationsebene nach rechts und deren anderer sie nach 
links dreht. Der Kompensator K, steht senkrecht zum Kompensator K,. Die 
Phasendifferenz der s- und der p-Komponente des Lichts wird erstens durch 
die Reflexion am Metall und zweitens durch den Kompensator K, erzeugt. 
An den Stellen, wo der gesamte Gangunterschied ein Vielfaches einer halben 
Wellenlinge ausmacht, erhal- 

ig ten wir linearpolarisiertes 
aX Licht, dessen Polarisations- 
» < richtung durch den Azimut- 
SE winkel 9 gegeben wird [siehe 
SORA (1,8)]. Man beobachtet also 
hinter dem Kompensator K, 
7 ein System aquidistanter 


P Z pee A 
ee ae __ Js senkrechter Linien, die der 
See >> . . . 
i oa -\f-~ | linearen’ Polarisation des 
Lichts entsprechen. Der Kom- 
Abb.-9. Anordnung von VOIGT zur Messung der optischen 


Konstanten eines Metalls im ultravioletten und sicht- pensator K,, der den Polari- 
baren Spektralgebiet sationswinkel dreht, steht so, 


daB8 der Drehwinkel sich von 
unten nach oben andert. Die endgiiltige Polarisationsrichtung hangt erstens 
vom Azimut 0, zweitens von der Stellung des Kompensators K, ab. 
Nach dem Durchgang des Lichts durch den Kompensator K, liegen also 
langs den Linien linearer Polarisation Punkte, in denen die Richtung der 
linearen Polarisation senkrecht zum Analysator ist. Diese Punkte entsprechen 
verschwindender Lichtintensitaét hinter dem Analysator A. In der Ebene FP 
erhalt man also ein System schwarzer Flecke, die in den Gitterpunkten zweier 
senkrechter Systeme paralleler Graden liegen. Die Lage dieser Punkte hangt 
von A und ¢ ab. Bei den Messungen wird die Lage dieser Punkte mit der Lage 
derjenigen Punkte verglichen, die man beim Durchgang von linearpolari- 
siertem Licht durch die Kompensatoren erhilt. So kann man A und 9 fiir den 
gegebenen Einfallswinkel g messen. Die Methode von VoIGT ist auch im 
sichtbaren Gebiet brauchbar. Werden jedoch nur Messungen im sichtbaren 
Gebiet durchgefithrt, so kommt man im allgemeinen ohne den Kompensator 
K, aus. Dreht man den Analysator bis zum Auftreten dunkler Streifen, so 
kann man die beiden Richtungen der wiederhergestellten linearen Polari- 
sation bestimmen. Der Drehwinkel des Analsytors vom Auftreten des einen — 
Systems dunkler Streifen, die einer Gesamtphasenverschiebung von 0, 27, 
4 usw. entsprechen, bis zum Erscheinen des zweiten Systems dunkler 
Streifen, die einer Gesamtverschiebung von z, 32, 5a usw. entsprechen, 
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)9 betragt 20. Die Stellung des Kompensators liefert 4. Diese Methode wurde 
| in den Arbeiten (49, 50, 38) angewendet. MifBt man die Werte A und 9 fiir jeden 
Einfallswinkel y, so kann man neg¢ und xe¢¢ bestimmen?). 
} Leider kénnen wir die in diesen Arbeiten angegebenen Werte nicht benutzen, 
i und zwar erstens wegen der unzulinglichen Herstellungsmethode der Metall- 
© spiegel und zweitens, weil bei allen untersuchten Metallen im ultravioletten 
i und sichtbaren Gebiet Absorptionsbanden der gebundenen Elektronen liegen 
und die quantenhafte Absorption sich nicht mit Sicherheit von der auf den 
_Leitungselektronen beruhenden Absorption trennen laBt. 
Was die Messungen der optischen Konstanten der Metalle im ultraroten 
7 Spektralgebiet angeht, die uns hier besonders interessieren, so sind die 
) Methoden, die mit der Kompensation einer Phasenverschiebung arbeiten, 
4 praktisch unbrauchbar, weil 


= esim ultraroten Gebiet keine laa M 
6 geeigneten doppeltbrechen- #____ ee ae 
) den Kristalle gibt. In den pte 
4 drei Arbeiten (39, 40, 52), | ae 
9 von denen weiter unten die J oe B, 
+) Rede sein wird, wurden statt [ |e a gu | 
Aundo beieinemgegebenen | Ng 7 sas 
Einfallswinkel g der Haupt- \: 
@ einfallswinkel gy) und das ah: P 
J Hauptazimut 0, bestimmt. : 
q Die wichtigste Abeta Abb. 19. expand ven AO arene und FREEDE- 
zur Messung der optischen Konstanten eines 
| diesem Gebiet ist wohl (40). Metalls im ultraroten Spektralgebiet 


¥ Wir werden auf sie etwas 

4 naher eingehen. Das Schema der Versuchsanordnung ist in Abb. 10 dargestellt. 
1 Der Ausgangsspalt des Monochromators @ mit einem Steinsalzprisma dient 
! als Quelle monochromatischer Ultrarotstrahlung. Das parallele ultrarote 
¢ Biindel der Wellenlainge 4 geht dann durch den Polarisator P*), der aus einem 
 Selenspiegel und zwei Metallspiegeln besteht, und fallt auf den zu unter- 


{ 1) Im sichtbaren und ultravioletten Spektralgebiet koénnen die Naherungsformeln 
(1,17), die zur Bestimmung von mej; und %.¢¢ dienen, schon nicht mehr genau genug 
) sein. In diesem Fall kann man die beiden Gréf8en aus den gemessenen Werten von 4 
' undg ohne weitere Analyse nur unter der Annahme finden, da8 ein normaler Skineffekt 
) vorliegt, daB also meg; = m und %eg¢ = % ist. Unter diesen Bedingungen ergeben sich n 
/ und x aus den exakten Formeln (41) 


tg Q = sin A tg 20, s*sin2Q 
8 ire ae ge 
cos 2P = cos J sin 20, ‘ ote X 
s=tgPsingtg®g, s Cu 
s* sin 2Q nthe 
tg x ~ 8®cos2Q+ sin? ey’ f 


wobei Q, P, s und x HilfsgréBen sind. Fiir den Fall (1,10) gehen natirlich die Aus- 
driicke (5,2) in (1,17) tiber. 

2) Die Herstellungsmethoden fiir Polarisatoren fiir das ultrarote Gebiet werden in 
(53, 54) geschildert. 
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suchenden Metallspiegel IM auf. Nach der Reflexion an diesem Spiegel wird 
das Biindel in zwei gleiche Teile zerlegt. Das eine Teilbiindel fallt auf den 
Analysatorspiegel A,, das andere auf A,. Die Analysatoren A, und A, stehen 
senkrecht zueinander. SchlieBlich fallen die beiden Teilbiindel auf die beiden 
Bolometer B, und By. 

Die Messung erfolgt nun folgendermafen: Es wird irgendein Einfallswinkel 
genommen, und der Polarisator P wird unter einem Winkel von 45° gegen- 
iiber der Einfallsebene des Spiegels M eingestellt. Die Analysatoren A, und A, 
stehen unter Winkeln von + 45° zur Einfallsebene. Die Wellenlainge A wird 
variiert, bis die Energie, die auf die beiden Bolometer B, und B, fallt, gleich 
ist (bis also die bolometrische Briicke abgeglichen ist). Fir die so bestimmte 
Wellenlinge ist der Einfallswinkel der Haupteinfallswinkel, d.h. es ist 
Y = Yp. In der Tat stimmen nur in diesem Fall die Hauptachsen der Polari- 
sationsellipse mit der s- bzw. der p-Richtung tiberein, und nur in diesem Fall 
ist die bolometrische Briicke abgeglichen. Ferner werden bei gegebener 
Wellenlange A die Analysatoren A, und A; 
parallel und senkrecht zur Einfallsebene gestellt. 
Der Polarisator wird gedreht, bis die bolome- 
trische Briicke abgeglichen ist. Der Polarisator- 
winkel gibt dann das Hauptazimut 99. Kennt 
man den Haupteinfallswinkel gy und das Haupt- 
azimut Qj), so kann man an Hand der For- 
meln (1,13) und (1,15) leicht merge und Here 
bestimmen. Den Verfassern der Arbeit (48) 
gelanges, die optischen Konstanten von Metallen 
mit hoher Leitfahigkeit (Silber, Gold, Kupfer) 
im ultraroten Gebiet bis A = 4—5y zu messen. 


Abb. 11. Modulationsmethode zur Mes- T eider lassen die in dieser Arbeit angewandten 
sung von 9% und g, im Ultra- 


roten Herstellungsmethoden der Metalloberflaéchen 
rs neue daran zweifeln, daB die gewonnenen optischen 
aliPolariiator, Konstanten fiir das massive Metall gelten. 
Pies db Die Autoren untersuchten diinne Schichten, 
Aare Me ae die entweder durch chemische Abscheidung 

weisgeriit, (Silber), durch galvanische Abscheidung (Kup- 
AeY eter on fer, Gold) oder durch Kathodenaufdampfung 


(Kupfer, Platin) hergestellt wurden. Oben 
wurden die Nachteile dieser Herstellungsmethoden reflektierender Ober 
flichen bereits besprochen. In den beiden anderen zitierten Arbeiten (39, 
52) wurden die Messungen bis zu geringeren Wellenlangen als in (40) er- 
streckt [Amax = 1 in (39) und Amax = 2,25u in der Arbeit (52)], jedoch 
war auch hier das Herstellungsverfahren fiir die reflektierenden Oberflachen 
unzulanglich. 

Die Methode von FORSTERLING und FREEDERICKSZ (40) wurde in der kiirz- 
lich erschienen Arbeit (45) abgewandelt. Die Autoren schlugen vor, den 
Haupteinfallswinkel gy und das Hauptazimut 0, folgendermaBen zu messen 
(Abb. 11): Bei gleichmaBiger Drehung des Polarisators mit einer bestimmten 
Frequenz wird das Licht, das an einem Metallspiegel reflektiert worden und 
durch einen Analysator gegangen ist, mit der doppelten Frequenz moduliert. 
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9 Weiterhin fallt das Licht auf ein Bolometer mit einer Zeitkonstante, die 
i6kleiner ist als die Modulationsperiode. Das entstehende elektrische Signal 
wird auf einen Resonanzverstirker gegeben. Wahlt man nun den Einfalls- 
@winkel und die Analysatorstellung so, cue das Signal verschwindet, so ist 
=P = Go und ¢ = o%. 

\@ Die gleichen Autoren schlugen in (56) eine polcre Methode zur Bestimmung 
“§der optischen Konstanten von Metallen vor. Diese Methode besteht in einer 
i@ Analyse der Ellipse, die man durch Reflexion linear polarisierten Lichts an 
“i einem Metallspiegel mit Hilfe nur eines Analysators (ohne Modulation des 
i) Lichts) erhalt. Dreht man den Analysator, so findet man die Richtungen, die 
dem Maximum und dem Minimum der Lichtintensitat entsprechen. Diese 
vi, Richtungen sind die Hauptachsenrichtungen der Ellipse. Durch Messung des 
) Verhaltnisses der minimalen zur maximalen Intensitat erhalt man das Ver- 
# haltnis der Ellipsenachsen; es betragt VI min/Z max. Diese Daten reichen zur 
? Bestimmung von A und ¢ aus. In der Tat bilde etwa die groBe Achse der 
‘I, Ellipse einen Winkel @ gegen die s-Richtung (siehe Abb. 4). Bezeichnen wir 


| : das Verhaltnis der kleinen zur grofen Achse mit tg & = , 8o sind A und @ 


‘i mit a und & durch folgende Beziehungen verkniipft [siehe (60)]: 


tg 2é 
sin 2a’ 


tg4=+ cos 290 = + cos 2é cos 2a. (5.3) 


1D) R 
Das Azimut 0 bestimmt das Verhaltnis = AG tgo= | “at In (55, 56) 
"s 


' werden die Ergebnisse einiger Messungen der optischen Konstanten von 
4) Antimon und Wismut angegeben, die die Wirkungsweise der beschriebenen 
} Methoden veranschaulichen. Systematische Messungen der optischen Kon- 
+ stanten von Metallen mit Hilfe der geschilderten Apparaturen wurden jedoch 
) nicht durchgefiihrt. 

| Diese beiden Methoden sind ungeeignet zur Messung der optischen Kon- 
| stanten guter Leiter im ultraroten Gebiet, A > 4—5y. Die in (55) vorge- 
) schlagene Methode ist deshalb unbrauchbar, weil der Haupteinfallswinkel in 
1 diesem Fall nahezu gleich 90° und seine Bestimmung mit der notwendigen 
© Genauigkeit nicht méglich ist. Die in (56) vorgeschlagene Methode ist eben- 
§ falls ungeeignet, weil in diesem Fall 4 nahezu gleich 180° und g nahezu 
) gleich 45° ist. Ein sehr geringer Fehler in der Einstellung des Polarisators 
) fihrt deshalb zu groBen Fehlern bei den optischen Konstanten. 

4 Bedenkt man, daB die Grenze des inneren Photoeffekts fiir die meisten Metalle 
| im Gebiet zwischen 0,5 und 9, liegt, so wird die Notwendigkeit deutlich, die 
‘ optischen Konstanten in einem Gebiet A > 5—10y zu bestimmen. Dasselbe 
 ergibt sich aus den in §§ 3 und 4 dargelegten Uberlegungen. Fiir die Arbeit in 
diesem Gebiet ist keine einzige der bis jetzt angewandten Methoden brauch- 
bar. Bei der Entwicklung einer passenden Methode wird man eine Mehrfach- 
reflexion des Lichtes am Metall benutzen miissen, durch die die Bestimmung 
VON Nore UNA Hoge Grundsatzlich durchaus méglich ist. 

Die zweite SchluBfolgerung, die sich aus der Betrachtung der experimentellen 
Arbeiten ergibt, besteht darin, daB es notwendig ist, Herstellungsmethoden 
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fiir Metallspiegel zu benutzen, welche die Konstanten des massiven Metalls 
liefern. Derartige Methoden diirften die elektrolytische Polierung und das 
AufgieBen des Metalls auf polierten geschmolzenen Quarz oder Glas sein; 
dabei sind besondere MaBnahmen zur Verhiitung einer Oxydation des Metalls 
zu treffen. In jedem Fall hat man aber eine besondere experimentelle Unter- 
suchung durchzufihren, um nachzuweisen, ob die Oberflache so gut ist, daB 
man von den Konstanten des massiven Metalls reden kann. 


§ 6. Diskussion der vorhandenen experimentellen Daten 


Wie aus den Darlegungen des § 5 hervorgeht, gibt es keine ganz zuverlassigen 
Daten iiber mepe, %erp und A im ultraroten Spektralgebiet. Unsere Aufgabe 
beschrankt sich also auf die Angabe und Zusammenstellung der zuver- 
lassigsten vorhandenen Werte. 

1. Die Werte fiir den Absorptionskoeffizienten A bei senkrechtem Einfall 
sind in den Tabellen I bis IV zusammengestellt : 


Tabelle I. 
Experimentelle Werte fiir den Koeffizienten A (in %) fiir Kupfer 


Herstellungs- 
methode der Ober- 
fliche 


Literatur 


Mechanische 


293 — Polierung 32 
Mechanische 
90 Coat Polierung 32 
Elektrolytische 
4,2 a Polierung 33 
Elektrolytische 
4,2 0,39 Polierung By 


Tabelle II. 
Experimentelle Werte fiir den Koeffizienten A (in {) fir Silber 


Untersuchtes 
Material 


3,3 u 

5,0 u 
7,0 
10,0 u 
13,0u 
Literatur 


0,81 | Technische Folie mit | 17 
0,59 | einer Dicke von 14, | 


1.82 105 0,92 | 0,92 
1,05 | 0,86 | 0,81 | 0,78 


0,92 | 0,89| 0,90} 0,87 
0,79 | 0,68 | 0,68 | 0,62 
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Tabelle III. 
Experimentelle Werte fiir den Koeffizienten A (in %%) fiir Gold 


\ Untersuchtes 


FS = ‘ 
he = = = mk (eae ee on ee Material 
> K Ae i Maks a IN gS Nope hie $ 

jT [°K] Saal — ix) nN on 1 ~ = 


13,0 u 
Literatur 


290 1,74} 1,31] 1,18 1,131 1,04} 1,01 1,03 | 1,05 0,95| Folie mit einer 17 
85 1,22 | 0,92 | 0,81 0,80 | 0,76 0,73 | 0,73 | 0,78; 0,64; Dicke von 10p 
Tabelle IV. 

Experimentelle Werte fiir den Koeffizienten A (in %%) fiir Platin 
tH 
A | Py a Untersuchtes = 
2 Si e acer) «| aad a fer Material 9 
= Sab ey Zi Meld ore SS Sy & ~ Se 
ee (°K) Bie N ox] oD Yer i = = i] 
21,0] 20,0| 19,0 Foliemit einer Dicke | 17 

85 18,5) 17,9 | 18,7 |,11,8 | 3,68 von 104 


Tabelle V und VI niachste Seite 


i Fir elektrolytisch poliertes Blei erhielt man bei 7' = 4,2° K einen Wert 
fA = 1,15% (33). 

| 2. Die Werte neg¢ und Xege fiir Zimmertemperatur sind in den Tabellen VII 
% bis XII zusammengestellt. 


Tabelle VIL 


Experimentelle Werte von meg, und %e¢e und berechnete Werte von N fiir aufgedampftes 
Kupfer (40) 


A - 107, | N.- 10-22 
i berechnet | berechnet 
A(t) Nett Xett nach nach 
| (1,19) (3,21) 


0,81 0,43 4,2 9,2 3,30 
1,03 0,43 5,6 5,1 3,30 
1,27 0,37 7A 2,8 3,45 
1,53 0,53 8,0 3,2 3,12 
1,77 0,73 9,5 34 3,21 
2,28 0,68 11,4 3,5 2,79 
3,05 0,90 14,6 1,66 2,46 
3,25 1,08 16,4 1,58 2,83 
3,59 1,39 18,9 1,53 3,15 
4,20 1,92 22,8 1,45 3,31 


5,1(2) | 2,98 28,4 1,45 3,53 
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Tabelle VIII. 


abgeschiedenes Silber (40) 


A-10?, | N- 10-22 

Au) F te berechnet | berechnet 
Os eff nach nach 
(1,19) (3,21) 
0,65 1,19 3,42 5,8 3,42 
0,75 0,16 4,57 2,9 4,22 
0,94 0,15 5,62 1,8 3,95 
1,15 0,23 7,18 17 4,20 
1,47 0.36 8,85 1,8 4,65 
2,10 1,00 14,3 1,9 5,19 
2,89 1,39 19,0 ies 4,85 
3,38 2,06 22,9 155 6,12 
4,04 2,98 28,8 1,4 5,63 
4,37 4,34 32,6 1.5 6,27 

Tabelle IX 


abgeschiedenes Gold (40) 


Fale NO || all ce 

berechnet | berechnet 
A (u) | Neff “eff nach nach 
(1,19) (3,21) 
0,67 0,28 5 4,1 5,30 
0,87 0,21 5,4 4.7 4.63 
1,07 0,25 ail 1,9 4,95 
1,41 0,36 9,4 1,6 5,06 
1,69 0,40 11,4 152, 5,07 
211 0,50 14,3 1,0 5,14 
2,87 0,73 16,5 el 3,63 
3,14 0,80 18,9 0,89 4,12 
3,50 0,96 22,6 0,75 4,77 
4,13 1,60 28,8 0,76 5,39 
4,83 1,83 33,0 0,67 5,14 


A(u) 


Nett 


Hert 


nach 


(1,19) 


1,00 
1,52 
1,97 
3,29 
3,41 
4,65 


363 


Ixperimentelle Werte von mee und xs und berechnete Werte von N fir chemisch 


4 Experimentelle Werte von Mere uNd X%egp und berechnete Werte von WN fiir galvanisch 


Tabelle X. Experimentelle Werte von meq; und eg fiir aufgedampftes Platin (40) 


A - 102, 
berechnet 
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Tabelle XI. r 
Experimentelle Werte von mere und e¢¢ und berechnete Werte von NV fiir auf Glas auf- 
gegossenes Zinn (48) 


| A-10%, | N- 10-2 
berechnet | berechnet 
A(u) Nett “ett nach nach 


(1,19) (3,21) 
0,325 0,980 2,396 40,6 7,83 
0,361 0,905 1,931 49,2 4,44 
0,425 0,701 2,487 30,8 4,62 
0,468 0,703 3,124 22,3 5,70 
0,502 0,780 3,575 19,6 6,35 
0,588 1,121 4,512 18 7,25 
0,668 1,418 5,007 18,3 7,05 


Tabelle XII?). 
Experimentelle Werte von meq; und %ep; und berechnete Werte von N fiir auf Glas 
gegossenes und mechanisch poliertes Wismut (44). 


A-102, | N- 10-2 
berechnet | berechnet 
Au) Nett %ett nach nach 
(1,19) (3,21) 
1,0 4,6 5,0 33 ie 
1,9 6,5 3,7 37 1,65 
DAH 8,0 27 36 1,10 
3,45 8,6 1,15 37 0,71 
5,0 8,2 1,5 38 0,31 
5,7 7,6 2,2 39 0,32 


Die Werte von merge und xe¢e wurden zur Berechnung der Konzentration 
freier Elektronen N nach Formel (3,21) benutzt. Wie in §§ 3 und 4 angedeutet, 
ist die Benutzung dieser Formel nur dann berechtigt, wenn die Wellenlange A 
groBer ist als die Wellenlénge Jy, die der Grenze des inneren Photoeffekts ent- 
spricht. Die Werte A, nach (17) sind in der Tabelle XIII zusammengestellt. 
AuBerdem muB8 natiirlich die Ungleichung |¢|> 1 erfillt sein. 


Tabelle XIII 
Obere Grenze des inneren Photoeffekts in Metallen 


Metall 


Obere Grenze. des inneren 
Photoeffekts 4, ... . 


1) Die Tabelle beniitzt die Angaben eines Diagramms in (44). 
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jAus Tabelle XIII geht hervor, daB man die Daten fiir Kupfer, Silber und 
“Gold im Gebiet von 1 bis 54 zur Berechnung von N benutzen kann, falls man 
‘wid avon uberzeugt sein kann, daB diese Werte sich auf das massive Metall 
“beziehen. Die Daten fiir das Platin und das Zinn lassen sich dagegen nicht 
mit irgendwelcher Zuverlassigkeit zur Berechnung von N benutzen. Zinn ist 
Hjedoch ein Supraleiter, und die Gewinnung auch nur angenaherter Werte 
ifir dieses Metall ist von groBer Bedeutung; wir fithren deshalb zur Orien- 
ve in Tabelle XI die Werte von N an, die nach Formel (3,21) berechnet 
(sind. 

{In Tabelle XIV sind die Ergebnisse einer Auswertung der Daten iiber die 
Yoptischen Konstanten, den Elektronenanteil der spezifischen Warme und die 


| zusammengestellt. 
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In Spalte 1 der Tabelle XIV sind die Atomkonzentrationen Ng angegeben, in 
© Spalte 2 die Elektronenkonzentrationen N, berechnet nach Formel (3,21) 
| (Mittelwerte aus den Werten fiir die drei gré8ten A in den Tabellen VII, VIII, 
| IX und XI). In Spalte 3 sind die Werte y = C,/T angegeben, wobei C, der 
Elektronenanteil der spezifischen Warme der Metalle nach den Angaben 
) von (57, 58, 59) ist. In Spalte 4 sind die nach Formel (4,26) berechneten 
Werte fiir vj, in Spalte 5 die Werte o(0)/1 nach (22) angegeben, in Spalte 6 
die Werte NV, berechnet nach Formel (4,27). Die Spalten 7 und 8 enthalten 
die Werte v, berechnet nach den Formeln (4,24) und (4,27a). Man muB 
jedoch beachten, daB die letzten Formeln, in denen die GrédBe o(0)/l vor- 
kommt, weniger zuverlassig sind als die Formeln (3,21) und (4,26). Das liegt 
daran, da8 man in Experimenten im Radiofrequenzgebiet nicht o(0)/0, 
sondern R = Re Z miBt und daB& der Ubergang zu o(0)// mit Hilfe von For- 
meln erfolgt [siehe (16, 19, 20, 22)], die von Annahmen tiber den Charakter 
der Reflexion und anderen Umstianden abhangen. In diesem Zusammenhang 
ist die Formel (4,27) weniger zur Bestimmung von WN als zur Nachpriifung 
der Theorie des anomalen Skineffekts an Hand der unabhangig gemessenen 
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Werte von N und y geeignet [ist die Theorie richtig, so miissen natiirlich die 
Werte fiir N aus (3,21 und (4,27) tbereinstimmen]. Die Werte, die i 
Tabelle XIV aufgefiihrt sind, kénnen leider nicht fiir eine solche Nach 
priifung verwendet werden, da simtliche Grofen N, y und a/y an verschie-: 
denen Proben mit verschiedener Oberflachenbehandlung usw. gewonnen 
wurden. Man hat deshalb die Daten der Tabelle XIV nur als orientierend und: 
von vorwiegend veranschaulichendem Charakter anzusehen. 
Bei der Betrachtung der Werte fiir den Koeffizienten A mu8 man feststellen, 
daB das Hauptglied der Formeln fiir A im allgemeinen Fall die von der 
statischen elektrischen Leitfaihigkeit 2, abhangige GroBe q enthalt; das be- 
deutet, daB die GroBe A stark vom Vorhandensein einer Fremdsubstanz oder 
von Spannungen und von der Behandlung der Oberfliche usw. abhangt. Es 
ist hier also besondere Sorgfalt beim Experimentieren angebracht. Von samt- 
lichen vorhandenen Daten sind die in allerletzer Zeit erschienenen Messungen 
(34) als am zuverliassigsten anzusehen, sie wurden an reinem elektrolytisch 
poliertem Kupfer bei einer Temperatur von 4,2° K mit monochromatischem 
Licht durchgefihrt. Fiir den Koeffizienten A ergab sich ein Wert von 0,39%. . 
Die Berechnung an Hand der Formel (4,36) unter Benutzung der Werte W’ 
und v, aus der Tabelle XIV und von gy aus (17) (unten in Tabelle XV ange- - 
geben) fiihrt zu einem Wert A =: 0,21%. Diese Diskrepanz liegt auBerhalb | 
der Fehlergrenzen des Experiments. Der Grund dafiir liegt wahrscheinlich - 
in der Notwendigkeit, bei der Temperatur des fliissigen Heliums und bei. 
Wellenlangen unterhalb 4u Quanteneffekte zu beriicksichtigen (siehe § 4c). 
Was die tibrigen Werte anbelangt, so kann man sie aus mehreren in § 5 
angefiihrten Griinden nicht zu einem genauen quantitativen Vergleich 

zwischen Experiment und Theorie benutzen. Schon ein grober Vergleich 

deutet aber klar darauf hin, daB der anomale Charakter des Skineffekts bei 

diffuser Reflexion der Elektronen an der Oberfliche beriicksichtigt werden 

muB. Ein entsprechender Vergleich zwischen experimentellen und theore- 

tischen Werten ist in Tabelle XV durchgefiihrt. 


Tabelle XV. 
Experimentelle und theoretische Temperaturabhangigkeit des Koeffizienten A (in %) 
fiir Kupfer 


A theor. nach der 


: th A h Theorie des anomalen 
A peace Skineffekts o,10717 
. ; der Theorie ae 
experlsry iva vse ta CGSE nach 
mentell fen che diffuse Re- | ideale Re- (17) 
offekts flektion der | flexion der 
Elektronen | Elektronen 


Zimmertemperatur. 1,17 
Flissige Luft . . . 0,86 0,058 0,265 0,059 28,3 
Fliissiges Helium 0,39 0,0020 0,21 0,0025 820 


Die experimentellen Werte fiir Zimmertemperatur und die Temperatur der 
fliissigen Luft stammen aus (32), die Werte fiir die Temperatur des fliissigen 
Heliums aus (34). Die theoretischen Werte wurden mit Hilfe der Formeln 
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(3,19), (4,36) und (4,42) berechnet, ausgehend von den in den Spalten 2 und 4 
‘@der Tabelle IV angegebenen. Werten fiir N und v, und den Werten fiir o, 


‘sg aus (17). 
‘“) Wie aus Tabelle XV deutlich hervorgeht, macht sich der anomale Charakter 
“9des Skineffekts bei diffuser Elektronenreflexion an der Metalloberflache 


“9 besonders stark bei tiefen Temperaturen geltend, wie auch aus der Theorie 
‘ folgt. Den in der Tabelle XV auftretenden Diskrepanzen zwischen den experi- 


4s mentellen Daten und der Theorie des anomalen Skineffekts bei diffuser 


| Elektronenreflexion braucht man keine besondere Bedeutung beizumessen 


0 (bei Zimmertemperatur und der Temperatur der fliissigen Luft ist besonders 


» wesentlich, daB die Messungen mit einer unzulanglichen Oberflache durch- 


‘® gefihrt wurden; bei den Messungen bei der Temperatur des fliissigen Heliums 


1% beruht die Diskrepanz offenbar hauptsachlich auf der fehlenden Beriick- 


%) sichtigung von Quanteneffekten, die beim Ubergang in das Gebiet gréBerer 


, | Wellenlingen ausgeschlossen werden kénnten). 


Schlu8 


+ Aus unseren Darlegungen geht hervor, da die Untersuchung der optischen 


@ Kigenschaften der Metalle durch Messung der GréBen erp (w), xep¢() und 
' A(qw) eine ganze Reihe von Méglichkeiten eréffnet, die fiir die Metallphysik 
ii unstreitig von groBem Interesse sind. Am wichtigsten ist eine Bestimmung 
der Leitungselektronenkonzentration N auf optischem Wege, der zu 
_ diesem Zweck der unmittelbarste und zuverlassigste sein diirfte. Derartige 

_ Messungen sollten fiir eine groBe Anzahl von Metallen und insbesondere fir 
— die Metalle durchgefiihrt werden, die eines supraleitenden Zustandes fihig 
sind. Die auf diesem Gebiet vorhandenen experimentellen Angaben sind sehr 
sparlich und unzuverlassig. Neben der Bestimmung von J sollte man durch 
Messungen des Elektronenanteils der spezifischen Warme oder der Ober- 
flichenimpedanz im Radiofrequenzgebiet versuchen, die Elektronengeschwin- 
digkeit an der FERMI-Grenze zu finden. Weiterhin und in gewisser Beziehung 
auch unabhangig hiervon kénnen Messungen im ultraroten Spektralgebiet zu 
einer Nachpriifung der Theorie des anomalen Skineffekts, zur Aufklarung des 
Charakters der Reflexion von Elektronen an der Metalloberflache usw. benutzt 
werden. Eine weitere Aufgabe der Theorie, die nur in enger Verbindung mit 
dem Experiment weiter entwickelt werden kann, ist eine Verallgemeinerung 

’ der vorhandenen Ergebnisse auf den Fall anisotroper FERMI-Flachen und 
| itberhaupt auf den Fall mehrwertiger Metalle. Andererseits steht vor der 
Theorie die nicht weniger wichtige Aufgabe einer eingehenden Beriicksichti- 
gung der Quanteneffekte, von denen in § 4c die Rede war. 


Bemerkung bei der Korrektur 


In den kiirzlich erschienenen Arbeiten (63, 64) werden die Methoden zur 
Messung von ‘esp UNA Xe¢¢ im ultraroten Gebiet eingehend diskutiert. Hierbei 
kommen die Autoren im allgemeinen zu den gleichen Ergebnissen wie wir 
in § 5 dieses Artikels (am wirksamsten ist die Messung von A und tg 9; im 
26 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘‘ 
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Fall der Bestimmung der optischen Konstanten guter Leiter mu8 die Mehr. 
fachreflexion benutzt werden). In (64) werden Daten iiber die optisch 
Konstanten von aufgedampftem Aluminium mitgeteilt, die wir in Tabelle XIV 
(Spalten 2, 4 und 7 in der letzten Zeile) benutzt haben. 


Ubersetzt von H. VOGEL 
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Uber einige Methoden zur Berechnung des Wirkungsquersdhnittes 
der elastischhen Nukleon-Nukleon-Streuung 
l. Teil: Zentralkriafte') 
Von F. Cap 


Das Problem der Kernkrafte ist heute noch immer ungelést, und man ist nach 
wie vor gezwungen, verschiedenartige theoretische Ansatze zu priifen und 
mit den Ergebnissen der Streuexperimente zu vergleichen. Die experimen- 
tellen Ergebnisse stehen in der Form von Wirkungsquerschnitten zur Ver- 
figung. Die genaue Kenntnis der Methoden, mit denen Wirkungsquer- 
schnitte fiir die elastische Streuung aus Kernkraftansatzen abgeleitet werden 
konnen, ist daher von grofer Wichtigkeit. Deshalb, und weil der Verfasser 
erst kurzlich diese Methoden selbst zur Testung (1) einer neuen Kernkraft- 
theorie (2) bendtigte, ist er gerne der Kinladung der Redaktion gefolgt, einen 
Bericht itiber diese Methoden zu verfassen. 

Die groBe Zahl der vorhandenen Methoden macht es notwendig, sich auf 
einige wenige, praktisch bewahrte zu beschranken; weiters soll nur die 
elastische Streuung behandelt werden. Uber die unelastische, also z. B. mit 
Teilchenerzeugung vor sich gehende Streuung gibt es zwar schon eine Reihe 
von Arbeiten (3), doch ist z. B. der ErzeugungsprozeB der Mesonen noch 
nicht recht klar (4), und durch die Erfassung auch der unelastischen Streuung 
wiirde der Umfang dieses Berichts zu sehr anschwellen. Weiters beschranken 
wir uns durchweg auf das Zweikérperproblem. Zwar ist etwa die Nukleon- 
Deuteron-Streuung von groBer Wichtigkeit fiir die Theorie der Kernkrafte (5), 
doch wiirde die Besprechung auch dieser Streuprozesse zu weit fiihren. 


§ 1. Definition des Wirkungsquersdhnittes 


Wenn sich Teilchen einem Kraftzentrum nahern, so werden sie von diesem aus 
ihrer urspriinglichen Bahn abgelenkt. Bei Streuexperimenten werden in den 
seltensten Fallen solche Einzelbahnen beobachtet; man 1a48t vielmehr einen 
Teilchenstrom auf eine Folie des Streumaterials (,,target‘‘) auffallen und zahlt, 
wie viele Teilchen in einen bestimmten Winkel abgelenkt werden. 

Enthalt die Folie N streuende Kraftzentren (z. B. Atomkerne) pro cm? und 
ist die Foliendicke d [cm] und fallen pro Sekunde Q Teilchen auf den cm? 
Folienoberflache ein, so ist die Zahl 7’ der pro Sekunde von einem cm? 
Folienoberflache in den Streuwinkel #7 gestreuten Teilchen gegeben durch 


T=d-Q-N-a(8). (1) 


1) Kin weiterer Teil tiber Tensorkrifte ist in Vorbereitung. 
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Die vom Streuwinkel sowie von der Teilchengeschwindigkeit und der Art der 
wirkenden Kraft abhingige GroBe o(#) nennt man den differentiellen Wir- 
kungsquerschnitt. Wie man leicht sieht, hat dieser die Dimension em’. 
Interessiert man sich fiir die Gesamtzahl P aller in den vollen Raumwinkel 
gestreuten Teilchen, so gilt 


P=4d-Q-N - Otot- ; (2) 
WO Oto, der vom Streuwinkel unabhangige totale Wirkungsquerschnitt ist: 


4 


Orr = 2u/a(9) sin Odd. (3) 
0 


Fir die Streuung in den Raumwinkel dw durch den Streuwinkel 0 ergibt 


sich 
J=Tdw =d-Q-N-o(8)-do =U 9S 4, (4) 
wo R der Abstand des Anzeigeinstruments (GEIGER-MULLER-Zahler, Photo- 
platte usw.) vom Auftreffpunkt des Teilchenstrahls auf die target ist. 
Ist die DE BROGLIE- Wellenlinge der einfallenden Teilchen klein gegentiber der 
Reichweite a der Kernkrafte, d. h. andert sich die Kraft auf einer Strecke 
von der GréBenordnung einer Wellenlange nur wenig, dann kann man die 
wellenmechanische Berechnung durch ihre geometrisch-optische Naherung, 
d. h. durch eine klassische Berechnung ersetzen (6). 
Seien « bzw. m Geschwindigkeit bzw. Masse der eingestrahlten Teilchen, dann 
lautet das Kriterium fiir die Verwendbarkeit der klassischen.Naiherung (7) 


m:v-aS>h oder h<a. (5) 
Nehmen wir fiir die Reichweite a der Kernkraifte den mit der Masse des 
Pions (3) ma = (276 + 2) me = 0,2513 - 10-4 g (6) 
aus der Reichweitenformel der Mesonentheorien (9) 
1 h 
a Sp == 1083-10-15 om. (7) 


folgenden Wert, so folgt fiir (5) mit der Annahme, daB m gleich der Masse des 
rotons (3) m = 1830,3 ma = 1,6723 - 10-%4 g (8) 
sei, die folgende Tabelle (h = 6,622 - 10-2” [g em? sec™!)): 


mov 
rp v mMva A 
[MeV] [em esc] [g cm? sec” +} [cm] 
1 1,38 - 10° 03324 10-27 2,859 - 10-22 
10 4,38 - 10° 1,024 - 10-2? 0,905 - 10-72 
100 13,85 - 10° 3,240 - 10-27 0,286 - 10-12 
500 30,95 - 10% 7,241 . 10-27 0,128 . 10-12 
1000 43,76 - 10° 10,23 -- 10-2" 0,090 - 10-22 


I ne TT ren map mrcme mney 
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wobei die Formel von DE BROGLIE 

A y 9 

mv (9) 

verwendet wurde. Man bemerkt, daB das Gebiet der klassischen Naherung 
erst bei relativistischen Energien, bei denen man mit einem statischen 
4 Potential kaum mehr arbeiten kann, be- 
/§ ginnt. Infolge der Kleinheit der Reich- 
| weite der Kernkrafte gibt es fiir diese 
kein Gebiet der klassischen Naherung 
fir die Wirkungsquerschnittsberechnung, 
doch wollen wir trotzdem die Formel 
dieser Naherung ableiten. ’ 
‘Seien 7, p Polarkoordinaten in der durch pga 
die Lage des Kraftzentrums und die 
Bahn des herankommenden Teilchens bestimmten Ebene, dann gilt bekannt- 
lich 


Krafizentrum Teilchenbahn 


. ° 2 
& (2 + reg?) + V(r) = > (Energiesatz) (10) 
ry = pv (Flachensatz). (11) 


p ist der StoBparameter (s. Abb. 1), V(r) die (statische) Wechselwirkungs- 
energie (Zentralkraft). 
Einsetzen von (11) in (10) gibt eine Differentialgleichung fiir r(q) 


Hie) street edi (12) 


Die Lésung von (12) gibt uns die Bahn des abgelenkten Teilchens in Polar- 
koordinaten; sei z. B. V(r) eine abstoBende CouLOMBsche Wechselwirkungs- 
energie, so erhalt man fiir r(y) Hyperbeln (RUTHERFORDsche Streuung) 
(10). Fir wachsendes 7 —> oo ergibt sich ein maximales Guaz = 1p) Der 
Ablenkwinkel (Streuwinkel) wird dann definiert durch 


8 =2—29max = 9(P), (13) 


wo f(p), g(p) von der Art der Wechselwirkung abhangige Funktionen 
sind. 

Betrachten wir nun eine beliebige Auftreffstelle des Strahlenbiindels auf der 
Streufolie, so sitzen alle Atomkerne, die relativ zu diesem Auftreffpunkt 
einen StoBparameter zwischen p und dp besitzen, auf einer Kreisringflache 
22p -dp um diesen Punkt herum. Da pro cm? target-Oberflache N - d Kerne 
wirken, stehen fiir dieses Strahlenbiindel insgesamt Nd-2xp-dp Streu- 
zentren zur Verfiigung. Werden die Teilchen unter einem Streuwinkel zwischen 
2 und # + d# von der urspriinglichen Richtung abgelenkt, so fallen alle in 
einen Raum, der durch die Kegelmantel mit den Offnungswinkeln 2 bzw. 
2(9 + d#) begrenzt wird. In der Entfernung R vom Auftreffpunkt auf die 
Streuflache befinden sich daher alle gestreuten Teilchen auf einem Kreisring 


27* 
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der Flache 22 R- Rsin 9 - d#. Diesen Kreisring erhdlt man durch einen auf 
der gemeinsamen Achse der beiden Kegel senkrecht stehenden Schnitt. 
(Diese Achse fallt natirlich mit dem einfallenden Teilchenstrahl zusammen.) 
Nimmt man nun an, daf jedes der auftreffenden Teilchen in der als dinn 
vorausgesetzten Folie nur einmal gestreut wird — da8 also die freie Weg- 
lange 1 gro ist gegeniiber der Foliendicke d —, dann ist die Zahl der StoB- 
prozesse, d.h. die Zahl der gestreuten Teilchen, gegeben durch Q- N -d 
-22p-dp und pro sec und cm? der Auffangfliche 27 R? sin 9 -d@ treffen 
J Teilchen ein: 
QN2upd dp QNpd dp 


= See ine ee aie a ee, 14 
2xnR2sn9? dd Rsind dd is 
Mit (4) folgt daraus als klassische Naherung 
p_ ap 2 
— ._—— li 
ee) sind? dd’ ee 


wo p(#) durch (13) gegeben ist. 

Nun wenden wir uns wieder der strengen quantentheoretischen Behandlung 
zu. Da tibrigens N - o; der totale Wirkungsquerschnitt pro cm’ Folienmaterial, 
der sogenannte makroskopische Wirkungsquerschnitt ist, wird ein Teilchen 
in Analogie zur kinetischen Gastheorie (77) mit der Wahrscheinlichkeit e-4%* 
die Strecke x ohne Streuung durchlaufen. Die mittlere freie Weglange / ergibt 
sich daher zu 


(16) 


lo =) 
l= | x-e-%Nt o, Ndaz = ——. 
; o,N 


6 
Die GréRe N 1laBt sich leicht berechnen: 


oNz 
A ; 


IN = (17) 
wo 0 die Dichte [g cm-*], A das Atomgewicht [g Mol-!] und Vz; = 6,02 - 1078 
die LoscHMIDTsche Zahl ist. Fiir Graphit 90 = 1,6 A = 12 erhalt man 
z. B. N = 8 - 102 Kerne/cm® und eine freie Weglange / = 2,7 cm. 

In der Wellenmechanik wird ein in der x-Achse einfallender Teilchenstrom 
durch eine ebene Welle 


eee ne Wot a k= (18) 


beschrieben. Der Teilchenstrom Q [cm-2 sec !] errechnet sich aus dem Pro- 
dukt zwischen der Teilchendichte yy* und ihrer Geschwindigkeit v 


Q = AA*y, (19) 


ZweckmaBigerweise fihrt man nun Kugelkoordinaten ein und setzt das Kraft- 
zentrum in den Ursprung dieses Koordinatensytems und legt die Polarachse 
in Richtung des einfallenden Teilchenstroms. Die Streuung wird dann, wenn 
die einfallenden Teilchen nicht polarisiert sind, ihre Spins also regellos verteilt 
sind, vom Langengrad gm unabhaingig — die Polarachse wird zu einer Sym- 
metrieachse. Da die Streuung von polarisierten Nukleonen vorwiegend nur 
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bei Kernreaktionen, unelastischen StéBen und bei Mehrkorperproblemen (5) 
eine Rolle spielt, kénnen wir sie ebenfalls vernachlassigen. 
) Die Streuwelle wird eine aushufende Kugelwelle 


“= ~ 4(0) eth A (20) 


isein, deren Gesamtintensitat AA* gleich der Intensitat der einfallenden 
)Welle A.A* sein muB, da bei der (von uns als frei von Absorption an- 
/genommenen) Streuung keine Teilchen verlorengehen — die Streuung be- 
jwirkt nur eine andere réumliche Verteilung der Teilchen. 

d Der Strom von Streuteilchen, den ein Streuzentrum erzeugt, ist daher 
¥ gegeben durch 1 

A A* ~~ \f(0)/? 


Da nun J - d Streuzentren pro cm? vorhanden sind, folgt mit (4) fiir die Ent- 
@fernung r = R : 
v dQ No 
J = * — 2 — 

A A > If (9) |2 Nd ie? 


J also mit (19) o(0) = |f(9) 2. (22) 
) Der wellenmechanische Wirkungsquerschnitt wird also aus dem Winkel- 
{ faktor berechnet. 

} (22) k6nnen wir direkt als die wellenmechanische Definition des Streu- 
‘ wirkungsquerschnittes ansehen. 


(21) 


§ 2. Schwerpunktskoordinaten 


} Beim StoB von zwei Nukleonen besitzen stoBendes und gestoBenes Teilchen 
‘die gleiche Masse. Wir kénnen daher nicht von der Annahme eines ruhenden 
' Kraftzentrums, in dessen Feld V(r) sich ein zweites Teilchen bewegt, aus- 
6 gehen, sondern wir miissen das wellenmechanische Zweikérperproblem 


h h? | 7 © 
| 82? m, aie 822 Mz Zeal de Aiea ce 
i lésen (10). Sind 21, y4, % bZW. 2g, Ya, Z die Koordinaten der zwei Teilchen, so 
| ist 2 @ a 
i A Hac eae ay 
0 Uy 0 Yi 0 2k 
/ Wir fiihren nun wie in der klassischen Mechanik Schwerpunktskoordinaten 
é &, 7, ¢ durch 


R= l, 2. 


My, 2% + Mz Xo 
MyM 


&= usw. 


' und Relativkoordinaten 2, y, z durch 

| 2= X,—2% usw. 

' ein. Hangt nun, was meist zutrifft, V nur vom relativen Abstand 
| Vx? + y? + 2 und dessen Ableitungen ab, so kann man ansetzen 

| U(Xy, Yas 21» Ly» Yor %2) = (*, y, 2) > P(E, 4, ¢) (24) 
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und erhalt durch Einsetzen von (24) in (23) nach einigen elementaren | 
Zwischenrechnungen die Gleichung fiir die Schwerpunktsbewegung 

82? 


Ay + = (m, + m2) Big = 0, 


die fiir uns uninteressant ist, und die Gleichung fiir die Relativbewegung 


2 


8 
Ay+ 7s u (Eia» — Ei — V) p = 9,7 (25) | 
wobei yz die reduzierte Masse 
pe MM, =m (26) 


m +m, 2 


und #; die Translationsenergie des Schwerpunktes ist. Die Energie im La- . 
borsystem Ejqy ist gegeben durch 


ih a le Mv” 
(i 2 : , mit vy, = 0, Fay = 5 ; (27) 
wo der Index 2 das stoBende Teilchen anzeigt. 
Da zn ™ ++ Mm, (mv mata)’ 
Y 2 Mm, -+- Mo 
ist, erhalt man 
1 =m, m be 
BEE ie Se =te) D,)2 = — = , 28 
Bian — Et Pe? (0, — V2) rel rel (28) 
woraus mit v, = 0 
7 mM, 1 7 6 
Ere a m, + My Eiiav aaa Bhan (29) 
folgt, so daf wir von 
472m (Ea 
AG ( 7 —V)p=0 (30) 


ausgehen kénnen. 
Aus (9) und (27) folgt fiir die Wellenlange im Laborsystem 


h eee y (31) 


Ai = —— 4 
oe V2m V Fran 


wahrend sich fiir die Wellenlinge im Schwerpunktsystem mit (29) ergibt 
h Lo. Spee 1 
V2m VE. Vm VErav 


(Wenn kein Index vermerkt ist, beziehen sich ab nun Wellenlangen und 
Wellenzahlen stets auf das Schwerpunktssystem.) 
Fiir die Wellenzahl & im Schwerpunktssystem 


An = = V2 Aw. (32) 


422m 222m 


| Ly acest oe ee Bret = as Vig Eyap (33) 
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af folgt nach Einsetzen der Konstanten (8) 


kre = 0,11 - 10 VE, = oe, 


[em-!], (34) 


Aret 


2 2 
Ay + By === Vy ee 


V=U. (35) 


» Geht man, wie allgemein tblich, zur Berechnung von Wirkungsquerschnitten 
' von dieser Formel aus, so erhalt man diese natiirlich im Schwerpunktssystem. 


h statt, soda8 man Formeln 
‘ zur Umrechnung der Wir- 


Die Messungen hingegen 
finden im _ Laborsystem 


kungsquerschnitte ben6- 
tigt. Diese Formeln ge- 
winnt man durch Trans- 
formation des Laborsy- 
stems auf ein mit der Ge- 
schwindigkeit des Schwer- eS 
punktes bewegtes System. Mi 


Abb. 2 zeigt das Labor- Abb. 2. 
system, in welchem das 
gestoBene Teilchen m, ruht. Der Apostroph ’ bezeichnet die GroBe nach dem 
StoB. %, yp sind die Streuwinkel im Laborsystem. Im Schwerpunktssystem 
(Abb. 3) bewegen sich beide Teilchen auch vor dem Sto8, v, und v,sind die Ge- 
schwindigkeiten im Laborsystem, die mit v, = 0 sich ergebenden Relativge- 
schwindigkeiten zum Schwerpunkt S findet man in Abb. 3. Das Teilchen m,, das 
sichim Laborsystem mit der Geschwindigkeit v, auf das Kraftzentrum (v, = 0) 
hinbewegt, hat indem System, das sich mit der Schwerpunktsgeschwindigkeit 
Vs = 7 bewegt, relativ zum Schwerpunkt die Geschwindigkeit 
11 Ms 
Mz Ug a Ug 
ag Niles m, + ™M, my + My” 


wahrend das im Laborsystem ruhende Kraftzentrum m, im Schwerpunkts- 
system relativ zum Schwerpunkt die Geschwindigkeit v, hat. Beim elastischen 
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StoB tritt bekanntlich im Schwerpunktssystem keine Anderung des Betrages ; 
der Geschwindigkeiten auf — es werden lediglich die Richtungen der Ge- 
schwindigkeitspfeile geandert. Die Streuwinkel im Schwerpunktssystem 
seien J und @. 


Mm, %, Me M2 =V% 
M,+M, Hy N,+M2z 
Oo —  - - - - — - - - - - - - - - - TO Oe =_——_—_ 


mM, Ye =y’ 
M,+lMo 


Abb. 3. 


Aus geometrischen Griinden gilt dann, wenn v’’ die Geschwindigkeit des 
gestoBenen Teilchens im Schwerpunktssystem ist, 


v’ cos? + Un Vg cos OP bse te 
v’ sin 0 — v9 sin Oo a0 (36) 
in 3 
aSIGRD tg ip = (37) 
2 4 cos J 
Mm 


Da nun in beiden Systemen die gleiche Anzahl von Teilchen in die Raum- 
winkel dw = sin ddddy und da, = sin yd Bd gestreut werden muB, gilt 


Oo(Io, Po) Sin yd Iyd gy = a (9, —) sin Pdbdy (38) 


und damit die Umrechnungsformel 


. _ (L+ y+ 2y cos 8)": ‘ om, 

Alle diese Formeln gelten nur fiir nichtrelativistische Geschwindigkeiten. 
Fir groBere Geschwindigkeiten hat STESGAL wertvolle Formeln angegeben 
(72). Interessant ist, daB auch in der relativistischen Theorie gilt 


_ ™ 
Oy max = aresin —, (40) 


2 


was man in der nichtrelativistischen Theorie aus (37) gewinnt [SEXL (18)]. 
Die Verwendung relativistischer Transformationsformeln hat jedoch nur 
dann Sinn, wenn man auch fiir die Teilchen relativistische Wellengleichungen 
anschreibt (73). 
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§ 3. Lésung der Zweikérpergleichung. Methode der Partialwellen 


Vir wollen nun die reduzierte Zweikérpergleichung (35) lésen, und nach Ein- 
hrung von Kugelkoordinaten gilt: 


y (x, Y, z) =e yr, dv, Q) iar ie (cos 0) ide f(r). (41) 
7enn wir damit in (35) eingehen, erhalten wir 


a 2 dfi(r +1 : 
oe : le G tae) Vin) h=0. (42) 


ist keine Kraftwirkung da (V = 0), dann stellt (42) eine BESSELsche Ditte- 
jentialgleichung dar mit der Lésung (der Querstrich deutet auf V = 0 hin) 


a pelle 
file) = (S52) Seve (ke), (43) 


Bekanntlich kann man die BESSELfunktionen mit halbganzen Indices dar- 
itellen durch (/4) 


Fis iyo (kr) = (—1) V 


pe 


Qhr d.. \* sin.kr 
(hry | ierdr aaa (44) 


4 


*@Diese Funktionen stellen daher Polynome in ae multipliziert mit sin kr dar, 
% 


“tind ihr asymptotisches Verhalten ist 


1 l 
fi(r) ~ ra sin (ir—5 1). (45) 
{Das stoBende Teilchen wird in der Wellenmechanik als ebene Welle (18) 
idargestellt. Da wir, wenn wir ein Krafte ausitibendes Streuzentrum haben, 
ijvon Kugelkoordinaten zweckmaBigerweise nicht abgehen werden, missen 
iwir (18) nach den Eigenfunktionen (41) entwickeln. 

9 Wenn wir den Teilchenstrom lings der z- Achse hereinkommen lassen und diese 
imit der-Polarachse unserer Kugelkoordinaten zusammenfallen lassen, dann 
I gilt & ~ 
| Ge oO) AP (cosa) fr): (46) 
1=0 

‘t Hierbei ist also — wegen des Fehlens eincr g-Abhangigkeit — angenommen, 


) die Teilchen nicht polarisiert sind. . 
) Wir multiplizieren (46) beiderseits mit P, (cos #) sin # und erhalten wegen 
§ der Orthogonalitatsrelation 


| P, (cos 3) Py (cos #) sin dd = Ow (47) 


21+ 1 
| die Gleichung mit t = cos 3 


+1 
2 A, fi(r) = [ et P, (t)drt, (48) 


Pa Lege | s 
-1 
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wegen P,(l) =1 P,(—1) = (—1)' = #! (45: 
und mit (45) nach einigen elementaren Zwischenrechnungen : 


VEC) ee hy. (5 


co 


und damit eikrcos® — YS (21 + 1) i P, (cos 9) f(r). (51 
r=0 
Das ist also die Lésung von (35) fiir V = 0 (16). Um nun (42) fir V +02 

lésen, machen wir den Ansatz 
1 : 
f(r) = bs G(r) (52: 

+1 

und erhalten  G;‘(r) + G — U(r) — <) G, = 0. (53) 
Da wir nur die Lésungen fiir groBe Entfernungen vom Streuzentru 
benotigen (die Entfernung Streuzentrum — Beobachtungsschirm ist sicher 
groB gegentiber den Abmessungen des Streuzentrums) kénnen wir ansetzeni 


Gi(r) = v(r) er (54) 
mit lim v’’(r) = 0 und daher 
r+>0 
hd + 
2ikv’ — (u = ) o == (55) 
l 
mit der Losung 2ikiny = J (em + | dr. (56) 


‘ : , 4 1 . 
Bei der Auswertung dieses Integrals erfordert nur ein reines — -Potentia! 
r 


(bei Kernkraften nicht vorkommend) eine Sonderbehandlung (J5); sonst 
kann man den Integranden ganz allgemein fiir groBe Entfernungen Null 
setzen, so da v = const, und damit erhalt man die asymptotische Lésung 


Leo 1 
fi(r) = i sin (i ie la + m): (57) 
die sich nur durch die Phase 7, von (45) unterscheidet. 

Die Wirkung des Kernkraftpotentials V(r) besteht also in groBen Entfer- 
nungen vom Streuzentrum lediglich in einer Phasenverschiebung 7, der ein- 
fallenden Welle. 


Die Lésung von (25) hat also die Form 
vr 9, 9) = S BrP, (00s 9) f(r) (58) 
i 


(m = 0 fir nicht polarisierte einfallende Teilchen). 
Fir groBe Entfernungen besteht diese Welle aus einer einfallenden Welle (51) 
und einer Streuwelle (20). Letztere ergibt sich also als Differenz (58)—(51), 
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‘bei man zweckmaBigerweise die sin durch die Exponentialfunktionen aus- 
Jiickt, so daB schlieBlich 
Bp = (21 + 1)! et int (59) 


‘ad aus (B, — A,) P, folgt 


a le Se ; 
To ke a7 (22 + 1) [e+ *™ — 1] P; (cos #). (60) 


‘jJamit ergibt sich aber nach (22) fiir den Wirkungsquerschnitt 


i 
Oe) = ae 


> (21+ 1) et” sin m Pi(cos 9) |, (61) 


1=0 


'’so fiir die ersten vier Partialwellen 


( ) = a sin?.7j + 9 cos? sin? 7, + - (3 cos 20 + 1)? sin? yn, + (62) 
ke 0! in 16 2 UP 
| 49 z, ie § é ‘ 
RY 64 (5 cos 39 +- 3 cos #)? sin? 7; + 6 cos @ sin Mo Sin 7; + COS (% — 4) + 
€ 5 : 7 
“- z (cos 28 +- 1) sin m7 COs (%9 — He) + Ti (5 cos 30 + 
i 2 
‘© 3 cos 9) sin % sin 73 COS (My — 173) + 2 cos, # (3 cos 20 +4- 
’ 21 
1) sin 7, sin Hg cos (7, — Ne) +: ag 008 0 (5 cos 30 + 
2 ; 35 
+ 8 cos J) sin qj, sin 43 COs (1% — 43) + 6 (3 cos 20 + 


a 1) (5 cos 3 & + 3 cos #) sin 7 sin 73 COS (2 — Np) \ 


j 


1 
G(8) = RB > (21 + 1) (2U + 1) [sin m sin yy cos uy] Pr Py 

adr 

Hu =m — hr- (61a) 
Fir S-Wellenstreuung, J = 0, erhalt man also einen véllig konstanten Verlauf 
des Wirkungsquerschnittes (isotrope Streuung). 
iFir den totalen Wirkungsquerschnitt erhalt man 
4 [o-) 

= <7 ¥ (21 + 1) sin? m. (63) 
| B Zo | 
‘Das erste (gréBte) Maximum der BESSELfunktion J; +1)2(k7) hegt etwa bei 
\1/k. Fir r < 1/k verhalt sich die Funktion wie 7’, sie kann also unterhalb 
lihres ersten Maximums vernachlassigt werden. Ist die Reichweite a des 
) Potentials also sehr klein gegen J/k, so wird J; +1)2(k7) von diesem Potential 
kaum mehr beeinflu&t, und 7, wird klein. 


Ot 
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lo, $) 
Die Summen > braucht man also nicht bis oo, sondern nur bis etwa akz 


1=0 
erstrecken. Bei kleiner Teilchenenergie kommt man also mit wenigen Partia¢ 
wellen aus. Es gilt mit a = 1,399, 10° [cm] 


Fuav 
[MeV] 


Ala 
[em + 1013] 


Arel kre} 


ein? 10]°| fone ts On Lee oe Senay 


S-Welle 


10 12,8 0,348 0,49 SS- Welle 
100 4,06 1,10 1,50 S-, P-Welle 
500 1,81 2,46 3,44 S,- P-, D-,F-Wel) 
1000 j S- bis G-Welle 


Bei anziehendem Potential wird die einlaufende Welle zum Streuzentrun 
hingezogen: die Phase ist positiv; bei AbstoBung ist die Phase negativ. 
Durch (61) ist die Berechnung des Wirkungsquerschnittes auf die Berechnuna 
der Phasen zuriickgefiihrt. Fiir die Berechnung der Phasen gibt es verschie' 
dene Methoden; die wichtigsten sind etwa: Numerische Integration, Varia: 
tionsmethoden, die BORNsche Naherung, die W. K. B.-Methode u. a. 
Wenn man das Potential vorgibt, so kann man die Phasen (und die Bindungs’ 
zustande) bis auf einige Sonderfalle [besondere singulare Potentiale, vgl. (16) 
eindeutig berechnen. Wenn man umgekehrt durch ,,Anpassen“ (,,Fit“‘ in de: 
englischen Literatur) an experimentelle Daten die Phasen gewonnen hat (17) 
miuBte es umgekehrt moglich sein, daraus das Potential zu berechnen (18) 
Wenn das Potential Bindungszustinde erzeugen kann, ist dies sehr schwieris 
(19), auch mu man bedenken, da man von den oo vielen Phasen nur seh: 
wenige hat, dafs diese mit MeSfehlern behaftet sind usw., so dafg{ mar 
praktisch das Potential vorgibt (1, 20, 27) und die Phasen berechnet unc 
mit dem Experiment vergleicht. 

Da die Variationsmethoden und die BORNsche Naherung eine eigene aus. 
fihrliche Darstellung erfordern, besprechen wir hier nur die numerische 
Integration und die W. K. B.-Methode. 


Die numerische Integration 


ist zwar zeitraubender als etwa die Variationsmethode, doch stellt sie nach 
Meinung des Verf. heute die einzige Methode dar, mit deren Hilfe mar 
wirklich zuverlissige Schliisse titber die Giite vorgeschlagener Potentiale 
gewinnen kann (27). 


: ; ON mae ; 
Wir formen mittels f,(r) = iia th Aa (42) um in 
Las l l i 
ui! (r) + ( oT) 8 v()) u(r) = 0, (64 


k nach (33) oder (34). 
Als Anfangsbedingung gilt, damit y dort regular ist (8) 


u,(0) = 0 u1(0) beliebig. (65) 
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Vie numerische Integration beginnt man am Nullpunkt, wobei man z. B. 
’ 7(0) = 1 setzt. Als pai ape gta rte bew. te sich z. B. die Verfahren 


an u, fiir a = 2/x in eine Botenareitre; die ‘wegen der vom Zentri- 
er é : : 
ae bei r == 0 hervorgerufenen Singularitat fiir jedes / ver- 


2 


i sehieden aussieht, z. B. 


OO w=2 + a2 + ba? + cat 4+ dz® u(0) =0, wu (0) =1 
Bete at ae? bat ee dx u(0)= 0, uw (0) =0 
Seo ewviea ae — aa ba dca -bida! w(0) = 0, aw (0) = 0 
4 Diese Ansitze sind so gewahlt, da®B die Singularitat A ap 1) gerade kompen- 


eS 
wisiert wird. Die Entwicklungskoeffizienten berechnet man durch Einsetzen 
jin (64), wobei man auch V in eine Reihe entwickelt und einen Koeffizienten- 
ivergleich durchfiihrt. Je nach dem Verhalten des Potentials am Nullpunkt 
u8 man — insbesondere bei stark singulaéren Potentialen — fir uy eventuell 
Sandere Reihenansitze machen. Obige Reihen gelten beispielsweise fiir eine 
potentielle Energie V, die sich in der Nahe des Nullpunktes wie 1/2 ver- 
halt. An einer Stelle nahe bei Null, etwa zx = 0,01 beginnt man dann mit 
7 (x), uz’ (x) — berechnet aus den Potenzreihen— die numerische Integration. 
‘Das asymptotische Verhalten ist nach (57) 


\ 


1 
uy ~ C sin (i a la + ni); (66) 


‘Allerdings gilt dies nur fiir so grobe Entfernungen, da man alle negativen 
Potenzen von yr vernachlassigen kann, daB also nicht nur V, sondern auch 


Ul + 1) 
a 


praktisch Null ist. Um nicht so weit hinaus integrieren zu miissen, 


tzu integrieren, bis V < ,V ~ 0. Sei dann x, eine Nullstelle, dann gilt 


(d+ 1) 
y U wo J 1 41/2 und wx 
Ji +112 (kX) 


‘tg 6) = (—1)'7! 
g Oo, = (—1) ae) 


(67) 
| Fir / > 4 sind die Phasen auch bei hohen Energien schon recht klein. Es 
*empfiehlt sich daher, sie mittels der BORNschen Niherung zu berechnen. 


i Die WK B-Methode 


+ ist eine klassische Naherung (22) und wird fiir hohere Energien gelegentlich 
/ in der Formulierung von LANGER (23) verwendet. Meist werden die WKB- 
’ Funktionen nur als Ausgangsfunktionen fiir andere Approximationsver- 
i fahren gebraucht. Eine Darstellung des ziemlich komplizierten Rechnungs- 
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vorganges ist im Rahmen dieses Berichtes nicht méglich; wir verweisen auf 
die diesbeziigliche Literatur (LANGER, CHRISTIAN und HART, FLUGGE,: 
insbes. auch MoTT, wo man auf S. 122 eine Formel fir grofe Phasen findet).| 


$ 4. Die Bornsche Naherung 


Wenn die kinetische Energie der stoSenden Teilchen sehr gro ist (iber: 
100 MeV, s. spater), dann kénnen wir die potentielle Energie V als kleine; 
Stérung auffassen und schreiben fir (35) 


Ay+ By— eUy=0, (68), 
wobei eT = - A 


ist. 9 sei der Entwicklungsparameter, der von V auch Konstanten, z. B. 
Kopplungskonstanten, aufnehmen kann. 
Wir setzen in nullter Niherung 9 = 0 und lésen 


Ay + ky, = 0 =e. (69) 
Nun wird der Ansatz gemacht (25) 
Y= Yot OY + O’Ye (70) 


und in (68) eingesetzt. Man erhalt durch sukzessive Approximation (Trennung | 
nach Potenzen von 0) 


Ay, + @y,—Uy,=90, 4y,+khy,—Uy,=90 usw. (71) 


Die Wellenfunktion der vorhergehenden Naherung bildet also zusammen mit 
dem Potential das Storglied. Die Lésung von (71) lautet (Stérwelle erster 
Naherung) tay : 

_ 1 om ied V(r’) et’ dr’ 72 
a oareere dia yeeaca (rye dr. (72) 
Hierbei ist, da r’ der Ortsvektor des Quellpunktes, r der Ortsvektor des 
Beobachtungspunktes ist, |r| > |v’ |, so daB (9 der Winkel zwischen den 
beiden Ortsvektoren) 


2 ) / 42 
e—v] =r pa— - cos 0 + — wor—r' cos # (73) 
1 m er ; , 
und damit Be See ee / 56 (tr —kr cos 8’) 0 
mi Yr roe ae Idve Vile’): (74) 


fist der Wellenvektor der ungestérten einfallenden Welle. Wir fithren nun f, 
einen Wellenvektor in Richtung von r (der Beobachtungsrichtung) ein. Der 
Winkel zwischen f und f, ist dann der Streuwinkel #. 

Ks gilt dann: kr’ cos ® = fr’, fr’ — kr’ cos ® = (§ —f,)r’ 


th] = 2hsin? = K. 
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vichtung f — f,) ergibt sich schlieBlich nach Integration 
Lie 
a ae [eve jee - (75) 
Wi Ind, da die Streuwelle allgemein die Form (20) hat 
hh 4 : ; 
Si ova jeein Kir seu 
f(#) ca al V(r’) ky’ dr (76) 


#\us f(#) 1aBt sich der Wirkungsquerschnitt nach (22) berechnen. Von dieser 
‘formel wird in der Literatur meist ausgegangen (26). In letzter Zeit wurde 
m der BorNschen Naherung viel Kritik getibt: die untere Grenze ihrer 
wAnwendbarkeit fiir die Nukleonenstreuung wurde immer hoher geschoben: 
130 MeV, 100 MeV, 250 MeV (27); schlieBlich wurde die zweite Naherung 
“wzenauer untersucht, Zahlentabellen fiir verschiedene Potentialtypen wurden 
t vusgearbeitet, und es wurde gezeigt, daB bei Bericksichtigung von ea 


‘Hen darf; schlieBlich wurde sie auch auf unelastische Prozesse angewendet (28). 


a irir groBe L werden die Phasen sehr klein; groBe l braucht man aber nur bei 


Wir betrachten zu diesem Zweck die rechte Seite von (35) als Stérung und 
‘Msetzen, um (64) zu losen, an 

| my =u) + oul (77) 
me a 
#Pund erhalten fiir u} sofort rf,(r), so daB 


+1 m gd 
wl" + ea — EEO y= vir (Se) Jae ler). (18) 


a 


| Diese inhomogene Differentialgleichung losen wir durch Variation der Kon- 
# stanten und setzen daher 
mr 


1/2 
u(r) = mle) (FE) Iusaye er) = oy (79) 
7 und daher nach Multiplikation mit w, 


2 d 9 / 
vf wi + Qojwyw} = = V(r) wi = 5 (wiv) (80) 


% oder nach Integration (wobei die Integrationskonstante wegen v' = endlich, 
' fiir r > 0 verschwinden mu) 


co co 


4 1m MLA 1 i 
i) Se have 2d eee Se TD Ve jar (81 
aie ee oe cos ( 1+ ') | (r) widr (81) 
i 2 

0 0 
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und nach abermaliger Integration 


t+1 : 
VI ~F tg (xr — ( 2 ) x) = | V (r) Jj +1/2 (kr) r dar. (82: 
ee I+ 1 
Damit gilt auch uj ~——— cos (4 — MS 6,),danach bekannter 
It ~_ 
PY kr 
asymptotischen Entwicklungen 
1 pay (" : 
Ur cos (er — as a) +398 | V(r) Jizije(kr)r dr - 
l 5 kr A 8 


ist, so daB man abliest: 


7 oe Biro ) Jisajo (kr)r dr. (83) 


Diese Formel kann auch auf anderen Wegen gewonnen werden (29); sie 
wurde auch auf zwei Zentralpotentiale angewandt (30). Sie gilt fir kleine 
Phasen (maximal einige Grade) und damit etwa beil > 4 fiir H < 800 MeV 
(Nukleonen). 

Die Aquivalenz der beiden Methoden beweist man durch Darstellung von (76) 
durch Summierung tiber (82). Die BoRNsche Naherung nach (76) enthalt 
somit alle 6,, 1] =0...co. Da die BoRNsche Naherung insbesondere fir 
ka > 1 gilt, erginzt sie in vorteilhafter Weise die Methode der Partialwellen 
ka ~ 1). Man kann daher beispielsweise das Triplett nach der BORNschen 
Naherung, das staérkere Singulett nach der Partialwellenmethode berechnen 
(37). 


§ 5. Die Variationsmethode. Effektive Reicdhweite und Streuliainge 


Wir gehen wieder von (64) aus und behandeln formal die rechte Seite als 
Inhomogenitat (32). Die homogene Gleichung besitzt dann nach (73) ein 
Fundamentalsystem, das sich zusammensetzt aus 


ee : l 
= yeu Jy 41/2 (kr) —> sin (kr —) 
lx 
v= Veer. 1-1/2 (kr) > cos (er — 3). 


(84) 
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/Mit diesen Lésungen 1a4Bt sich eine GREENsche Funktion G (r, r’) anschreiben) 


1 
eT u(r)v(r’) fir, <r’ 


GH) == (85) 
1 / E He 
sais v(r)u(r’) bi me 
Sdie als Funktion sowohl von r als auch von r’ der homogenen Gleichung 
Hgeniigt (auBer fiir r = 7’). Mit Hilfe der GREENschen Funktion kann man 
nun die als ,,inhomogen‘ angesehene Gleichung (64) lésen (so wie etwa die 
9 Poissonsche Gleichung gelést wird), und man erhalt die Integralgleichung 
fiir u, , 


Cc 


u(r) = Veer J 1 41/2 (kr) + | ae r’) = V(r’) w(r)dr’ . (86) 
0 


'Y Wichtig ist, daB diese ,,L6sung“ von (64) auch die Randbedingung (65) 
4 bereits befriedigt wegen G (0,7r’) = 0. Da v einen Pol an der Stelle r = 0 hat, 
» konnten wir diese Losung nicht verwenden und verwendeten daher in (86) 
i fir das Anschreiben der Losung der homogenen Gleichung nur die Funktion w. 


| Da uns nur das asymptotische Verhalten (gro8e r) interessiert, kénnen wir 
) wegen (85) statt (86) schreiben: 


G— v(r) u(r’) 


u(r) —> sin (zr —5) + tg 6, - cos (tr 3) ae (87) 
1 la 
cae 5, sin (i ik a a), 


1 , ; g U 
tg) = — > | u(r") V(r") Vise Jrsija (kr' dr’. (88) 


Mit diesem Ausdruck kénnen wir vorerst nichts anfangen, da die unbekannte 
Funktion u, unter dem Integralzeichen steht. SCHWINGER et al. haben nun 
gezeigt (33), daB man fiir 6, ein Variationsprinzip aufstellen kann. In 


k tg 6. = —f dr f(r) y(r) (88’) 
6 
ist die unbekannte Funktion y(r) als Lésung der Integralgleichung (86) 


y(r) = f(r) + fdr K(r, 1’) y(r’) (86’) 
0 
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bestimmt. Wir integrieren nun (86’) nach Multiplikation mit y(r) 
“is r) dr =u (r) f(r) dr + fdr [dr y(r) K(r, 1’) y(r’). (89) 
Cunt. 6 


Wenn nun y(r) eine Lésung der Integralgleichung (86’) ist, dann muB gelten 


6o 


[yr) dr — fdr fdr’ y(r) K(r, 7’) yr’) = f y(r) f(r) dr. (90) 
0 0 0 0 


Wenn wir nun im Sinne der Variationsrechnung y(r) durch eine ,,benach- 
barte“ Funktion y(r) + 6(r) ersetzen, so gilt fiir die Anderung der beiden 
Integrale in (90) 


bh, =2 [dr dy(r)|y — far k (r, r’)y(r | 6 bd. = farout f(r). (91) 
0 


Wenn nun y(r) die Integralgleichung (86’) erfillt, gilt nicht nur J, = J, (90), 
sondern auch 6J, = 26J3. 

Durch Kombination gewinnt man (32) daraus sofort zwei Variationsprinzipe 
zur Auffindung von y(r): 


6(J, —2J,) = 0 0) (3) = 0 oder 


J, — 2d, = fare |y 


r) — 2f(r) far Ke, ‘y()| =—ktgd, (92) 
0 
[ (dr — far fdr’ y(n Ke, r’)y(r’) ; 
F ee, ae g ; = 7 Oo8 6;. (93) 
| / aryintte) 
0 


Hierbei haben wir die Extremwerte dieser Ausdriicke, die sie fiir die richtige 
Loésung y(r) annehmen, bereits hingeschrieben. 
Wir haben also 


k cotg 6; = (94) 


co co 
e 


al dr=V (r) uj (r) + fafacgy V(r) u(r) Gy (r, 7 cps 52 V(r’ )uy(r’) 


0 
7c V5 r Jisie ( kr) — VC) u(r) 


Damit sind wir in ae Lage, bereits mit einer Naherungslésung fiir uw, einen 
brauchbaren Wert fiir 6, zu erhalten. Bei Variationsproblemen auBern sich 
ja geringe Fehler in der verwendete Kigenfunktion nicht merklich im Wert 
des Extremums. Sei w, bis auf Fehler in der GréBenordnung k? bekannt, 
dann wird cotg 6, nur Fehler von noch hoherer Ordnung enthalten. Zu den 


2 


Uber einige Methoden zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes 389 


‘}Integralen in (94) tragen nun nur diejenigen Gebiete wesentlich bei, in denen 
) V(r) wesentliche Werte annimmt. Dort ist aber V(r) groB gegen die kinetische 


Energie _ V(r) >. Fir nicht. zu groBe k2, also fir nicht zu groBe kine- 


itische Energien wird sich also eine Lésung, die man fir k? = 0 erhalt, nur 
©wenig von einer Lésung fiir k? + 0 unterscheiden. Man wird also eine Lésung 
ifir k? = 0 aufsuchen — z. B. durch Integration von (64) — und dann mit 
_§dieser Lésung in (94) eingehen. Man erhilt so (32, 33) eine fiir nicht zu groBe 
@Energien (also 1 =: 0) giltige Potenzentwicklung 


kcotg dy = — = + 5 ry kt + O(k4). (95) 


i Die vernachlassigten Glieder O(k*) entsprechen hierbei Korrekturen von der- 
lt selben GréBenordnung wie die Beriicksichtigung von / = 1. In dieser Nahe- 
} rung k6énnen wir also die Wirkung des Kernkraftpotentials durch zwei Kon- 
§ stante beschreiben: 


a die Streulinge von FERMI (34) 
1) die effektive Reichweite. 


ii Diese Konstanten lassen sich durch wu, ausdriicken (32, 33) 


Be a) Mo ta 
ji 


) wobei die Streulange durch das asymptotische Verhalten [V(r) = 0] der 
) Loésung k? = 0 definiert ist 


Uy > 1 —= fiir groBe r: V(r) = 0. (97) 
‘ql Eine geometrische Deutung dieser Groen findet man bei FERMI (35), auf 


) den Zusammenhang mit der Methode der Partialwellen hat SEXL (36) hinge- 


tg Od) = — ka (98) 


4 und damit aus (63) den Wirkungsquerschnitt fiir verschwindende Energie 
oY 9) Cro, = 4002. (99) 
' Fiir etwas gréBere Werte ergibt sich 

oO (100) 


i » 4x 4x a? 
| ~ (1 + cotg? dy) 1+ Ba(a—n) 


Um diese Formel mit experimentellen Daten besser vergleichen zu konnen, 
wird oft an Stelle der Streulinge a die Bindungsnergie e oder die charakteri- 
stische Deuteronlange LZ 


= 4,318): 10°12 cm (101) - 
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eingefiihrt (37). Da nach (33) &? proportional der Energie ist und da Bindungs- 


energien negativ sind, wird fiir das Deuteron k? < 0, und zwar gilt k? = —1/L?, 
so daB wegen cotg 6) = — 7 sich schlieBlich ergibt (37) 
¢= oid (102) 


i 
(8 + Lt) [1 —(r/L) + (+ 1) 


1 
mit sss 0 45 4 tee: (103) 


Aus Formel (102) kann man verschiedene, fiir die Theorie der Kernkrafte 
wichtige Schliisse ziehen (8). Um noch weitergehende Schliisse tiber die Kern- 
krafte gewinnen zu konnen, werden ahnliche’ Uberlegungen auch auf die 
Streuung langsamer Neutronen an molekularem Wasserstoff angewandt; 
auch beziiglich dieser .,koharenten Streuung“ miissen wir auf die Literatur 
verweisen (38). 

Abanderungen und Erweiterungen dieser Variationsverfahren wurden von 
verschiedenen Autoren gegeben (39); wir verweisen insbesondere noch auf 
HULTHEN (40) und GOLDBERGER (41). HULTHEN schreibt ein Variations- 
prinzip an, in welches die Phasen direkt eingehen. Durch Versuchsfunktionen 
im Sinne des Ritzschen Verfahrens wird das Variationsproblem auf ein 
Extremalproblem zurickgefihrt [vg]. (40) insbes. die Arbeit von HULTHEN 
1944 und HULTHEN und SKAVLEM). GOLDBERGER geht urspriinglich von der 
S-Matrix (,,collision matrix“*) aus und gelangt von dieser zu einem Variations- 
problem. 

Bis etwa 10 MeV hinauf gibt die ,, shape independent approximation“ von der 
Form des Potentials unabhingige Aussagen: die Wirkung des Potentials wird 
durch die beiden Konstanten a und 7, hinreichend beschrieben (42). 


§ 6. Austauschkriifte, CouLoMB-Streuung 


Bei unseren bisherigen Rechnungen war stillschweigend angenommen worden, 
da8B das Potential V(r) ein zentrales Kernkraftpotential mit keinerlei Aus- 
tauschcharakter ist. In Wirklichkeit besitzt jedoch das in (23) stehende 
Potential Austauschcharakter, ist nicht zentral und enthilt bei der Proton- 
Proton-Streuung noch das COULOMB-Potential. Wir miissen uns daher iiber- 
legen, welche Abinderungen der bisherigen Formeln diese Eigenschaften des 
Kernkraftpotentials hervorrufen. 

Zentrale Austauschkrafte, die wir als erstes besprechen wollen, kann man auf 
zwei Arten beschreiben: Phinomenologisch und im Sinne der Mesonen- 
theorie der Kernkrafte. Da‘es tiber beide Gebiete sehr gute Berichte gibt (43), 
k6nnen wir uns kurz fassen. 

Der allgemeinste phinomenologische Ansatz fiir Zentralkrafte lautet 


Vir) + p(t) (gw Pw + gu Pu + gn Pa + 9aPs)J(r)y= PJI(r)p. (104) 


Wegen des PAULI-Prinzipes hat P die Eigenwerte + 1, so daB zwischen den 
- Kopplungskonstanten eine lineare Beziehung bestehen muB, z. B. gy = 1 
ea 9 Wars 9H en 9B 
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Name der 


i Darstellung in der 
|) Austauschkraft Wirkung des Operators § 


Mesonentheorie 


1 


1 +> 5g 
{ Ortstausch. . . a Nae ae een bh + 9199) (Lt) 
tgleichzeitiger 

* Ladungs- und 

ink / Spintausch) . . | Py y(r, 9) = y(r, a — PB) 

i,t oaltei 1 ++ 

He aren Pew, N= Seta) Py =—5 (1 + 4%) 

ta é f 4é 

Winn) @Hartlettkraft 1 rere 

i wv Spintausch . , Pegy(r, 8) = + (7, 9) Pg= x(t + 0403) 


, Die 0,0, bzw. 7,7, sind die skalaren Produkte der Matrixvektoren (a, o(), 
A 7000) (o@, o®, o) usw. und stellen, da das Kroneckerprodukt von z. B. 
155) eine Pierrelhige Matrix ist, vierreihige Matrizen mit den bekannten 


tl {Bigenwerten: —3 bei Antisymmetrie und +1, +1, +1, bei Symmetrie 
‘§(gleiche Ladung bzw. gleicher Spin), dar. 
‘/Bekanntlich kann man vermittels der neuen Definitionen 


ul dns 1 1 1 1 
nat Gi ee ig pe eo Be 9 = Ca 
2 4 Z 2 4 (105) 
mn L 1 a I pir .. 
re Es, Jn-— % Im = Cx — Gm = Cor 
) (104) umschreiben in die Seat ang ae Form 
| +> +> 
P=C+ Cg (0,0) Eee es 7) ee Sor (0102) (T Te) (106) 


‘) Geht man mit (104) ein in (36), so erhalt man [SEXL (/5)] nach einigen ele- 
} mentaren Zwischenrechnungen fiir einen Ansatz (41) (52) 


Gi (r) + (w — aU Bet a C= ee . ; 


[gw + gu (—1)) + (—1) gn + 93] 
| (bzw. L-statt J, da (107) sich auf zwei Teilchen bezieht), wobei 


a + fiir parallele ‘ Triplett 
(fa rN Th. xe 
Hi — fir antiparallele Spins: demNableanen Singulett 


; gilt; analog ist in der Mesonentheorie 
Oa. 2) fo— ez + (eo — Cor) (42 —1) + {(—4 42) cor — 2c,} (—1),]. (108) 
Da / die Quantenzahl des Bahnimpulses ist, hat also wegen cos (x — #) 


= —cos %, P,; (—cos #) = (— 1)! P; (cos #) der Austauschcharakter eine 
Abhangigkeit der Kraft vom Bahndrehimpuls zur Folge. 
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Die Zwei-Nukleonenzustande lassen sich (unter Einschlu8 der Tensorkraft §,,. 
auf die wir spater noch ausfihrlich zuriickkommen, die wir aber der Voll 
stindigkeit halber schon jetzt anfihren) wie folgt klassifizieren (44) (Blatt) | 


1. Proton- Proton Singulett-Strewung 


+> >> : 
Sele ae 0,0, = — 3 Sig = 0 in allen Singulettzustanden 
Zustander 2S, 2D)... 4 L: gerade 


In der pseudoskalaren symmetrischen Mesonentheorie ist das Potential 
zweiter Naherung — zumindest fiir groBe Entfernungen — anziehendi 
(MOORHOUSE, (43)] 1V ger. < 0. 

Wegen des PAULI-Prinzips verboten: 'P, 1F,... ) 
Bei Tensorkraft wegen S,, = 0 gilt J = L (s. spater). 


2. Neutron-Proton Singulett-Streuung 


>> >> 
TT, eee —3 019% —— —3 Sis — 0 


Zusténde: 18,1P,1D,3F... 


Pseudoskalare symmetrische Theorie ! Vung. = —3 1 V ger. > 0. Bei Tensorkraft: 
J = L (J Quantenzahl des Gesamtdralls). 


3. Neutron-Proton Triplett-Streuung, Deuteron 
+> +> 


TT, = 3 0,92 = + 1 See = 0 

Zustande: 38,?P,3D.... 

Pseudoskalare symmetrische Theorie *V ger, = packs 1Vung. + Tensor < 0. 

Tensorkopplung (Streuung) Paritat 

MW) ak L=J+1 Bo ungerade allein 
C9 te | 58 gerade unmdoglich 

(Triplett!) 

iat le f= Fite 1 38, + 3D, gerade gekoppelt 
ea been SP} ungerade allein 

5 ae"4 = hs Trt all 3P, + 3F,ungerade gekoppelt 
pe Laie SD. gerade allein 


4. Proton- Proton Triplett-Strewung 


>> >> . 
Ty To == + 1 O7 Oo — + 1 Si == 0 
Zustande: °P, °F L: ungerade 


Pseudoskalare symmetrische Theorie : 3 Vung, = 91Vung, + Tensor > 0. Wegen 
des PAULI-Prinzips verboten: 3S, °D, ?G@ .. ., Tensorkopplung analog zu 3. 
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“9 Der Operator S,, (s. spiter) koppelt immer zwei Zustaénde mit gleichem J 
iund gleicher Paritat; darauf gehen wir spiter ein. 

‘| Da wir im Triplett und im Singulett nach (107) verschiedene Krafte hatten, 
® werden der Triplett- und der Singulett-Wirkungsquerschnitt extra berechnet 
§ nach (61). Da im Triplett drei verschiedene Einstellungen des Gesamtspins 1 
i} moglich sind (+ 1, 0, —1), ergibt sich unter Beriicksichtigung der ,, Gewichte‘‘ 
fiir den Wirkungsquerschnitt spinabhangiger Krafte 


1 

Ons qt Osing. + ~ Otripl.- (109) 
“© Um die Phasen dieser beiden Zustinde zu unterscheiden, schreibt man bei- 
] spielsweise 7,, 73, 61, 6° oder 16, 36 u. a. fiir die Singulett- bzw. Triplett- 
i phasen. 

’ Nun miissen wir noch beachten, da8 neben dem Spinaustausch, der durch die 
# separate Berechnung von Singulett- und Triplett-Wirkungsquerschnitt 
1 beriicksichtigt wird, noch ein Ladungsaustausch stattfinden kann, bei dem 
/ Neutronen und Protonen ineinander verwandelt werden. Wenn wir mit f;(?) 
« bzw. f;(0) die Streuamplituden bezeichnen, die sich nach (60) aus den Singu- 
9 lett- bzw. Triplettphasen berechnen lassen, dann wird gelten: 


\ 1. Proton-Proton Singulett 


Erfolgt kein Ladungstausch, dann sind gestreute Teilchen (Protonen) und 
) streuende Teilchen (Protonen), die einen Riicksto® unter «2 — % erleiden, 
% nicht voneinander zu unterscheiden, und die beiden Wellen interferieren mit- 
einander [SEXL (15)]. Die Gesamtamplitude ist dann die Summe beider 
| 
i 


Amplituden, und es gilt 
Opp sing. = |fe(P) + fala — ¥)|*. (110) 


Ein Ladungstausch zwischen zwei Protonen ist wegen der gleichartigen 
| Ladung nicht moglich bzw. eben unbemerkbar. 


Wegen P, (cos ( — 8)) = (— 1)! P, (cos 8) (110°) 


fallen in (110) die ungeraden Kugelfunktionen heraus, es verbleiben — 
wegen der in (110) steckenden, auf Grund des PAULI-Prinzips zu fordernden 
Symmetrisierung der Wellenfunktion —nur 1S,1D und die Streuwirkungsquer- 
schnitte fiir Protonen werden um # = 90° symmetrisch (Singulett). 


2. Neutron-Proton Singulett 


Sei die Amplitude der ohne Austauschkrafte (ohne Ladungstausch) gestreuten 
Neutronen /f,(#), dann wiirde — also fiir eine WIGNER-BARTLETT-Kraft — 
der Wirkungsquerschnitt durch | f,(#)|? gegeben sein, da ja ohne Ladungs- 
tausch die Neutronen von den Protonen leicht zu unterscheiden sind. 

Tritt jedoch nur Ladungsaustausch ein, dann werden samtliche Neutronen 
(Protonen) zu Protonen (Neutronen), und man hat daher, um die Zahl der 
bei # gestreuten Teilchen zu erhalten, bei 2 — @ zu messen, und es gilt fiir 
reine Austauschkrafte : 


Onp sing. "fel — 0) |?. (111) 
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Treten Ladungsaustausch- und -nichtaustauschkrafte auf, dann kommt es 
auf das Verhdltnis beider an (44). In den ladungssymmetrischen Mesonen- 
theorien beispielsweise enthalt 

>> 

Tyg PDEA Or male oe 
Austauschkrafte zu 2/, (erste beiden Terme, Austausch + geladener Mesonen) 
und Nichtaustauschkrafte zu 1/, (letztes Glied, Austausch neutraler Mesonen), 


or Osp sine. = |fe(®) — 2h. (2 — 9), (1h 


wobei das —-Zeichen von der ungeraden Paritaét (Raumteil der Wellen- 
funktion antisymmetrisch) herrihrt. 


3. Neutron- Proton Triplett 


' Da wir Tensorkrafte noch auBer acht lassen, gilt ganz analog wie im Singulett 
fir ladungssymmetrische Theorien 


Onp trip. = |fe(P) + 2fe(a — B)|?, (113) 


wobei das +-Zeichen von der nun geraden Paritat herrihrt. 


4. Proton-Proton Triplett 


Analog zum Singulett gilt unter Vernachlassigung der Tensorkrafte infolge 
Interferenz 
Opp trip. = |ft(9) — fila — ¥)|?, (114) 

wobei das —-Zeichen wieder von der nun ungeraden Paritat herriihrt. 
In (114) fallen die Beitrige der geraden Kugelfunktionen heraus, so da8 nur 
3P, ?F usw. vorkommen, was nun (wegen der ungeraden Paritaét) abermals 
Symmetrie um 90° bewirkt. 
Infolge des PAULI-Prinzips sind also Proton-Proton-Streuwirkungsquer- 
schnitte immer um 90° symmetrisch, was die Messungen bestatigen. 
Dem PAULI-Prinzip kann man iibrigens die Form geben (45) 

| iene (115) 
wobei 


R= (—1), S => (1 + o,0,) = Pa, P= = (1 + 4%) =— Py. (116) 


ro| 


Sind die Partikel identisch, dann gilt natiirlich 7 = 1. 
Zwischen Protonen wirken nun neben den Kernkraften noch abstoBende 


» 


Coulombkrafte. Wir betrachten zunachst reine Coulombkrafte, V(r) = g 


und verweisen bezitiglich der klassischen Behandlung der Coulombstreuung 
nach RUTHERFORD und DARWIN auf die Literatur, insbes. auf die klaren 
Darlegungen bei SEXL (15). Das wellenmechanische Problem fithrt zur SEXL- 
MoTtTschen Streuformel (46); es kann, ausgehend von (35), naimlich 


472m 
Ay+Ry= ety (116) 
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“uf zwei verschiedene Arten gelést werden [SEXL (15)]: 


‘tL. Mit Hilfe parabolischer Koordinaten, 
2. mit Hilfe von Kugelkoordinaten. 


iMan erhalt fiir die Radialteile von y die LAPLACEsche (konfluente) bzw. die 
(WHITTAKERsche Differentialgleichung und daraus zunichst fir spinlose, 
i #unterscheidbare Teilchen das klassische Ergebnis, namlich die RUTHERFORD- 
i) DARWINsche Streuformel. 

@Fir gleichartige Teilchen treten nun Abweichungen von der klassischen 
‘“pTheorie auf; es gentigt nicht mehr, wie es DARWIN tat (47), m, = m, zu 
Jsetzen und die einen RiickstoB erleidenden gestoBenen Teilchen einfach mit- 
izuzahlen, sondern man muB beachten, daB® in der Wellenmechanik nun die 
/Wahrscheinlichkeitswellen interferieren kénnen, so daB man nicht die Streu- 
lintensitaten f/2(#), sondern die Wellenamplituden /(#) zu addieren hatte: 

ki | feesamt (9) |? = |f(0) + f(a — B)/?. (117) 
} Nun sind aber zwei zusammenstoBende Protonen nicht immer vollig gleich- 
J artig, da sie einen Spin besitzen und da die Spins gelegentlich zueinander 
} antiparallel stehen. Da das Coulombpotential spinunabhingig ist, gilt fiir 
i Singulett und Triplett (116), und die gesamte Eigenfunktion ist einfach das 
? Produkt der Ortsfunktion y mit einer nur von den beiden Nukleonenspins 
j abhangigen Spineigenfunktion y(s,, s,). Gilt fiir die beiden Teilchen die 
) Bosestatistik, dann muB also yy symmetrisch sein; fiir Protonen gilt aber 
“| die FERMI-Statistik, und yy mu8 antisymmetrisch sein (PAULI-Prinzip). 
) Wir haben also statt (117): 


fanti (0) = f(P) — f(x — B) 
faymm (0) = {(d) ft f(a —?) 


’ 


(118) 


'@ fir die Ortsfunktion y. 
+ Streuprobleme stellen keine abgeschlossenen Systeme dar, sondern aperio- 

| dische Systeme mit entarteten Eigenfunktionen: symmetrische und anti- 
‘f metrische Lésungen y unterscheiden sich durch keine endlichen Energie- 
| differenzen. Man kann daher fiir jeden beliebigen Energiewert symmetrische 
} und antisymmetrische Eigenfunktionen yp bilden. Nur in der Gesamtfunktion 
\ yy unterscheiden sich die beiden Teilchenarten. Fir die Spineigenfunktionen 


gett Asymm = Z1 (81) X2(S2) + 1 ($2) Zo (81) 

Yanti = 71 (1) %2 (82) — Xa (82) Xa (So) ; 
hierbei sind s, und s, die Spins der beiden Teilchen. Ist s; = s, = s (gleich- 
artige Teilchen), damn gibt es fiir ein Teilchen (2s + 1) Spineinstellungen (48) 
und insgesamt somit (2s + 1)? Kombinationen. Von diesen sind nun die 
2s + 1 Kombinationen, in denen beide Teilchen die gleiche Spineinstellung 
haben, symmetrisch, und die (2s + 1)? — (2s + 1) = 2s(2s + 1) restlichen 
Kombinationen sind antisymmetrisch und symmetrisch zu gleichen Teilen. 
Es gilt also: 


(119) 


size 1), furs = Singulett 1 antimetrische (120) 


to| a to| — 


(s+ 1) (28+ 1), firs = Triplett 3 symmetrische (121) 
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Spineigenfunktionen. Die symmetrischen bzw. antimetrischen Zustande 
besitzen daher fiir Fermionen das statistische Gewicht 


Spineigenfunktionen 
= 2 + a firs —1/, Triplett /, (symm.) 
i (122) | 
Gy = aa ; firs =1/, Singulett 4/,  (antim.), 


was in (109) bereits verwertet worden war. 

Fir die Proton-Proton-COULOMB-Streuung gilt daher insgesamt unter Be- 
riicksichtigung von (109), (122), (123), (110), (114) und von f.(9) = fr(9) 
(wegen Spinunabhingigkeit des COULOMB- Potentials) 


08) = 4 IF (8) +f la— OF + FM) —f@— He (124) 


und allgemein fiir Fermionen vom Spin s 


a (0) = Ge | feyinm (0) |? se Gs | fanti(#) i: : (125) 
Fir Bosonen gilt, da die Gesamtfunktion immer symmetrisch sein muB: 
a(#) = G's | fanti (#) = Ga | fanti (P) [ee (126) | 


Setzt man fir f(#) in (118) und (125) bzw. (126) den 9-Teil der Losung von 
(116), némlich [SEXL (/5), FLUGGE (8)] asymptotisch 


a et a log sin? 3/2 


Thi Py aaa ee 2 
(2) 2ksint a” 29 
2 Senin nZ! 2 
wobei ge pe caer hg vo a (128) 


2B , vh "wk 
m 


ist, ein, so erhdlt man die SEXL-MotTtTsche Streuformel (130). Wirde man 
f(@) in (22) einsetzen, so wiirde sich die RUTHERFORD-Formel ergeben. 

Fiir den Streuwinkel = 45° ergibt sich fiir das Verhaltnis R450 der Streu- 
intensitét zur klassischen Streuintensitit 


1 
vig) SE als 


Rigt piel (129) 


so dafi man durch Beobachtungen unter 45° Spin und Statistik der Teilchen 
bestimmen kann. Fiir s' = '/, und beliebige Winkel gilt [FLUGGE (8)] 


cos ig log tg? 0 
J e22 il 1 : ( 
a(0) = (Sr) eos 9 : hv (130) 


sint 9 cos! ? sin? ? cos? & 


Fir relativistische Energien erhaélt man naturgemaB andere Formeln (48, 49). 
(130) wurde im Energiebereich bis 100 keV experimentell gut bestatigt, ab 
etwa 0,5 MeV treten Abweichungen auf, die bei der Proton-Proton-Streuung 
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‘ton den Kernkraften herriihren. Unter etwa 0,3 MeV kann man daher bei der 
roton-Proton-Streuung die Kernkrafte vernachlassigen (50), tiber 100 MeV 
jann man umgekehrt die COULOMB-Streuung vernachlassigen (51); darauf 
ommen wir noch zuriick. 

‘\@Wir miissen nun die Wechselwirkung zwischen CouLOMB-Streuung und 
i<ernkraftstreuung besprechen (anomale Streuung). 

Hie der WHITTAKERschen Differentialgleichung gehorchenden Radialteile R 
‘fron y bei reiner COULOMB-Streuung haben [FLUGGE (8)] das asymptotische 
Verhalten 


1 
Ry(r) > ae sin (‘er —a log 2kr bay at +n) (131) 
i lwobei die COULOMB-Phasen 7, gegeben sind 
. Te (lL + 1 + ia) 
exp 21m, = iS ey RET ITE. (132) 


Das exakte Verhalten der R;(COULOMB-Funktionen) wird meist tabellenmaBig 
f2rfaBt (52). Da die logarithmischen Phasen ohne Einflu8 auf das asympto- 
jtische Verhalten sind, wird die reine COULOMB-Streuung durch die 7 be- 
f schrieben. Treten nun neben die COULOMB- Kraft noch die Kernkrafte, so mu 


461 Ll; 
By (r) > sin (tr —a log 2kr— Testi let %) (133) 
ijund weiter 
qe? alog sin® 3/2 1 


X (21 4. 1) ei (u ~ 1) (e2*%— 1) P; (cos 9), 
(134) 


2k sin? 9/2 Qik 


¢ wobei die 7, durch (132) bestimmt sind. Durch Quadrieren dieses Ausdruckes 
Jerhélt man gem&B (22) den Wirkungsquerschnitt fiir die Proton-Proton- 
/Streuung, hervorgerufen durch ein COULOMB- Potential und ein zentrales Kern- 


*beitrag nach wie vor symmetrisch um 90°. 

)Bei der Besprechung der COULOMB-Kernkraft-Wechselwirkung wurde bisher 
,timplizit angenommen, daB es sich um die Streuung verschiedenartiger 
¢Teilchen handle. Wenn wir nun speziell an die Proton-Proton-Streuung ° 
denken, so diirfen wir mit (127) nicht in (124) eingehen, da ja das Kernkraft- 
(( potential spinabhangig ist (Ladungstausch gibt es keinen bei der Proton- 
1 Proton-Wechselwirkung). 

Der Proton-Proton-Streuwirkungsquerschnitt fiir COULOMB- plus Austausch- 
i krafte ergibt sich demnach aus (109), (110), (114), wobei f,(@) und f(#) 
* gegeben sind durch (134), wenn man fiir 6, die Singulett- bzw. Triplett- 
| phasen 16,, 36, einsetzt. Diese Phasen bekommt man entweder durch ver- 
* schiedene Naherungsmethoden (8, 15) oder man verzichtet ganz auf. ihre 
| Berechnung und geht von (53) aus, wo U beide Potentiale (COULOMB-Kraft 
und Kernkraft) umfaBt, und berechnet den Wirkungsquerschnitt nach (61). 
wo die 7, dann Phasen fir beide Potentiale sind. Diese Méglichkeit [nume- 
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rische Integration von (53), Beachtung von (133)], wurde anscheinend bisher 
noch nicht ausgewertet. 

Bei der Proton-Proton-Streuung ergibt sich nimlich die folgende Schwierig- 
keit: Man kann zwar formal den Wirkungsquerschnitt hinschreiben (s. z. B. | 
SEXL (15), 8. 107], aber fiir die Proton-Proton-Streuung (Z = Z’ = 1) giltt 
nach (128) @ ~ 1 fir ibliche Geschwindigkeiten, sodaB man keine asym-- 
ptotischen Entwicklungen (133) verwenden kann und auf die COULOMB. - 
funktionen zuriickgreifen muB (SEXL). Nur wenn Z grof ist (Streuung von- - 
Protonen an Kernen), kann man asymptotische Entwicklungen verwenden. . 


Immerhin wird man.aber mit einer gewissen Vorsicht die Methode der Partial- - 
wellen auch zur Diskussion der Proton-Proton-Streuung heranziehen. Wenn | 
man insbesondere die Daten von 3 = 90° nimmt (da dann P, (cos ?) = cos 9} 
verschwindet], kann man sich auf / = 0 beschranken (SEXL). (D-Wellen | 
kommen erst bei recht hohen Energien ins Spiel.) FLUGGE (8) fiihrt ganz: 
allgemein fiir alle Streuwinkel unter Beschrankung auf / = 0 eine Diskussion | 
fiir maBige Energien durch [s. auch BLATT, JACKSON (40)]. Da fiir groBere 1! 
bei nicht zu hohen Energien der stoBenden Teilchen die Zentrifugalkraft : 
1d + 1) 


7 


eine gr6Bere Annadherung als 1/x verhindert, werden wir von den! 


Kernkraften nur S-Betrage zu erwarten haben. Dann gilt 
qe-?@ log sin’ 6/2 e2t% —_] 
peas) TEE 


Bis etwa 10—15 MeV kann man nun tatsachlich die MeBwerte durch (135), 
(110), (109) gut darstellen (SEXL, BLATT, JACKSON, FLUGGE). 

dp in (135) ist hierbei die 1S-Phase, da 38 verboten ist und °P (J = 1) noch 
nicht ins Spiel kommt. Ab 3 MeV lat der Einflu8 der CoULOMB-Streuung auf 
6, schon merklich nach (FLUGGE). 

Beschrankt man sich auf / = 0, dann ist es wieder wie bei der Neutron- 
Proton-Streuung zweckmaBig, die shape independent approximation zu ver- 
wenden (54). Wir verweisen diesbeziiglich auf die Literatur und méchten 
nur noch erwahnen, daB infolge des Fehlens des *S-Zustandes die Bestimmung 
von a und ry genauer ist als beim Neutron-Proton-Problem. Es gilt fiir das 
Singulett 


#(9) = (135) 


Proton- Proton Neutron-Proton 
a = — (7,67 + 0,05) 10-43 cm a = — (23,66 +-0,10) - 10-14% cm 
1 = (2,65 + 0,07) 10-13 cm fy == (2,004 Ua) 10-2? em 


und im Triplett (nur Neutron-Proton-Streuung) 
r, = 2(a, — L) = (1,72 + 0,04) - 10-43 cm 
a = + (5,38 + 0,03) - 10-13 em 
[nach (55)]. 
Fir héhere Energien bewahrt sich die BoRNsche Naherung fir die Proton- 


Proton-Streuung (56), und zwar ohne COULOMB-Kraft. Bei z. B. 30 MeV muB 
man zwar die COULOMB-Kraft noch bei allen Winkeln beriicksichtigen, aber die 
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‘mit 6) allein aus (576); itber 70 MeV kann aber die CoULOMB-Streuung im 
= Bereich 20° bis 160° bereits vernachlassigt werden, und bei 345 MeV hat die 
i}reine COULOMB-Streuung nur mehr unter 12° Einflu8; der EinfluB der Inter- 
iferenzterme reicht allerdings immer noch bis 25°. Bei diesen Energien muB 
§ man aber andererseits schon bald relativistische Effekte beriicksichtigen (58), 
tso daB man bei der Nukleon-Nukleon-Streuung dann mangels relativistischer 
? Zwei-Nukleon-Gleichungen einerseits und wegen des Ungiiltigkwerdens des 
) Potentialbegriffs andererseits kaum mehr die hier besprochenen Verfahren 
‘fanwenden kann. BLATT und BIEDENHARN (88) betonen z. B., daB man 
q schon bei 240 MeV, wo die relativistischen Korrekturen ca. 15° .ausmachen, 
| die Kernkrafte nicht mehr aus einem Potential ableiten kénne. 

Wir wollen schlieBlich nur noch auf einige spezielle Probleme und Methoden 
hinweisen. Die ,,effektive range‘‘-Theorie bei Protonen findet man in den 


| Spezialarbeiten behandelt (59); auch mit der Energieabhangigkeit der Phasen 
i und der Wirkungsquerschnitte beschaftigen sich mehrere Arbeiten (60). 


iat mehreren Autoren. ausgearbeitet (61); auch die Mehrfachstreuung und die 
/ Nukleonenpolarisation, ein mit den Tensorkraéften zusammenhingendes 
1 Problem, wurden eingehend behandelt (62). 
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Die physikalischhen Grundgedanken der Methode 


der Elementaranregungen’) 


(Das Mehrelektronenproblem in der Festk6rpertheorie) 
Von W. L. BONTSCH-BRUJEWITSCH 


$1. Einleitung: Die Schwierigkeiten der ,,Einelektronentheorie“ der Metalle : 


Die Untersuchung von Systemen, die aus einer groBen Anzahl wechselwir- 
kender Teilchen bestehen, nimmt in der modernen Physik der kondensierten 
Medien eine zentrale Stellung ein. Von besonderer Bedeutung ist sie in der | 
Theorie des metallischen Zustandes (ferner auch in der Theorie der Fliissig- 
keiten); aber auch schon in der Halbleitertheorie, wo man scheinbar die 
Wechselwirkung der Leitungselektronen wegen ihrer geringen Konzentration 
vernachliassigen kann, gibt es Probleme, bei denen diese Wechselwirkung 
unbedingt bericksichtigt werden mu8. Wir brauchen hier nur an folgende 
klassische Uberlegung zu erinnern: Beispielsweise ist infolge einer nicht dem 
Gleichgewicht entsprechenden Verteilung von Fremdatomen im Gitter die 
Elektronenkonzentration in diesem an den verschiedenen Orten ebenfalls 
verschieden, und es erfolgt eine Neuverteilung der Elektronen, bis die auf- 
tretende Raumladung ein Feld erzeugt hat, das eine weitere Wanderung von 
Elektronen verhindert. Derartige Uberlegungen werden in der Theorie der 
Oberflachenzustande, der Photospannung usw. fortwahrend angestellt; wie 
man sieht, beruhen sie auf dem Vorhandensein einer Wechselwirkung zwischen 
den Elektronen. Indessen ist eine exakte Lésung des quantenmechanischen 
(und ebenso auch des klassischen) Problems des Verhaltens eines Systems 
aus einer groBen Anzahl wechselwirkender Teilchen auSerordentlich schwierig. 
In dieser Arbeit wollen wir, ohne auf Einzelheiten der Rechnung einzugehen. 
das Wesen einer der Methoden zur angenaherten Lésung des Vielkérper- 
problems erlautern, die uns als die aussichtsreichste erscheint und die in 
letzter Zeit auch am intensivsten vorwiarts getrieben wurde. Unsere Dar- 
stellung erheht keinen Anspruch auf Vollstindigkeit; ihr Ziel besteht nur 
darin, auch den theoretisch weniger bewanderten Leser mit dem Wesent- 
lichen bekannt zu machen. 

Da das Hauptanwendungsgebiet der Lésungsmethoden des Mehrkérper- 
problems heutzutage die Festkérperphysik ist”), ist es angebracht, mit der Dar- 
1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 56, 55, 1955. 

*) Anm. d. dtsch. Red.: Neuerdings findet die Anwendung in der Kernphysik ebenfalls 


viel Interesse s. z. B. S. TomonaGa, Progr. theor. Phys. 18, 467, 1955 und die dort 
zitierten Arbeiten. 
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jegung einiger Schwierigkeiten der modernen Metalltheorie zu beginnen. Diese 
» st ohne Beriicksichtigung der starken Wechselwirkung zwischen den Elek- 
wronen bis in allerletzte Zeit fast ausschlieBlich als ,,Einelektronentheorie‘‘!) 
/ntwickelt worden, in der die Korrelation zwischen den Elektronen entweder 


idurch die sehr angeniherte Methode des ,,self consistent field‘‘ beriicksichtigt 
“wird. Trotzdem steht eine Reihe qualitativer Ergebnisse der , ,Einelektronen- 
itheorie“‘ (selbst in ihrer primitivsten Form) in guter Ubereinstimmung mit 
idem Experiment. Hierher gehért beispielsweise die Temperaturabhangigkeit 
ider elektrischen Leitfaihigkeit und des Elektronenanteils der Warmeleitfahig- 
ikeit der Metalle, die Theorie des Paramagnetismus der Alkalimetalle usw. 
Dieser Umstand erscheint auf den ersten Blick paradox: eine physika- 
lisch unzulangliche Theorie fiihrt zu richtigen Ergebnissen. Die Aufgabe der 
® Metalltheorie besteht jedoch (2) in erster Linie darin, die Ursachen fiir dieses 
/4 Paradoxon aufzukliren?). Wir weisen allerdings darauf hin, daB die Erfolge 
9 des Kinelektronenmodells nicht tiberschaitzt werden diirfen (eine solche Uber- 
\f) schatzung der Bandertheorie der Metalle wird in einer Reihe von Arbeiten 
 zweifellos vorgenommen ®*); besonders kennzeichnend in dieser Hinsicht sind 


} die oben zitierten Biicher von MOTT und JONES und SEITZ‘). 


# theorie keine Erklarung (hierzu gehort offenbar beispielsweise die. Supraleit- 
% fahigkeit), andere Erscheinungen werden unseres Erachtens nur rein formal 
‘7 erklart. Das deutlichste Beispiel fiir eine solche formale Erklarung finden wir 
f vielleicht in der Theorie der magnetischen Eigenschaften der Metalle bei 
9) tiefen Temperaturen. Bekanntlich zeigt die magnetische Suszeptibilitat einer 
 Reihe von Metallen bei tiefen Temperaturen eine periodische Abhangigkeit 


/ 1) Kine Ausnahme bildet nur die Theorie des Ferromagnetismus, in der die Notwendig- 
» keit einer ,,Mehrelektronen‘‘-Behandlung schon seit langem als wesentlich bekannt ist. 
2) Kin Versuch, das Problem auf ganz einfache Weise zu lésen, indem man die Wechsel- 
wirkungsenergie der Elektronen als klein gegeniiber ihrer kinetischen Energie ansieht, 
ist unzulainglich. In der Tat wird die FERM!-Energie fiir das Elektronengas bekanntlich 
durch die Formel 


Ey = (322)'/s 42n"/s/2m 


gegeben, wobei 7 die Anzahl der Elektronen in der Volumeinheit ist; m ist die Masse 
des Elektrons. Der mittlere Wert der CouLomBschen Wechselwirkungsenergie ist 
dagegen offenbar von der GréBenordnung 


e2 nis, 


Das Verhiltnis dieser Energien ist gré8enordnungsmaBig 4 - 107n-"/s, was bei plau- 
siblen Werten von n (etwa 1072 cm-’) die GréRenordnung Kins hat. Dieser Umstand 
nimmt, wie uns scheint, schon der Vorstellung einer ,,FERMI-Kugel‘ fir die Elek- 
tronen im Metall ihren Sinn. 

3) Die Bandertheorie der Metalle ist in Arbeiten sowjetischer Autoren vielfach einer 
berechtigten Kritik unterzogen worden (2—6). 

4) Anm. d. dtsch. Red.: S. a. S. W. WonssowskI, Fortschr. d. Phys. 1, 239, 1953, 
sowie 1, 555, 1953 und 2, 67, 1954. 
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von der magnetischen Feldstirke H. Qualitativ wird dieser Effekt von der 
Einelektronentheorie scheinbar ausgezeichnet erklairt (7—9): diese liefert 
tatsachlich die geforderte periodische Abhangigkeit. Bei einer bestimmten 
Wahl der Parameter, die in der theoretischen Formel auftreten (effektive 
Masse!) und Leitungselektronenkonzentration), erhaélt man in den meisten 
Fallen auch eine quantitative Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experi- 
ment. Eine aufmerksamere Erérterung des Problems (10) zeigt jedoch, daf 
diese Erklarung in gewissem Mafe hinfallig ist. Man erhalt namlich fir die 
Parameter, die in der theoretischen Formel auftreten, unwahrscheinlich 
geringe (mit den Daten anderer Messungen nicht tibereinstimmende) Werte. . 
So ergibt sich beispielsweise beim Zink fiir die Elektronenzahl pro Atom ein | 
Wert von etwa 0,8 -10-®, der, wie in (17) festgestellt wird, nur ein Tau- 
sendstel des Wertes ausmacht, der zur Erklarung der experimentell beob- 
achteten Werte fiir den Elektronenanteil der spezifischen Warme dieses . 
Metalls erforderlich ist. Ahnlich liegen die Dinge auch fiir andere Metalle 
(Beryllium und Wismut). Es zeigt sich also, daB die Einelektronentheorie 
nur die qualitativen Ziige der Abhangigkeit richtig wiedergibt, dagegen 
der quantitativen Seite des Problems durchaus nicht gerecht wird. Die 
Form der Kurven y(H) wird nun aber in betrichtlichem Umfang ausschlieB- 
lich durch die statistischen Eigenschaften des Systems bestimmt. Die 
konkreten Werte der Parameter, die von der Natur des Systems abhéngen 
(zum Beispiel Massen, Ladungen und Teilchenkonzentrationen), gehen nur 
in den Ma8stab der Kurve ein. 

Im Zusammenhang damit miissen wir feststellen, daB beispielsweise auch zur 
Gewinnung eines qualitativen Bildes der Temperaturabhangigkeit des 
Elektronenanteils der spezifischen Wairme nur eine Kenntnis der Statistik 
der Elektronen notwendig ist; in gleicher Weise bestimmen auch lediglich 
die statistischen Eigenschaften der Elektronen und der thermischen Schwin- 
gungen des Gitters die Form der Temperaturabhangigkeit der elektrischen 
Leitfahigkeit fiir das betreffende Metall. 

In der Einelektronentheorie erhalt man also bei weitem nicht alle Bezie- 
hungen in zutreffender Form, sondern nur diejenigen, die im wesentlichen 
auf den statistischen Eigenschaften des Systems beruhen, vor allem 
darauf, da die Elektronen der FERMI-Statistik gehorchen; die Gesetzmafig- 
keiten, in die die konkrete Form des Energiespektrums und die konkreten 
Werte der hierfiir wesentlichen Parameter eingehen, kann die Einelektronen- 
theorie der Metalle in der Regel nicht wiedergeben. 

Zur Aufklarung des oben erwahnten Paradoxons sowie auch zur Verfolgung 
der noch ungelosten Probleme der Metalltheorie ist also ein Mehrelektronen- 
verfahren notwendig. Wir werden so auf das Problem gefiihrt, die Eigen- 
schaften eines Systems einer groBen Anzahl in starker Wechselwirkung 
stehender Teilchen zu untersuchen. 


*) Richtiger wire es zu sagen ,,die effektiven Massen‘‘, denn infolge der Anisotropie der 
Kristallgitter der betrachteten Metalle werden die Elektronen in ihnen nicht durch eine, 
sondern durch drei effektive Massen (entsprechend den drei Hauptachsen des Kristalls) 
gekennzeichnet. (Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. hierzu die Situation beim Ge: B. Lax und 
Mitarbeiter, Physica 20, 818, 1954 sowie andere Beitrige in dem zitierten Heft.) 
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§2. Die Hypothese der ,,Elementaranregungen“ 


wie Schwierigkeiten bei der Lésung des aufgeworfenen Problems liegen in 

Folgendem: 

‘1h) Die Wellengleichung fiir ein System vieler (etwa 108) wechselwirkender 
MWeilchen ist auSerordentlich kompliziert; ihre exakte Lisung ist mit den 

‘WMitteln der heutigen Mathematik, selbst mit Hilfe von Rechenmaschinen, 

“Gxaum moglich. 

‘b) Auch wenn es gelinge, die méglichen Energieterme des betrachteten Viel- 


a orpersystems genau zu bestimmen, hatte man zur Auffindung einer Reihe 


i 


=. beobachtbarer GroBen (der eReau sete Warme, der ma- 


VARA HE (2,1) 


jzu berechnen (£, sind die moglichen Energieterme, numeriert durch den_ 
Index n). In der Tat kann man, wenn man Z kennt, bekanntlich die freie 
ade und damit auch alle soe ip cay hamischen Egenschathon des eo 


i Produkt von’ Faktoren dsestelibar ist, bei denen jeder nur von recon 
‘8 Variablen abhangt]. 

i Die genannten Schwierigkeiten sind sehr ernster Natur, und beidem heutigen 
#8 Stand der Mathematik hat es kaum Sinn, ihre direkte Losung in Angriff 
zu nehmen. Aus einer Betrachtung des Ausdrucks fiir die Zustandssumme 
4 (2,1) geht jedoch hervor, da8 praktisch diese Aufgabenstellung auch nicht 
§ verbindlich ist. In der Tat spielen in (2,1) nur diejenigen Energieterme eine 
i merkliche Rolle, die hinreichend nahe am Grundzustand liegen. Man kann 
| sich also auf die Untersuchung dieser ,,schwach angeregten‘‘ Zustéinde des 
| Systems beschrainken. Dieser Umstand wird, wie wir sehen werden, das Pro- 
f blem auBerordentlich vereinfachen. 

/ In gewissen konkreten Fallen ist das Problem der schwach angeregten Zu- 
} stinde eines Vielteilchensystems schon lange geloést. Wir erwahnen hier nur 
) zwei bekannte Beispiele und untersuchen sie (rein qualitativ) in der Absicht, 
| einige Besonderheiten im Verhalten dieser Systeme herauszuarbeiten, die, wie 
sich spater zeigen wird, sehr allgemeinen Charakter haben. 


A. Schwingungen des Kristallgitters 


Die Frage nach den thermischen Schwingungen eines Kristallgitters ist das 
historisch erste Beispiel fiir die Untersuchung des kollektiven Verhaltens 
vieler wechselwirkender Teilchen. Energetisch am giinstigsten ist hier offen- 
bar der Zustand ,,volliger Ordnung‘‘, in dem alle Atome (oder Ionen) des 
Gitters gleichmaBig und periodisch im Raum verteilt sind’). Eine Anregung 
des Systems besteht im Auftreten kleiner Schwingungen der Atome um ihre 


1) Wir diskutieren hier der Form nach rein ,,klassisch‘‘ und sehen vom Vorhandensein 
von Nullpunktschwingungen ab, die fiir unsere Uberlegungen unwesentlich sind. 


412 W. L. BontscH-BRUJEWITSCH 


Gleichgewichtslagen, die riumliche Verteilung der Atome wird hierbei natir- 
lich etwas unregelmaBig. Mit anderen Worten: die Anregung des Systems: 
besteht im gegebenen Fall im Auftreten gewisser ,,besonderer Zustande*,’ 
d. h. lokaler Dichtedénderungen; diese bleiben nicht an ihrem Ort, sondern: 
kénnen sich wellenformig tiber das ganze Gitter ausbreiten (ein Spezialfali 
dieser Wellen sind die tiblichen Schallschwingungen). 

Bei kleinen Amplituden (im Vergleich zu den Atomabstianden; dies ist die 
Bedingung fir die ,,Kleinheit der Anregung‘‘) gilt fiir elastische Wellen das 
Superpositionsprinzip, d. h. sie breiten sich unabhangig voneinander aus, 
und die Energie des Systems setzt sich additiv aus den Energien der Einzel- 
wellen zusammen. 

Bei einer quantenmechanischen Behandlung des Problems (72—14) kann man 
diesen Wellen natiirlich diskrete Gebilde, nimlich Schallquanten (Phononen) 
zuordnen!). Eine Wechselwirkung zwischen diesen Schallquanten ist nicht ; 
vorhanden, soweit fiir die entsprechenden Wellen das Superpositionsprinzip 
gilt (,,harmonische Naherung‘‘). 

Vom energetischen Standpunkt aus kann man also den schwach angeregten | 
Zustand eines Kristallgitters als ,,ideales Gas‘‘ gewisser ,, Quasiteilchen“, 
der Schallquanten auffassen. Wir heben hervor, da8 diese ,, Quasiteilchen“ 
nichts mit den Atomen zu tun haben, aus denen das gegebene System besteht, 
sondern da sie nur den korpuskularen Aspekt der kollektiven Schwin- 
gungsbewegung dieser Atome darstellen. 

Der Zustand eines Schallquants (in einem einfachen Gitter) wird durch seine Po- 
larisation (longitudinale oder transversale Welle) und die drei Komponenten 
eines Vektors (der in vieler Beziehung dem Impuls entspricht) gegeben; diese 
bestimmen die Energie. Da grundsatzlich die méglichen Werte fiir die Schall- 
intensitaét im Gitter nicht beschrankt sind?), kann sich in einem Zustand eine 
beliebige Anzahl von ,,Quasiteilchen“ befinden; diese gehorchen also der 
BosE-EINSTEIN-Statistik (unabhangig vom Typ der Statistik, dem die 
Gitteratome selbst gehorchen). Mit Hilfe der Schallquantenvorstellung. 
kann man bekanntlich die ganze Thermodynamik des Kristallgitters ent- 
wickeln und eine Reihe kinetischer Vorginge darin behandeln’®). 


B. Spinwellen in einem Ferromagnetikum 


Das zweite Beispiel, das wir betrachten wollen, bezieht sich auf die sechwach 
angeregten Zustande eines Ferromagnetikums. Der Grundzustand eines Ferro- 


') Die Schallquantenvorstellung wurde von TAMM (12) eingefiihrt. [Anm. d. dtsch. Red.: 
Wir weisen noch auf die grundlegende Arbeit von DERYE (Ann. d. Physik 89, 789, 1912) 
sowie auf die Quantisierung der Gitterschwingungen durch BLocu (Z. Physik 52, 555, 
1929) hin. Neuere Darstellungen: M. Born und K. Huanc, Dynamical Theory of 
Crystal Lattices, Cambridge 1954 und G. LEIBFRIED, Handb. d. Physik 7, 1955.] 

*) Natiirlich kann man bei sehr groBer Intensitaét der Schallwellen diese nicht mehr 
als unabhangig betrachten. Dieser Umstand ist jedoch fiir unsere Betrachtungen un- 
wesentlich (schon deshalb, weil die entsprechenden Intensititen weitaus gréfer sind 
als die, bei denen der BosEsche Charakter der Schallquantenstatistik zur Geltung 
kommt). 


°) Anm. d. dtsch. Red.: z. B. die Warmeleitung; vgl. G. Le1Brriep, Handb. d. 
Physik 7, 1955. 
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a agnetikums entspricht bekanntlich (15)!) dem Zustand der ,,vollstandigen 
ilagnetisierung‘‘, in dem die magnetischen Momente simtlicher Gitteratome 
tp gleicher Weise orientiert sind”) (die Spins simtlicher ,,magnetischen‘ Elek- 
onen®) haben die gleiche Komponente i in bezug auf eine beliebige Achse). 
Die Anregung des Systems besteht in einer Anderung der Richtungen der 
‘a nagnetischen Momente einiger Atome (in einer Spinumkehr eines Teils der 
& smagnetischen” Elektronen), d.h. wie im ersten Beispiel, im Auftreten 
fewisser besonderer Zustinde (im vorliegenden Fall der Spins der einen 
Richtung in dem ,,Medium“ der Spins entgegengesetzter Richtung); auch 
sliese besonderen Zustande konnen sich wellenformig iiber das ganze Kristall- 
jitter ausbreiten. 

cn der Tat ist wegen der physikalischen Gleichwertigkeit der verschiedenen 
ai aitterpunkte offensichtlich, daB ein Zustand mit einem ,,umgeklappten‘‘ Spin 
‘thicht bei einem bestimmten Atom bleiben kann4), sondern infolge der Wechsel- 
virkung der Elektronen durch das Gitter wandern wird. Im stationaren Fall 
ixann der ,,umgeklappte“‘ Spin mit gleicher Wahrscheinlichkeit bei jedem 
iGitteratom angetroffen werden (falls das Gitter einfach ist). Diesem Umstand 
itragt der Begriff der Spinwellen Rechnung. Solange die Anzahl der umge- 
‘klappten Spins klein gegen die Gesamtzahl der magnetischen Elektronen ist 
t Bedingung fiir die Kleinheit der Anregung) — solange also die Wahrschein- 
‘Nichkeit, sie im Gitter anzutreffen, klein ist —, kann man annehmen, da8 
edie Spinwellen sich unabhangig voneinander fortpflanzen; und da jede von 
fihnen durch eine bestimmte Energie gekennzeichnet wird. Die Energie des 
‘3 Elektronensystems setzt sich hierbei (bis auf eine unwesentliche additive 
‘Konstante) aus den Energien der einzelnen Spinwellen zusammen. Natiirlich 
kann man auch diesen Spinwellen gewisse ,,Quasiteilchen“ zuordnen (sie 
‘werden gelegentlich als ,,Ferromagnonen“ bezeichnet, da sie fiir die Ferro- 
Smagnetika charakteristisch sind), und wir kommen, wie beim ersten Beispiel, 
‘zur Vorstellung eines idealen Gases gewisser ,, Quasiteilchen‘‘, die die schwach 
fangeregten Zustinde des Systems stark wechselwirkender Teilchen dar- 
4 stellen (im gegebenen Fall des Systems der Elektronen im Ferromagnetikum). 
) Wir heben nochmals hervor, daB diese Quasiteilchen mit den Elektronen 
‘selbst nichts zu tun haben ); sie charakterisieren nur den korpuskularen 
* Aspekt ihrer kollektiven Bewegung. 


12) Anm. d. dtsch. Red.: R. BECKER und W. Dorie, Ferromagnetismus, Springer, 
) Berlin 1939; Ch. KitrEeL, Introduction to Solid State Physics, Capman & Hall, 
} London 1953. Eine Kritik an der Spinnwellentheorie bei J.C. SLATER. Electronie 
) Structure of Solids III, Technical Report Nr. 6, Cambr., Mass. 1955. 

| *) Bei der Beriicksichtigung der schwachen magnetischen Wechselwirkung der Elek- 
» tronen bedarf diese Behauptung einer gewissen Prazisierung, was jedoch an unseren 
Uberlegungen nichts Wesentliches andert. 

| 3) Als magnetisch bezeichnen wir hier die Elektronen, deren Spins (in Abwesenheit eines 
Magnetfeldes) sich in beliebiger Richtung orientieren kénnen (also beispielsweise die 
Elektronen in unabgeschlossenen Atomschalen). 

4) Es ist hier nur die Rede von einem idealen Gitter, das keine Strukturfehlstellen 
enthalt, welche die Translationsinvarianz des Systems stéren. 

5) Im Zusammenhang damit weisen wir darauf hin, daB die Spinwellen bekanntlich (15) 
| (Anm. d. dtsch. Red.: im Rahmen der BLocHschen Naherung) ebenfalls der BosE- 
' Statistik gehorchen (und nicht der FERMI-Statistik wie die Elektronen). 


414 W. L. BontscH-BRUJEWITSCH 


Die Vorstellung der Spinwellen war auf erst fruchtbar fir die Theorie des 
Ferromagnetismus, gestattet sie doch eine theoretische Ableitung der 
Abhangigkeit der spontanen Magnetisierung in der Nahe der Sattigung von 
der Temperatur (/6) und de: auBeren Feldstirke (17), ferner den Aufbau 
einer Quantentheorie der magnetischen Anisotropie (18) und der Magneto- 
striktion (19). 

Wie wir sehen, lat sich in beiden betrachteten Fallen die Energie 
schwach angeregter Zustande des Systems als Summe der Energien unab- 
hangiger ,, Quasiteilchen“ darstellen, und die Untersuchung der Eigenschaften 
des Systems in diesen Zusténden reduziert sich auf die Untersuchung des 
Verhaltens eines ,,Gases‘‘ dieser Quasiteilchen (d. h. auf ein gut bekanntes 
und ohne Schwierigkeiten lésbares Problem). Da die Systeme, die wir be- - 
trachtet haben, physikalisch sehr verschieden sind, hat man Grund zu der 
Annahme, daB diese Sachlage auch fiir ein beliebiges Quantensystem vieler 
wechselwirkender Teilchen charakteristisch ist. 

Die Anregung des Systems la8t sich auf das Auftreten irgendwelcher beson- - 
derer Zustande, der ,,Elementaranregungen“, zuriickfiihren, die sich infolge : 
der Translationsinvarianz wellenfoérmig durch das System ausbreiten; 
schwach angeregte Zustande eines beliebigen Quantensystems vieler wechsel- 
wirkender Teilchen lassen sich als ideales Gas gewisser Quasiteilchen dar- 
stellen, die diesen Wellen zugeordnet sind‘). 

Die méglichen Energiewerte der Quasiteilchen, ihre Drehimpulse und andere 
Hilfsgr6Ben sowie auch die Statistik, der die Elementaranregungen gehor- 
chen, kennzeichnen die schwach angeregten Zustande des Systems voll- 
standig. (Je nach der Statistik der Elementaranregungen spricht man von 
einem Spektrum vom FERMIschen bzw. vom BosEschen Typ (14) und ver- 
wendet manchmal auch die Ausdriicke ,,FERMIscher‘‘ und ,,BosEscher 
Ast“‘.) Die Quasiteilchen, von denen die Rede ist, habenim allgemeinen nichts 
mit den Teilchen zu tun, aus denen das angegebene System besteht; sie 
stellen nur eine bestimmte Seite ihrer kollektiven Bewegung dar?)). 
Offensichtlich lost die Vorstellung der Elementaranregungen auf einen Schlag 
beide oben erwahnten Schwierigkeiten der Mehrkorpertheorie. In der Tat: 
falls die Energiewerte, die schwach angeregten Zustiénden des Systems ent- 
sprechen, in der Form 


E ae e(k) n(k) (2,2) 


1) Soweit uns bekannt ist, wurde dieser Gedanke zum erstenmal von LANDAU aus- 
gesprochen. In den letzten Jahren war er Gegenstand von Untersuchungen von BoGo- 
LJUBOW, WONSSOWSKI und einer Reihe anderer sowjetischer Physiker. (Anm. d. dtsch. 
Red.: Vgl. auch W. L. GinsBurG, Fortschr. d. Phys. 1, 101, Kap. 4, 1953.) 

2) Aus dem Gesagten geht hervor, da8 es beispielsweise véllig sinnlos wire, zu ver- 
suchen, die Quasiteilchen (beispielsweise die Schallquanten) ,,in einen Kasten zu 
sperren‘‘. Sie existieren nur so lange, wie das System wechselwirkender Teilchen exi- 
stiert, das die durch den Begriff der Quasiteilchen beschriebene kollektive Bewegung 
ausfiihrt; bei einer Zerstérung des Systems (beispielsweise bei einer Verdampfung des 
Kristalls) verschwinden natiirlich auch die entsprechenden Elementaranregungen. 

*) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. jedoch die Rechnung von BocorjuBow fiir ein BosE-Gas 
mit schwacher Wechselwirkung (21). 
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»argestellt werden kénnen, wobei n(&) die Anzahl der Elementaranregungen 
, t, die durch einen Satz von ,,Quantenzahlen“ k gekennzeichnet werden 
»vtwa durch Impuls, Spin usw.), reduziert sich das Problem auf die Berech- 
jung der Energie eines Quasiteilchens ¢(&). Man kann annehmen, daB dies 
Beeoutend einfacher ist als die Losung des Mehrkorperproblems in seiner 


as Energiespektrum der Elementaranregungen erfolgreich berechnen. Ver- 
‘ehiedene schwach angeregte Zustiinde des Systems entsprechen dann offen- 
yar verschiedenen Satzen von Zahlen n(k), d. h. verschiedenen Verteilungen 
ver Elementaranregungen auf ihre Quantenzustinde. 

7 Weiterhin verliert auch die Frage nach der Zustandssumme in diesem Fall 
, are Schwierigkeit, denn wir haben es hier mit einem idealen Gas zu tun, fiir 
aj jas die Gleichgewichtsverteilung der Teilchen auf die Energiewerte langst 
wi vekannt ist. 

‘IhchlieBlich gestattet offenbar die Vorstellung der Elementanregungen ohne 
Sesondere Mithe auch Nichtgleichgewichtsprobleme zu behandeln. In der 
fat kann man, da den Quasiteilchen bestimmte Energiewerte sowie auch 
, Hestimmte Werte von Ladung, Impuls usw. entsprechen, von einem Transport 
, ler entsprechenden Gr6Ben reden. Das Problem der Transportphénomene 
on kondensierten Medien reduziert sich also auf die entsprechenden Probleme. 
ler kinetischen Theorie der idealen Gase!). Beispielsweise laBt sich die Behand- 
jung der Warmeleitfahigkeit durch das Gitter selbst auf die Untersuchung 
“des Energietransports durch die Schallquanten zuriickfiihren. Die Frage nach 
‘Her Einstellung eines statistischen Gleichgewichts im System laBt sich eben- 
“Walls ohne besondere Schwierigkeit mit der Methode der Elementaranregungen 
‘Hehandeln. Zu diesem Zweck hat man nur (als nichste Naherung) eine 
schwache Wechselwirkung zwischen den Quasiteilchen einzufiihren, die zur 
PEinstellung einer FERMI- oder BOSE-Gleichgewichtsverteilung der Quasiteil- 
@hen auf ihre Zustinde fiihrt. In der Tat lit sich vom Standpunkt der Vor- 
“Tstellung der Elementaranregungen die Einstellung des thermodynamischen 
d Gleichgewichts in einem System vieler wechselwirkender Tcilchen auf die 
“i instellung einer Gleichgewichtsverteilung im Gas der Quasiteilchen zurtick- 


‘uhren. 


und Nichtgleichgewichtsprobleme gewidmet waren. Unter diesen Arbeiten ist 
*besonders die Theorie des superfluiden Heliums IT hervorzuheben (20—24), 
§die LANDAU urspriinglich ausschlieBlich auf Grund der Vorstellung der 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Diese halbklassische Methode ist natiirlich nur eine Nahe- 
‘rung. Ein erster Ansatz zu einer konsequenten quantenmechanischen Rechnung 
z. B. bei H. Mort, Progr. Theor. Phys. 9, 473, 1953. 

i, 2) Diese Untersuchungen sollen hier nicht im einzelnen erértert werden, da in der 
i} Literatur ein eingehender Bericht (65) vorhanden ist, auf den wir den Leser verweisen. 
)(Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. auch den Bericht von FEyMAN in ,,Progress in Low 
‘Temperature Physics‘‘, North-Holland Publ. Co 1955, sowie F. Lonpon, Super- 
‘fluids II, J. Witey, New York 1954.) 
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schwach wechselwirkender BosE-Teilchen theoretisch berechnet wurde. 
erfuhren diese Vorstellungen eine mikroskopische Begriindung. Ein Beispie 
fiir die erfolgreiche Anwendung der Methode der Elementaranregungen ist 
auch die von POMERANTSCHUK (25) entwickelte Theorie der Warmeleitung 
paramagnetischer Dielektrika. In diesen Substanzen gibt es spezifische An 
regungen, die auf dem Vorhandensein einer Austauschwechselwirkung den 
Elektronen der paramagnetischen Atome beruhen. Ahnlich wie bei eine 
Ferromagnetikum kann sich der angeregte Zustand des Systems in diese 
Fall vom Grundzustand durch eine andere Verteilung der magnetische 
Momente unterscheiden (der Unterschied gegentiber dem ferromagnetische 
Fall besteht darin, daB hier der Grundzustand nicht der volligen Magneti-: 
sierung entspricht; die genaue Verteilung der magnetischen Momente i 
Grundzustand eines Paramagnetikums ohne auBeres Feld anzugeben, ist 
schwierig; fiir unsere Zwecke geniigt es jedoch, zu wissen, da eine solche: 
Verteilung existiert). Natiirlich bleiben die Abweichungen von der Grund-. 
verteilung der magnetischen Momente nicht bei bestimmten Atomen lokali-. 
siert, sondern breiten sich infolge der Wechselwirkung der Elektronen unter-: 
einander wellenférmig tiber das ganze Gitter aus. Diese Elementaranregungen: 
bezeichnet man als ,,Magnonen“. (Fiir schwach angeregte Zustande, in denen: 
die Anzahl] der Magnonen klein gegentiber der Gesamtzahl der Atome im: 
Gitter ist, kann man ihre Wechselwirkungsenergie vernachlassigen, und somit 
ist die Anregungsenergie die Summe der Energien der einzelnen Magnonen.}. 
Die Magnonen (die offenbar der FERMI-Statistik gehorchen) treten mit den! 
Schallquanten in Wechselwirkung und beeinflussen deren freie Weglange,. 
nehmen aber auch selbst am Warmetransport teil. Wie in (25) gezeigt wird, 
fihrt dies zu charakteristischen Besonderheiten in der Temperaturabhangig- 
keit der Warmeleitfahigkeit x bei tiefen Temperaturen (diese Abhangigkeit 
wird nichtmonoton). 

Dariiber hinaus hat sich die Methode der Elementaranregungen bei der 
Untersuchung der Annaherung an den Gleichgewichtszustand in Ferro- und 
Paramagnetika bewahrt (26, 27). Sie wurde auch bei dem Versuch zum Aufbau 
einer Mehrelektronentheorie der Metalle und Halbleiter herangezogen, 
wovon im nachsten Paragraphen noch die Rede sein wird. 

Wir erwahnen schlieBlich, daf auch in allen tibrigen Fallen die konsequente 
(wenn auch nur angeniherte) Behandlung des Mehrkérperproblems ,,ganz 
von selbst“ auf die Vorstellung der Elementaranregungen fihrt. So liegen 
die Dinge zum Beispiel in der Theorie des Antiferromagnetismus, die auf 
Grund einer etwas verallgemeinerten Spinwellenvorstellung entwickelt 
wurde (28—31); die schwach angeregten Zustande von Molekilkristallen 
lassen sich ebenfalls mit Hilfe der Excitonenvorstellung beschreiben (32—35) ; 
es handelt sich hier um ,, Quasiteilchen‘‘, deren Bewegung die Wanderung 
der Anregungsenergie (die beispielsweise aus dcm Licht stammt) von einem 
Gitterpunkt zum anderen kennzeichnet. 

Diese Excitonenvorstellung kann man zwanglos auch auf den Fall eines 
beliebigen homéopolaren Kristalls titbertragen. Hat eines der Gitteratome auf 
irgendeine Weise einen EnergietiberschuB erhalten, so mu8 infolge der inter- 
atomaren Wechselwirkung diese Energie an andere Atome weitergegeben 
werden (letzten Endes wird sic sich im Mittel gleichmaBig auf diese verteilen). 
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Die wellenformige Wanderung des Anregungszustandes kann man als 
Bewegung eines Quasiteilchens, des Excitons, auffassen!). 

SchlieBlich wird die Vorstellung der Elementaranregungeni in groBem Umfang 
such in der iblichen Halbleitertheorie angewendet [siche zum Beispiel (36)?]. 
‘n der Tat sind die »,L6cher“* in Halbleitern typische Quasiteilchen, die 
wZustiinde beschreiben, in denen gewisse Atome einen unvollstandigen 
“lektronenbestand haben. (Dieses Beispiel veranschaulicht besonders gut den 
“evesentlich ,,kollektiven“’ Charakter der Elementaranregungen und die 


‘eitern zweifeln, ebenso wie auch niemand daran denkt, sie in einem Gefa8 


au sammeln.) 
"Wir wenden uns nunmehr wieder der Betrachtung der oben erwahnten 


: ‘dSchwierigkeiten der Metalltheorie zu. Wie man oe einsieht, lassen sie sich 
Ugaeh 


eS . =” 


: | ena von SOMMERFELD und BLOCH als Elektron bezeichnet weit: ist 
in Wirklichkeit kein Elektron, sondern ein Quasiteilchen; das Elektronengas 
‘#ler primitiven Metalltheorie ist in Wirklichkeit ein Gas von Elementar- 
“lanregungen des Mehrelektronensystems, das der FERMI-Statistik geniigt. 
In diesem Sinne kann man sagen, da8 man in der Metalltheorie stets die 
Sprache der Elementaranregungen benutzt hat, allerdings ohne sich dessen 
rbbewuBt zu werden. Es kann deshalb nicht Wunder nehmen, daf die Gesetz- 
fl niBigkeiten, die im wesentlichen allein auf der Statistik beruhen, durch die 
‘Einelektronentheorie richtig wiedergegeben werden (sie hingen namlich 
(nicht von deren vereinfachenden Voraussetzungen ab); ebenso wird ver- 


“i)Wir miissen jedoch hervorheben, daB unsere Ausfiihrungen in keiner Weise 

tals endgiilltige Lésung der Schwierigkeiten der gegenwirtigen Metalltheorie 
i Be tendon werden diirfen. Wir haben hier nur einen moglichen Weg zur 
dOsung angedeutet, und zwar, wie uns scheint, einen richtigen und aussichts- 


‘)2) In etwas anderer Form la&t sich die Excitonenvorstellung auch auf den Fall der 
MTonenkristalle tibertragen. Die Behandlung dieser Frage geh6ért jedoch nicht in unseren 
/»Problemkreis. (Anm. d. dtsch. Red.: F. Seitz, Modern Theory of Solids, Mc GRAw- 
HILL, New York 1940, J. C. SLATER, Zitat S. 413, Anm.?).) 
2) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. W. SHOCKLEY, Electrons and Holes in Semiconductors, 
van Nostrand, New York 1953; E. SpENKE, Elektronische Halbleiter, Springer, 
| Berlin 1955. 
i’) Aus dem Gesagten geht hervor, wie fruchtlos die Versuche zu einer quantitativen 
| Prazision und Verbesserung der Methoden der Einelektronentheorie bleiben miissen, 
‘die immer noch in einzelnen Arbeiten unternommen werden. Diese Versuche sind 
4 allerdings vollig ,,unschadlich“‘, da sie den FERMIschen Charakter des Spektrums 
| nicht abindern; sie sind aber pach ebenso nutzlos. 
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reichen Weg, der aber noch nicht zu Ende verfolgt worden ist. Um die obeng 
vorgeschlagene Lésung des Problems als befriedigend ansehen zu kénnen, ists 
es in erster Linie notwendig, zu beweisen, daB die Energie des Blektronaies 
systems im Metall sich tatsichlich in der Form (2,2) darstellen la8t. Ferner, 
ist die Form der Funktion ¢(k) sowie die Statistik der Elementaranregungen zum 
ermitteln!). Hierbei mu8 man natiirlich kliren, welche Anregungen in demu 
betreffenden System méglich sind (offenbar gibt es fiir ein gegebenes Systema 
im allgemeinen nicht alle Typen von Elementaranregungen; Spinwellens 
z. B. treten in Ferromagnetika auf, in einem Metall etwa vom Typ des 
Berylliums dagegen offenbar nicht). Mit anderen Worten: es erhebt sich das, 
Problem, Methoden zur Untersuchung der Spektren der Elementaranre-; 
gungen zu entwickeln. Wir méchten die Wichtigkeit dieses Problems be- 
sonders unterstreichen. Die Leichtigkeit des Operierens mit Elementar-’ 
anregungen (sobald ihre Statistik und die Form der Funktion ¢(k) bekannt; 
sind) verfiihrt leicht zu dem Gedanken, man-konnte nun ganz einfach den! 
experimentellen Daten ohne entsprechende theoretische Begriindung irgend-. 
ein Anregungsspektrum zuordnen. Dadurch wiirde aber ein Verstandnis und: 
eine Erklarung der Erscheinungen nur vorgetauscht, und die Vorstellung der: 
Elementaranregungen wiirde Sinn und Bedeutung verlieren?”). 

Aus dem Gesagten geht hervor, wie wichtig das Problem der tatsichlichiga 
Bestimmung der schwach angeregten Zustinde eines Systems vieler wechsel- 
wirkender Teilchen ist. Im folgenden Paragraphen werden die gegenwartigen. 
Vorstellungen tiber das Spektrum der Elementaranregungen des Elektronen-. 
systems im Festk6rper untersucht. 


§3. Die Elementaranregungen und die Elektronentheorie 
des Festkérpers 


Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, wird sich eine Reihe von 
Schwierigkeiten der Elektronentheorie der Metalle aller Wahrscheinlichkeit 
nach lésen lassen, wenn es gelingt, die Energie der schwach angeregten 
Zustande eines Vielelektronensystems durch eine Gesamtheit von Elementar- 


1) Im folgenden werden wir sehen, daB das Spektrum in der Regel gemischt ist, daf 
also sowohl Anregungen vom FERMIschen als auch vom BoskEschen Typ vorhanden 
sind. 

*) Das Gesagte 14Bt sich nicht umkehren. Wir sind natiirlich nicht etwa gegen eine Be- 
stimmung der effektiven Masse der Quasiteilchen aus experimentellen Daten, sofern 
bewiesen ist, daB in dem gegebenen System tatsichlich Anregungen des betreffenden 
Typs auftreten kénnen. GleichermafBen ist das sehr wichtige ,,Umkehrproblem“ der 
Theorie der Elementaranregungen anzuerkennen, nimlich die Bestimmung der Form 
des Spektrums aus experimentellen Daten [sehr wesentliche Ergebnisse in dieser 
Richtung haben LirscHIz und seine Mitarbeiter (66—67) erzielt]. Wir wollen nur 
Einspruch gegen mégliche Versuche erheben, einfach die Existenz irgendeines Spek- 
trums zu postulieren, ohne naher zu untersuchen, ob es wirklich méglich ist. Wir miissen 
darauf hinweisen, da in allen oben zitierten Arbeiten dieser Fehler nicht gemacht 
wird; die Form der Elementaranregungen wird entweder auf Grund unmittelbarer 
Rechnungen oder mit Hilfe theoretischer Uberlegungen von qualitativem Charakter 
festgestellt. 
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Oe suke darzustellen. Wir miissen nur beachten, da8 in Substanzen, die 
metallische Eigenschaften besitzen, einige (wenn nicht sogar alle) Anre- 
}gungen durch zwei Eigenschaften charakterisiert werden: 


A) ihre Bildung mu8B ohne Aufwendung einer endlichen Energiemenge még- 
‘lich sein. 


1) Andernfalls wiirde namlich die Anzahl der Elementaranregungen des betref- 
™@fenden Typs (d.h. die Anzahl der Stromtrager) bei tiefen Temperaturen 
, # exponentiell mit abnehmender Temperatur sinken, was einen entsprechenden 
9 Verlauf der elektrischen Leitfahigkeit zur Folge hatte. In Wirklichkeit ist 
3 dies offenbar nicht der Fall (allerdings ist das experimentelle Problem der 
“@ Temperaturabhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit von Metallen bei 
"' tiefen Temperaturen bis heute noch nicht vollig geklart!). AuBerdem miissen 
@ unserer Ansicht nach die Elementaranregungen eines Vielelektronensystems, 
fi wie es fir den metallischen Zustand der Materie kennzeichnend ist, der 
“t FERMI-Statistik gentigen?). In der Tat wei8 man aus dem Experiment, daB 
“9 der Elektronenanteil der spezifischen Warme eines Metalls linear von der 
*g/ Temperatur abhingt. Diese Abhingigkeit ergibt sich leicht auch theoretisch, 
"falls die Elementaranregungen des Vielektronensystems ein entartetes 
_FERMI-Gas bilden; im Fall von Anregungen vom BosEschen Typ dagegen 
? kann sich eine solche Abhangigkeit nur unter speziellen Voraussetzungen 
i hinsichtlich der Dichte der Energieterme ergeben. In der Tat wird die Gesamt- 
Energie # eines Gases von Elementaranregungen durch die bekannte Be- 
} ziehung®) 


co 


wy €0(e) de (3,1) 


€min 

 wiedergegeben. 

Hierbei ist 4 das chemische Potential, e die Energie einer einzelnen An- 
? regung, o(e) de die Anzahl der Zustande im Energieintervall (e,e + de); 
‘lf die Vorzeichen + und — entsprechen der FERMI- bzw. der BosE-Statistik. 


‘~ 1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. z. B. Progress in Metal Physics 8, 66, 1952 (Pergamon 
Press, London 1952). 

2) Das bedeutet nicht, daB es in Metallen keinen ,,BosEschen“ Ast des Anregungs- 
| spektrums gibt. Ein solcher ist zweifellos vorhanden (wenigstens in einigen Metallen). 
Wir wollen nur sagen, da8 offenbar auch ein ,, FERMIscher“‘ Ast des Energiespektrums 
*Y vorhanden sein muB. 

‘! 8) Gibt es mehrere Typen von Anregungen, so mu8 man eine Summe von Ausdriicken 
| vom Typ (3,1) bilden. Bei sehr groBen Werten e« wird die Vorstellung der Elementar- 
- anregungen selbst ungenau, aber dieses Gebiet leistet praktisch keinen Beitrag zum 
Integral. 
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Fiir ein entartetes FERMI-Gas ist « >0 und u/kT > 1; die asymptotische 
Entwicklung nach £7'/u liefert bekanntlich [siehe z. B. (14)]: 


bs 
zi 7) 
B~ | ee(e)de +7 eT? fou) +m he 


€min 


} (3,2) 
e=y 


woraus sich bei beliebiger Form von 0 (¢) eine lineare Temperaturabhangigkeit 
der spezifischen Warme ergibt. 

Fiir ein Gas, das der BosE-Statistik gehorcht, ist dagegen bekanntlich (14) 
das chemische Potential stets negativ (und seinem Absolutbetrage nach klein, 
falls das Gas entartet ist); eine Entwicklung vom Typ (3,2) ist also nicht 
angebracht, und die Temperaturabhangigkeit von H hangt von der konkreten 
Form der Funktion @(¢) ab?)?). 

In diesem Paragraphen werden wir versuchen, ohne auf die rechnerische 
Seite der Angelegenheit einzugehen, den heutigen Stand des Problems der | 
Elementaranregungen eines Vielelektronensystems in Metallen und Halb- 
leitern zu schildern. 

Kinige Anregungstypen kennen wir schon, namlich die im vorigen Para- 
graphen besprochenen Excitonen und Spinwellen. Es ist jedoch klar, daf 
sie fir ein Metall durchaus nicht charakteristisch sind. In der Tat ist ein Exciton 
ein neutrales Gebilde, zu dessen Bildung auBerdem noch ein endlicher Energie- 
aufwand erforderlich ist. Es hat folglich keine Beziehung zu der charakteri- 
stischsten Eigenschaft der Metalle, ihrer hohen elektrischen Leitfaihigkeit. 
Ebenso wird auch bei einer einfachen Verschiebung eines Zustandes mit 
, umgeklapptem‘‘ Spin (Spinwelle) keine elektrische Ladung im Gitter ver- 
schoben), da die mittlere Elektronenzahl jedes Einzelatoms konstant bleibt 
(37, 38). 

Das oben betrachtete Modell der Spinwellen [manchmal auch als ,, Austausch- 
modell‘‘ bezeichnet (15)] beschreibt also eigentlich kein Metall, sondern ein 
ferromagnetisches Dielektrikum. Das ist auch versténdlich, denn in der 
, Austauschtheorie‘ der Spinwellen ist eine sehr wichtige Eigenschaft des 
metallischen Zustandes der Materie nicht berticksichtigt, naimlich die Ver- 
schmierung*) eines Teils der Elektronen tiber simtliche Gitteratome (eben 
aus diesem Grunde erhalten die Elektronen die Moglichkeit, sich frei durch 
das Gitter zu bewegen und das zu bilden, was in der phinomenologischen 
Theorie der Elektrizitét als ,,freie Ladungen“ bezeichnet wird). Um die 
Theorie der Spinwellen zur Untersuchung ferromagnetischer Metalle an- 
wenden zu kénnen, muf man sie noch etwas verallgemeinern und die unver- 
meidliche Verschmierung wenigstens eines Teils der Elektronen tiber die Atome 
des Metalls beriicksichtigen. Eine solche Verallgemeinerung wurde in zwei 
Richtungen durchgefihrt. Erstens muB man beachten, daB in realen Metallen 


1) Hierbei ist gewohnlich die Funktion @(¢) so beschaffen, daB die spezifische Warme 
einer héheren als der ersten Potenz der Temperatur proportional ist und folglich bei 
tiefen Temperaturen sehr klein wird. So ist beispielsweise fiir Schallquanten in einem 
einfachen Gitter die spezifische Warme bekanntlich proportional 7°. 

) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. R. BECKER, Theorie der Warme, Kap. IV. Springer 1955. 
3) Vergleiche jedoch die FuBnote auf Seite 422. 

4) Anm. d. dtsch. Red.: Im Original ,, Vergesellschaftung“‘. 
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{fiir den Ferromagnetismus offenbar die Elektronen der nicht abgeschlossenen 


'd-Schalen verantwortlich sind, wihrend die Hauptrolle fiir die elektrische 


‘6 Leitfahigkeit offenbar die ,,peripheren“‘ Elektronen spielen, die (vor der 
* Bildung “des Kristallgitters des Metalls) den 4uBeren Atomschalen angehoren 
‘und nun tber sémtliche Metallatome verschmiert sind!). WONSSOWSKI 
% (39, 40) schlug vor, die d-Elektronen nach dem Vielelektronen-Austausch- 


‘4? modell zu behandeln und dabei nur zusitzlich ihre Austauschwechselwirkung 
‘“@ mit den ,,vergesellschafteten“ Elektronen zu beriicksichtigen; eine Wechsel- 


«) wirkung der letzteren untereinander soll nicht beriicksichtigt werden. Das 
t Energiespektrum des ganzen Systems besteht also aus zwei Asten, nimlich 
® der Gesamtheit der Spinwellen (Anregungen vom BoseEschen Typ) und der 


wt Summe der Energien der a4uBeren Elektronen (diese kénnen als Anregungen 
119) vom FERMIschen Typ betrachtet werden). Das Vorhandensein einer Wechsel- 


‘) wirkung zwischen den inneren und éuB8eren Elektronen kommt in einer 
/ Abhangigkeit der effektiven Masse der letzteren vom Gesamtspin der ersteren, 


d. h. von der Magnetisierung der Probe, zum Ausdruck. 


@ In diesem ,,s-d-Austauschmodell‘‘?) finden gleichzeitig die ferromagnetischen 


i} und die elektrischen Eigenschaften ihren Ausdruck, wobei (infolge der 
~& Beriicksichtigung der Austauschwechselwirkung zwischen den auBeren und 
‘) inneren Elektronen) auch ihre Wechselbeziehungen untersucht werden 


i konnen. Offenbar lést jedoch das s-d-Modell nicht das Gesamtproblem der 
> Bestimmung des Energiespektrums fiir das Elektronensystems im Metall, 
1) denn fiir eine Vernachlassigung der Wechselwirkung der ,,vergesellschafteten“‘ 


/f Elektronen untereinancer ist keine zureichende Begriindung vorhanden 


) [dieser Umstand wird auch in den Arbeiten (39, 20) selbst erwaihnt]. Aufer- 
' dem ist schon die Méglichkeit einer Trennung des einheitlichen Elektronen- 
| systems in zwei ,,Anteile“ (innere und du ere Elektronen) durchaus nicht 


offensichtlich; in einer genaueren Theorie muB man offenbar versuchen, ohne 
diese Modellvorstellungen auszukommen. 

Konsequenter im Hinblick auf die Beriicksichtigung der Wechselwirkung 
zwischen den Elektronen ist die zweite médgliche Verallgemeinerung der 
Theorie der Spinwellen, das sogenannte polare Modell (3, 4, 5, 28, 38, 41, 42). 
Nach diesem Modell sind im Grundzustand des Metalls die Elektronen im 
Mittel gleichmafig tiber alle Atome verteilt ; die Anregung des Systems besteht 
in einer Abweichung der Ladungsverteilung von der gleichmaBigen (genauer 
von der periodischen), anschaulich gesprochen also in einem.Ubergang eines 
Teils der Elektronen an ,,andere Atome‘‘, wodurch im Gitter eine gleiche 
Anzahl Atome mit tiberschtissigen und mit fehlenden Atomen entsteht (die 
entsprechenden Zustande der Atome werden als,,polare Zustande“ bezeichnet ; 
hiervon riihrt auch die Bezeichnung des Modells selbst). Infolge der Trans- 
lationsinvarianz sind natiirlich die polaren Zustande im Idealkristall nicht an 
irgendwelchen bestimmten Atomen lokalisiert, sondern kénnen mit gleicher 
Wabhrscheinlichkeit an jedem Gitterpunkt angetroffen werden. In der Aus- 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. auch S. W. WonssowskI (4) und Rev. Mod. Phys. 26, 
Heft 1, 1953. 

2) Die Bezeichnung beruht darauf, daB die auBeren Elektronen als urspriinglich (vor 
der Bildung des Metalls) zu s-Zustanden gehorig betrachtet werden. 
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drucksweise der Elementaranregungen entsprechen die polaren Zustande 
gewissen Quasiteilchen, nimlich ,,Paaren“ und ,,Léchern“, deren Bewegung 
die wellenformige Ausbreitung der Zustinde mit iiberschiissigen und feh- 
lenden Elektronen kennzeichnet+). Offenbar ist mit der Verschiebung eines 
Paares oder eines Loches ein Stromtransport verbunden. Anregungen dieser 
Art kénnen sowohl der FERMI- als auch der BosE-Statistik geniigen. Enthalt © 
beispielsweise im normalen Zustand das Atom in der Valenzschale eine 
ungerade Anzahl von Elektronen und tritt das iiberschiissige Elektron eben 
in dieser Schale auf, so besitzen die Paare und Locher ganzzahligen Spin und 
gehorchen infolgedessen der BoSE-Statistik. Andererseits kann es auch vor- 
kommen, da8 im Grundzustand des Atoms ein ganzzahliger Spin vorliegt; 
dann sind die Spins von Paar und Loch halbzahlig, und ihre Statistik ist die 
FERMI-Statistik. Der erste Fall wird in den oben zitierten Arbeiten von 
WoNnssowSKI behandelt, der zweite wurde (an dem Spezialfall eines Metalls 
vom Typ des Berylliums) in einer Arbeit des Verfassers (43) kurz diskutiert. 
In den Arbeiten (44) und (45) wurde das polare Modell zur Untersuchung der 
elektrischen Leitfaihigkeit eines Metalls und seiner magnetischen Eigen- 
schaften herangezogen. In Ubereinstimmung mit den Grundgedanken der 
Methode der Elementaranregungen wurde in beiden Fallen das Problem auf 
die Untersuchung der entsprechenden Eigenschaften eines idealen Gases von 
Quasiteilchen, nimlich Paaren und Loéchern zurickgefiihrt. Die Statistik, 
der die Elementaranregungen gehorchen, wird in der Arbeit (45) nicht niher 
festgelegt. In der Arbeit (44) ist die Rede von BosE-Anregungen. Dieser 
Umstand hat eine spezifische Temperaturabhangigkeit der elektrischen Leit- 
faihigkeit zur Folge: i 8 


C= op te 


wobei y und § Konstanten sind; diese Abhiangigkeit wird im Experi- 
ment bei tiefen Temperaturen fiir Metalle wie Caisium wu. &. auch beobachtet. 
Wesentlich ist, da8 man eine solche Abhangigkeit im Rahmen der Ein- 
elektronentheorie der Metalle nicht erhalten kann (1), da hier die entschei- 
dende Rolle gerade der Typ der Statistik spielt, der die Stromtrager gehorchen 
(in der EKinelektronentheorie sind die Stromtrager freie Elektronen, und die 
FERMI-Statistik liefert fiir sie das bekannte Gesetz 9 ~ T5). 

In der Arbeit (46) wurde die elektrische Leitfaihigkeit eines Metalls auf Grund 
einer etwas anderen Variante des polaren Modells untersucht; es wird ange- 
nommen, daf} im Grundzustand die Dichteverteilung der Elektronen maximal 
inhomogen ist (da fast alle Gitterpunkte entweder mit Paaren oder mit 
Léchern besetzt sind); eine Anregung des Systems soll auf einer Ver- 
ringerung der Inhomogenitaét in der Ladungsverteilung (einer teilweisen 
, Depolarisation’’ des Kristalls) beruhen, d.h. auf einer Verringerung der 
Anzahl von Paaren und Léchern. Die entsprechenden Elementaranre- 
gungen gehorchen ebenfalls der BOSE-Statistik, und die Temperaturabhangig- 


1) In einer von BOGULJUBOW und TJABLIKOW vorgeschlagenen mathematisch voll- 
standigeren Variante des polaren Modells werden die Paare und Locher nicht explizit 
eingefiihrt, sondern die Beriicksichtigung der polaren Zustinde laiuft darauf hinaus, daB 
die Spinwellen mit einem Transport von elektrischer Ladung verbunden sind. 
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eit der elektrischen Leitfahigkeit ergibt sich genau so wie in (45). Im wesent- 


“Sfichen wird in (46) das Metall als eine Art Ionenkristall betrachtet. Dieses 
Verfahren scheint uns nicht sehr tiberzeugend (es ist nicht klar, wie die 
Dinge mit der Beugung von Rontgenstrahlung stehen) ; der methodische Wert 
tler zitierten Arbeit ist jedoch iiber allen Zweifel erhaben. 

“Sie Erfolge des polaren Modells kénnen jedoch seine wesentlichen Mangel 
hicht ibertiinchen, die organisch schon mit seinen Ausgangsannahmen 
i erbunden sind. Aus dem oben Gesagten geht hervor, da8 das polare Modell 


j2ine groBe Anzahl Stromtrager enthalten. In der Tat beruht das Auftreten 
‘Gvon Stromtragern im polaren Modell notwendig auf einer Anregung des 
‘Systems (im Grundzustand sind keine Stromtriger vorhanden). In schwach 
Jangeregten Zustanden (auf die allein die Methode der Quasiteilchen anwend- 
‘bar ist) ist also die Anzahl der Stromtriager gering, und wir erhalten eine 
‘WSubstanz mit schlechter Leitfahigkeit. 

i@Dariiber hinaus ist in einigen Fallen zur Bildung von Paaren und Léchern 


o@ Spektrum) der Elektronenanteil der spezifischen Warme des Metalls verhalt. 
ij Auf ahnliche Schwierigkeiten stoBen wir auch bei der weiteren Verall- 
“@ gemeinerung des polaren Modells im sogenannten ,,polaren Excitonenmodell*‘ 
-( (5), in dem das Vorhandensein dreier Typen von Elementaranregungen, 
‘j namlich von Paaren, Léchern und Excitonen, beriicksichtigt wird. 

7 Anscheinend beschreibt das polare Excitonenmodell des Festkorpers in seiner 
® heutigen Form iiberhaupt kein Metall, sondern einen Halbleiter mit Atom- 
) gitter. Tatsachlich ist fiir Halbleiter die exponentielle Temperaturabhangigkeit 
6 der Anzahl der Stromtrager charakteristisch. Im Zusammenhang damit 
» weisen wir darauf hin, da% das polare Excitonenmodell des Kristalls auch 
% tatsichlich zur Untersuchung der magnetischen (47) und elektrischen (48) 
{ Eigenschaften von Halbleitern herangezogen worden ist. In der letzten Arbeit 
) wurde zum erstenmal eine Begriindung einer Reihe von Behauptungen der 
| iiblichen (auf der Einelektronenniherung beruhenden) Halbleitertheorie 
i mittels der Mehrelektronentheorie gegeben. Es wurde naimlich ein Atom- 
| kristall betrachtet, in dem die Paare und Locher des polaren Modells der 
' BoseE-Statistik gehorchen. Dabei wurde gezeigt, dafi das Verhalten dieser 
/ Anregungen dem entspricht, was wir von den iblichen Leitungselektronen 
! und Loéchern der Halbleitertheorie erwarten (das Energiespektrum hat 
| Bandercharakter, zur Bildung von Anregungen ist eine endliche Energie 
' erforderlich usw.). Von grundsitzlicher (und in einigen Fallen auch praktisch 
/ wesentlicher) Bedeutung ist jedoch der Unterschied im Typ der Statistik, der 
die Stromtrager nach der Ein- und der Mehrelektronentheorie gehorchen 
sollen. Im Gebiet der Entartung fihrt dieser Umstand natiirlich zu auBerst 
verschiedenen Voraussagen tiber die elektrischen und magnetischen Eigen- 
schaften des Halbleiters. Entsprechende experimentelle Untersuchungen 
waren von groBtem Wert fiir die Festkorpertheorie. Es ist jedoch zu beachten, 
daB in Halbleitern vom Typ des Germaniums oder des Siliziums das Spektrum 
der Paare und Locher des polaren Modells ein FERMI1-Spektrum ist. Dieser 
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Fall wurde in der Arbeit (68) behandelt. ErwartungsgemaB zeigte sich, dah 
sich in einem solchen Halbleiter die Paare ganz ahnlich wie die Leitungs- 
elektronen der Einelektronentheorie verhalten; hierauf beruhen auch die 
qualitativen Erfolge der letzteren (das gilt sowohl fir ein ideales Gitter als 
auch fiir ein Gitter mit Fehlstellen; in gewissem MaBe bleibt es auch beim 
Vorhandensein auBerer elektrischer und magnetischer Felder richtig). Wir: 
weisen jedoch darauf hin, da8 diese Begriindung sich in keiner Weise auf die 
Rechenmethoden der Einelektronentheorie bezieht. Simtliche Konstanten, 
die die Form des Energiespektrums kennzeichnen (Breite der verbotenen 
Zone, effektive Masse usw.), werden in der Vielelektronentheorie ganz anders 
berechnet als in der Einelektronentheorie. Eine Stiitze erhalten nur die» 
qualitativen Vorstellungen des Bandermodells') (die den Experimentator auch 
in erster Linie interessieren). 
Aus dem Gesagten folgt nicht, daB man auf die Vorstellungen eines polaren . 
Metallmodells iiberhaupt verzichten und ihre Anwendung auf Halbleiter ° 
beschrinken miBte. Offenbar kommen Anregungen der oben betrachteten 

Typen auch in Metallen vor, allerdings erschépfen sie deren Energiespektrum 

nicht”). Diese Anregungen bilden in ihrer Gesamtheit das, was man als 

,,Halbleiterspektrum‘‘ des Metalls bezeichnen kénnte. Sie sind gleicher- 

ma8en auch in Nichtmetallkristallen méglich und bilden also die gemeinsame 

Grundlage der Elektronen-Energiespektren aller Kristalle mit Atomgitter. 


In Metallen®) gibt es jedoch offenbar auch Anregungen anderer Art, zu deren 
Bildung keine endliche Energie erforderlich und die deshalb in groBer Anzahl 
auch bei tiefen Temperaturen vorhanden sind. (Wahrscheinlich gehorchen sie 
der FERMI-Statistik.) Das Problem der Untersuchung dieses spezifisch 
metallischen Astes des Energiespektrums ist zur Zeit noch offen (man trifft 
hier auf sehr ernste mathematische Schwierigkeiten). Somit ist auch schon die 
Untersuchung der einfachsten Falle von Spektren dieser Art von Bedeutung, 
z. B. von FERMI-Spektren ohne energetische Liicke, wobei schon im Grund- 
zustand Stromtrager im System enthalten sein miissen. Am leichtesten zu 
behandeln ist offenbar ein System schwach wechselwirkender Leitungs- 
elektronen in einem Kristall. In diesem Fall kann man zur Bestimmung des 
Energiespektrums die St6rungstheorie verwenden (der kleine Parameter ist 
hier das Verhaltnis der Leitungselektronenkonzentration zur Anzahl der 
Gitterpunkte in der Volumeneinheit‘)). Eine entsprechende Methode wurde 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Neuere quantitative Untersuchungen zum Bandermodell 
findet man z. B. in Physica 20, Heft 11, 1954 (Proceedings of the International 
Conference on Semiconductors, Amsterdam 29 June —3 July 1954). 

7) Im Zusammenhang hiermit kann man darauf hinweisen, da& die bisher vorgeschla- 
genen Methoden zur Berechnung der Spektren der Elementaranregungen praktisch 
kein vollstandiges System von Eigenfunktionen des HAMILTON-Operators des Mehr- 
elektronenproblems liefern. 

3) Richtiger miBte man sagen, da eben die Substanzen, in denen diese spezifischen 
Anregungen vorkommen, Metalle sind. 

) Diese Problemstellung liegt nahe fiir ein nicht entartetes (oder schwach entartetes) 
System. Bei starker Entartung kann die Rolle des kleinen Parameters vom Verhiltnis 
der mittleren Wechselwirkungsenergie zur FERMI-Grenzenergie iibernommen werden 
[siehe (68)]. 
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in der Arbeit (49) entwickelt und zur Berechnung der elektrischen Leitfahig- 
ixeit von Metallen nach dem Mehrelektronenmodell benutzt (50, 51). In den 
Netzten beiden Arbeiten wurde nachgewiesen, daB erwartungsgemiB die 
«,statistischen“’ Ergebnisse der Einelektronentheorie (Temperaturabhangig- 
eit der elektrischen Leitfaihigkeit) auch dann giiltig bleiben, wenn die Strom- 
yrager durch Elementaranregungen vom FERMIschen Typ dargestellt 
“werden. Wir missen jedoch daran erinnern, daB die quantitativen 
‘“g@Ergebnisse von (49) [und damit auch von (50)] nur beschrankte 
“i “Bedeutung haben und unseres Erachtens nicht auf reale Metalle ange- 
“Swandt werden kénnen, in denen die Leitungselektronenkonzentration nicht 
klein ist. Richtiger ware es, diese Ergebnisse auf Halbleiter zu iibertragen, 
o die Anwendbarkeitsbedingungen der benutzten Methode tatsichlich 


wn letzter Zeit erfuhr die Vorstellung von lokalen Dichteainderungen als 
lementaranregungen des Vielelektronensystems eine umfangreiche Ent- 
ywicklung in einer etwas anderen Richtung, als es dem iiblichen polaren 


}Zeit von BLOCH (60) ausgesprochene Idee weiter entwickelt, daB die Elemen- 
itaranregungen eines Vielelektronensystems nichts anderes sein sollen als sich 
widarin fortpflanzende Schallwellen [d.h. Abweichungen von der raumlich 
*thomogenen Elektronenverteilung vom Typ der Plasmaschwingungen (6/—62)]. 
ai Die entsprechenden ,, Quasiteilchen“, die Schallquanten, gehorchen natiirlich 
der BosE-Statistik ?). 
In den Arbeiten (53) und besonders in (57) wurde jedoch gezeigt, daB fiir den 
#dreidimensionalen Fall, der allein von physikalischer Bedeutung ist, die 
‘Schallschwingungen durchaus nicht simtliche Anregungstypen des Viel- 
® elektronensystems erschépfen. 
* AuBer ihnen gibt es auch einen FERMIschen Ast des Spektrums, der offenbar 
} von unserem Standpunkt aus besondere Bedeutung gewinnt. Wesentlich ist 
i auch, da im Unterschied zu den tiblichen Schallwellen, die sich in neutralen, 
@ ungeladenen Systemen ausbreiten, die Erregung von Plasmaschwingungen 


| 1) In Ubereinstimmung mit dem Hauptthema dieses Artikels wollen wir nur auf den 
physikalischen Inhalt dieser Arbeiten eingehen, ohne uns weiter auf eine EKinschatzung 
4 der dort entwickelten Rechenmethoden einzulassen. Wir erwéhnen nur, daf u. HE. die 
) vollstiindigste und strengste Behandlung des Problems in der Arbeit (57) gegeben wird. 
' 2) Im Hinblick auf den physikalischen Gehalt aihneln diese Vorstellungen sehr dem 
i polaren Modell. Jedoch wurden die Dichteschwankungen bisher faktisch nur entweder 
} mit einer Methode untersucht, die die Entwicklung von Anregungen vom FERMIschen 
| Typ nicht zula8t, oder unter Vernachlissigung des periodischen Charakters des Feldes 
im Kristallgitter (die positive Ladung des Systems wird als raumlich gleichmafig ver- 
teilt betrachtet, und ihre Rolle besteht nur in einer Kompensation der negativen 
Gesamtladung der Elektronen). Das polare Modell dagegen beruht in seiner gegen- 
wartigen Form wesentlich auf der Voraussetzung einer regularen periodischen An- 
ordnung der Atome im Kristallgitter. Méglicherweise werden in der Zukunft — bei der 
Verallgemeinerung der Ergebnisse von (57) auf den Fall eines periodischen Gitter- 
feldes — das polare Modell und die Methode der Dichteschwankungen sich in gewissem 
Umfang als aquivalent erweisen: sie bilden nur zwei verschiedene Verfahren zur Lésung 
desselben Problems. 


eon 
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einen endlichen Energiebetrag erfordert ; diese GréBe ist durchaus nicht klein: 
es gilt renin 
=| ee ne, 
m 


wobei die Anzahl der Elektronen in der Volumeneinheit und m und e Masse : 
und Ladung des Elektrons sind. Bei einem n-Wert von 10”? cm-3 betragt Hy 
etwa 8,6 eV; bei den tiblichen Temperaturen sind also praktisch keine ,,Plas- 
maschallquanten‘‘ vorhanden, sondern nur die Nullpunktschwingungen des . 
Plasmas. Diese und der FERMI-Ast sind von Bedeutung fiir die Metalltheorie. 
Wir weisen jedoch darauf hin, daB die Emission von ,,Plasmaschallquanten* 
eine wesentliche Rolle bei der Bremsung schneller geladener Teilchen, die sich 
durch das Metall bewegen, spielen kann!) (die Energie des Teilchens kann 
hierbei zur Anregung von ,,Plasmaschwingungen‘ verbraucht werden). 
Eine Untersuchung des FERMI-Astes mit Hilfe dieser Rechenmethode ist bis 
heute noch nicht mit der notigen Sorgfalt durchgefiihrt worden. Unserer 
Meinung nach mu8 auch die Atomstruktur des Kristalls bericksichtigt 
werden, insbesondere auch das periodische Gitterfeld (auf die ,,Plasma- 
schwingungen“ kann dieses Feld offenbar keinen merklichen EinfluB haben, 
da die in Frage kommenden Wellenlingen so groB sind, daB die diskrete 
Struktur des Metalls verwischt wird). 

Zusammenfassend kann man sagen, daB heute die Vorstellung der Elementadl 
anregungen (die erst vor verhaltnismaBig kurzer Zeit entwickelt wurde) 
bereits zu wesentlichen Erfolgen gefiithrt und Birgerrecht in der Physik der 
kondensierten Systeme erworben hat. In Anwendung auf die Festkorper- 
theorie kann es als sicher gelten, da das Energiespektrum eines Systems 
vieler wechselwirkender Elektronen im Kristall einen  ,,gemischten“‘ 
Charakter hat, d. h., daB es sowohl einen BoskEschen als auch einen FERMI- 
schen Ast enthalt. Jener kann als in gewissem MaBe erforscht gelten; er wird 
offenbar durch die Spinwellen (im Ferromagnetikum), die Excitonen und die 
Schwankungen der Elektronendichte (in irgendeiner Form) erschépft. Was 
den zweiten Ast anbelangt, so ist bisher erst eine Untersuchung seines 
,,Halbleiteranteils‘‘ gelungen. Die Schaffung neuer Rechenmethoden, die eine 
theoretische Untersuchung der Anregungen vom ,,metallischen‘‘ Typ ge- 
statten, ist eine der wichtigsten Aufgaben der Festkérperphysik. 


Ubersetzt von H. VOGEL 
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Positronium 


Von K. BAUMANN 


( 


‘nserem heutigen Wissen zu seiner mathematischen Behandlung das kom- 
“Mette Riistzeug besitzen; es ist dies die Quantenelektrodynamik, fiir die 
fomit das Positronium einen Prifstein darstellt. Seitdem vor einigen Jahren 


a 


Jronium in der Natur tatsichlich gebildet wird, wurden dem Problem eine 
‘roe Zahl experimenteller wie theoretischer Arbeiten gewidmet. Die er- 
Jielten Ergebnisse sind héchst befriedigend, die Ubereinstimmung zwischen 
“heorie und Experiment ist eine vollkommene. 


I. Theorie des ungestérten Positroniumatoms 


1. Erste Nadherung 


“Es ist bis heute nicht méglich, irgendeine Losung der Quantenelektrodyna- 
mik in geschlossener Form anzugeben. Auch beim Positronium sind wir auf 
j2ine schrittweise Naherung angewiesen. In erster Naherung fiihrt die DIRAC- 
»Gleichung bekanntlich auf die SCHRODINGER-Gleichung und die Wechselwir- 
ikung auf die COULOMBsche: Das Problem ist in dieser Naherung vom Wasser- 
sstoffatom nur durch das gedinderte Massenverhialtnis verschieden. Es fallt 
salso blo& der Ubergang zur reduzierten Masse, 


: i a (1) 


m 
be es 
TU 


der von der Forme! fiir ein Elektron in einem raumfesten COULOMB-Feld zu der 

korrekten Formel fiihrt, verschieden aus (m Elektronenmasse, M Kernmasse). 

-Wahrend also der Korrekturfaktor bei H oder D um weniger als ein Promille 
von eins verschieden ist, ist er beim Positronium wegen M = m gleich 14. 
Also sind die Energieeigenwerte 


1 = 
dpe = ay es Te (2) 
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(a Feinstrukturkonstante, ¢ Vakuumlichtgeschwindigkeit) und damit di« 
Strahlungsfrequenzen des Positroniums etwa halb so grof wie die ent 
sprechenden des Wasserstoffs. Der wahrscheinlichste Abstand Elektron 7 
Positron f2/me? (h PLANCKsche Konstante dividiert durch 27, e EKlementar 
ladung), ist doppelt so gro8 wie der wahrscheinlichste Abstand Elektron: 
Proton. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten 2a * (r )? und damit die Linien. 
intensitaéten sind halbiert. 


2. Analogon der Wasserstoff-Feinstruktur und -Hyperfeinstruktur 


Wenn die relativistischen Effekte kleine Korrekturen sind, laBt sich die vier 
komponentige DIRAC-Gleichung bekanntlich in zwei entkoppelte Gleichunge 
fir je zweikomponentige Wellenfunktionen zerlegen, von denen die eine 
Elektronen, die andere fehlende Positronen beschreibt. Der Energieoperato 
der entkoppelten Gleichungen unterscheidet sich in niedrigster Naherung von 
dem derSCHRODINGER-Gleichung auBer durch dierelativistische Korrektur der, 
kinetischen Energie, —p*/(8m*%c?) (p Impulsoperator), um jene Energie-: 
beitrige, die man der sogenannten Zitterbewegung der Elektronenladun 


ii i 
zuschreiben kann: den DARWINterm Pare (t/mc)* A ~, deutbar als Anderung des 


Wertes der potentiellen Energie em bei Entfernung der Ladung aus der 
Normallage um Distanzen der Ordnung h/mc, und die Spinkorrektur, die in 
einem COULOMB-Feld von der Gestalt 


Che j-->* >> lO ak oS 
gig (oP x Bol xp) = saa! 


= 
ist, also eine Spin-Bahnkopplung darstellt. Hier ist H das elektrische Feld, 


o> 
1 der Bahndrehimpulsoperator, undo sind die drei PAULIschen Spinmatrizen. 
Diese drei Beitrage geben Anla8 zur Feinstruktur des Wasserstoffspektrums 


‘ , ee ; : 
proportional a? Ry, wenn Ry die Ry DBERG-Energie Zz eme ist. Sie tragen 


auch zur Positroniumfeinstruktur bei. Von gleicher Gré8enordnung sind hier 
aber auch noch jene Korrekturen, welche mit m/M verschwinden und zur 
Hyperfeinstruktur des Wasserstoffs fiihren. Es ist dies in niedrigster Naherung 
die sogenannte BREITsche Wechselwirkung zwischen den Teilchen, bestehend 
aus einer Spin-Spin-, einer Spin-Bahn- und einer Bahn-Bahn-Kopplung. 

Die Feinstruktur des Positroniums hangt von den drei Quantenzahlen J, 9 
und 7 entsprechend Bahndrehimpuls, Gesamtspin und Gesamtdrehimpuls ab. 
Das Niveauschema der Singulettzustiinde, also jener mit S = 0, fiir sich 
betrachtet, besitzt qualitative Ahnlichkeit mit der Feinstruktur des Wasser- 
stoffs; die Niveaukorrektur der Positronium-Singulettzustande ist (1, 2, 3, 25) 


atmc? 1 11 


4n3 : ( 
n I ; 16” 


AEna = — 
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ia gegen die Wasserstoff-Feinstruktur - 


atm c? 1 it 


(EI es en a 
za 2n3 eh il 16%” a) 


Watirlich durchlauft beim Positronium 1 + se die ark ete oe 
—1/,,7 +1/. beim Wasserstoff dagegen i os 
fedes Niveau es ist inWirklichkeit noch einnur in ‘dicaeé Naherungzusammen- 


areas 


3. Paarvernichtung 


“@Das Elektron-Positron-Paar kann unter Entstehung von Lichtquanten ver- 
*schwinden. Diese Kopplung mit reinen Photonenzustanden hat zur Folge, daB 
Heder tatsichliche Zustand des Positroniums eine kleine Beimischung dieser 
ustande aufweist. Beigemischt sind auch solche Zustande, in die wegen 
‘Verletzung des Energiesatzes ein reeller Ubergang nicht méglich ist — wenn 
sdie iibrigen Erhaltungssatze dies zulassen. Diese Beimischung fihrt zu einer 
/Verschiebung und — wenn ein reeller Ubergang méglich ist — Verbreiterung 
‘der Energieniveaus. Da in diesen Zustinden die anziehenden Ladungen fehlen, 
@fihren sie zu einer Niveauhebung. 

Alle diese Effekte sind unwirksam, solange Elektron und Positron raumlich 
voneinander getrennt sind. Sie treten daher nur bei S-Zustanden in Erschei- 
snung, weil bei Zusténden mit endlichem Bahndrehimpuls die SCHRODINGER- 
Funktion im Ursprung des Relativkoordinatensystems verschwindet. Jedoch 
1 gilt diese Einschrankung nur naherungsweise, weil die Vernichtungswechsel- 
# wirkung wegen der Zitterbewegung tatsachlich eine endliche Reichweite von 
) der Ordnung ’/mc hat. 

7? Fragen wir nun nach jenen Zustinden des Strahlungsfeldes, die in den 
| ErhaltungsgréBen — beziehungsweise Invarianzeigenschaften —- mit denen 
§ des Elektron-Positron-Paares iibereinstimmen. Der Ubergang in ein Photon 
/ ist unmdglich, da hierbei der Energiesatz und der Impulssatz nicht gleich- 
zeitig erfillbar sind. Zwei gleichsinnig zirkular oder aufeinander senkrecht 
‘linear polarisierte Lichtquanten haben die gleichen Symmetrieeigenschaften 
¥ wie die 18-Zustande des Paares, nicht aber wie die 3S-Zustande: Die Paritat 
ist im ersten Fall ungerade, im zweiten Fall gerade. Dagegen stimmen Drei- 
| photonenzustinde in ihren Invarianzeigenschaften mit den *S-Zustaénden 
| iiberein. Ganz allgemein sind 18-Zustiinde mit jeder geraden, °S-Zustande mit 
jeder ungeraden Anzahl von Photonen gekoppelt (4—9). 

Die Eigenwertstérung des Positroniums durch die Bommischung von Kin- 
photonzusténden ist gegeben durch 


el ay 
A ie So (4) 
. 2 E Cy E a 
wobei a iiber alle Zustainde dieser Art zu summieren ist. Die Matrixelemente 
der Stodrungsenergie sind von der Gestalt 
31* 
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Hi, = e(bj2w)eS (a € los Xoo (0). (8) 
0,0 : 


= 
Hier ist e in HEAVISIDEschen Einheiten gemessen. e ist der Polarisations- - 


> 
vektor des Lichtquants. Fir die Wellenfunktion 7, (7 setzen wir das Pro- | 
dukt aus der SCHRODIGNER-Funktion g, (7) in Relativkoordinaten, einer Spi- - 
noramplitude ux fiir das Positron und einer anderen v, fiir das Elektron. 
Die Kreisfrequenz w des Lichtquants in (5) ist zur Impulserhaltung null zu | 
setzen. Anderseits lautet der Energienenner in (4) H — hw, und bei Hinzu- 
nahme der Zwischenzustande a mit zwei Paaren und einem Photon —H — ho. 
Die Energienenner ergeben im Limes wm = 0 zusammen mit dem Wurzel- 
faktor in (5) gerade (4/H)?. H ist die Gesamtenergie eines Positroniumatoms, 
wir kénnen hier aber ruhig die Bindungsenergie gegeniiber den beiden Ruh- 
energien 2mc? streichen. Es ist somit 


eh >>) [>> 
AE = 4m2ce x %e0(0) (a @ Joe (a & Vise Hero’ (0). | (6) 
Z 


Uber die Spinorindizes ist hier und im folgenden stets zu summieren. 

Die Summe in (6) ist auch iiber die dritte Raum- und iiber die Zeitrichtung 
zu erstrecken, wenn man die durch das COULOMB-Feld vermittelte Vernich- 
tungswechselwirkung mitberiicksichtigt. Also 


> >\ [I--> 3 
Dlae)(ae)> ¥ aya (7) 
—> u=0 
é@ 
mit a9 = =e = 1 und a =a, fir pw 4-0: 


Ks ist niitzlich, die Positronen-Spinoren u, in x durch die entsprechenden 
Elektronen-Spinoren uw, auszudriicken. Dies wird durch die Matrix af 
geleistet: 

B Ue = Ue’ (M2B)o'e- (8) 


Man iiberzeugt sich leicht, da&B durch diese Transformation die Positron- 
Spinoren (0, —p, (u + £)-}, 0, 1) und (+ p, (u + £)-1, 0, 1, 0) bis auf un- 
wichtige Phasenfaktoren in die entsprechenden Elektron-Spinoren (1, 0, p; 
(u + E), 0), (0, 1, 0, —p.(u + £)-1) ttbergehen und umgekehrt. Wir 


kommen so auf 


mea h® ; , 
OE le, mee Dd Xo0(0) (Gute Boe (A2Ba")o'a x’ o’o’ (0). (9) 
77 
Da wegen (8) die Indizes g, o .. . nur mehr die Werte 1, 2 annehmen k6énnen, 


fallt das Glied zu « = 0 in (9) weg und aus der Summe wird 
Xe (OeaSe's’ + FrecF10's" + F3000g0'o') X 0'0'- (10) 


Die drei Summanden in der Klammer von (10) lassen sich als vierreihige 
Matrizen mit den Elementen 1 und 0 schreiben. Ebensolche Matrizen sind 


Positronium 433 


ie’ Oca’ und jo’ Tjoo’, 7 = 1, 2,3. Jene lassen sich als Linearkombinationen 


Sieser ausdriicken; man erhalt aus (10) 


Pee) 1+ > 
WSs (= O00’ Oca’ ap "p" Ooo’ a) Ko'a’- (11) 


‘fier stellt nun jeder Term ein Produkt zweier Matrizen dar, deren Indizes 
‘lich auf je eines der beiden Teilchen beziehen, so da8& man fiir (11) 


2 


| 
lvl (> + 5 are) = |pconle (12) 


vi chreiben kann, wenn ( ) das Spinmatrixelement bezeichnet und 


aay Th! oe 
S=> (ecb a,). (13) 
12) in (9) eingesetzt gibt fiir S-Zustaénde mit 
a® —/mce\§ 
gress a | ania 
j | ¢(0)| soa (GF) (14) 
; : ie Energiekorrektur von der virtuellen Einquantenpaarvernichtung : 
ame — 
Hi S25; 1 
AE = "> «sty (15) 


a(S?) ist 0 oder 2 fiir Singulett- bzw. Triplettzustande; der Effekt verschwindet 
jalso fir 18-Zustande, wie wir behauptet haben (J, 2, 3). 

“Dagegen tragt zur Energie der 18-Zustande die Beimischung der Zweiphoton- 
zustande bei. Da diese erst von der St6rungsmatrix vierter Ordnung erfaBt 
Twird, ist die GréBenordnung des Effektes um einen Faktor a kleiner als (15). 
tNach der Berechnung von KARPLUS und KLEIN (10) ist die Niveauver- 
schiebung ame 


AN eee 4an3 


(1 —In2) 2 —8?), (16) 


lauBerdem ist eine Niveauverbreiterung 


amc? 


a 28) (17) 


r= 


| vorhanden, einer Lebensdauer gegeniiber Zweiquantenzerfall von der GroBe 
/h/I’ entsprechend. (17) bestatigt man auch aus dem bekannten Wirkungs- 


querschnitt : 
oe 09 


‘fir die Vernichtung eines Positrons der Geschwindigkeit »<c bei einer 
_Elektronendichte 1 cm-*: Es ist 


= = 00 |yi0)P, (19) 
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entsprechend dem ProzeB (18) bei einer Elektronendichte | y(0)|?, der tat- 
sichlichen Dichte des Elektrons am Ort des Positrons. : 
Fir ein Positroniumatom im 13S-Zustand ist die einzige nennenswerte 
Zerfallsméglichkeit jene in drei Lichtquanten. Sie wurde von ORE und 
POWELL (11) zu ae 1 


3 a =a 2 
XE AEE OY a | 


berechnet. Die Eigenschaften der Dreiquantenvernichtungsstrahlung wurden 
in der Literatur diskutiert (9, 11, 12, 13). 


4. Lams-Shift und Vakuumpolarisation 


Wie das zuletzt diskutierte Phanomen der Paarvernichtung auch eine» 
Energiekorrektur verursacht, so sind auch den gewohnlichen optischen Uber- - 
gingen Verbreiterungen und Verschiebungen der Energieeigenwerte zuge- - 
ordnet, die von den entsprechenden ,,virtuellen‘‘ Ubergingen herrihren. Der » 
Verschiebungseffekt ist beim Wasserstoffatom die beriihmte LAMB-Shift, . 
welche einen neuen Abschnitt der Quantenelektrodynamik einleitete (14). — 
Die qualitative Gestalt dieser Energiekorrekturen ist leicht zu verstehen. Bei 
der virtuellen Emission eines Lichtquants durch ein Elektron bleibt der 
Impuls erhalten, das Elektron erhalt also einen RiickstoB. Das bedeutet eine - 
Modifikation der Zitterbewegung und damit eine Korrektur des DARWINterms 
und des magnetischen Momentes. Die Berechnung fiithrten KARPLUS und 
KLEIN (10) und FULTON und MARTIN (15) durch. 

Kin weiterer Effekt proportional a? Ry, der zur Feinstruktur hinzutritt, 
beruht auf der sogenannten Vakuumpolarisation (16, 17). Diese ist eine 
weitere Folge der Paarerzeugung: Jedes Elektron ist von einer enganliegenden 
Wolke positiver Ladung, jedes Positron von einer solchen negativer Ladung 
eingehillt. Die von uns experimentell bestimmte Elementarladung ist in 
Wirklichkeit die Differenz aus der tatsichlichen Elektronenladung e, und der 
Ladung de der Hiille. 

Die Ladungshillen haben eine Ausdehnung von der GréSenordnung der 
Comptonwellenlange i/mc. Man hat also fiir kleine Distanzen eine Abweichung 
vom Coulombschen Gesetz zu erwarten, weil sich die effektive Ladung immer 
mehr é) nahert. Es handelt sich also wieder um eine Zusatzkraft ganz kurzer 
Reichweite, die sich in erster Naherung nur fiir S-Zustaénde auswirken wird. 


Dabei macht es tibrigens nichts aus, daB die Rechnung fir die gesamte Zusatz- 
ladung de und damit auch fiir ey einen unendlich grofen Wert ergibt. Jede 
endliche Umgebung des Elektrons enthalt doch eine endliche Gesamtladung. 
Das Feld wird hierdurch allerdings stirker als mit r-! singular, naémlich mit 
ate 


d. Transversale Wechselwirkungen 


Die Kopplung des Elektrons und Positrons mit dem Strahlungsfeld bedingte 
Beitrage zur Energie des Positroniums in zweiter stérungstheoretischer 
N&herung, wobei ein Teilchen ein virtuelles transversales Lichtquant emit- 
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iert, welches vom anderen absorbiert wird). Erst durch Hinzufiigen dieses 
“Ausdruckes wird die COULOMB- nS ama zu einer relativistisch invari- 


ie 


BG i Scns zwischen bewegten pene sowie die durch die Bewegung verur- 
jsachten Retardierungseffekte an der COULOMBschen und ander magnetischen 


jdierte magnetische Weesheclatninng: Also sind auch noch Beitrage proportio- 
iv nal a Ry vorhanden. 


itung besitzt, sind auch an der elektrostatischen Wechselwirkung Korrek- 
turen anzubringen; sie sind ebenfalls von der GréBenordnung a? Ry. SchlieB- 
lich ist zu beachten, da’ durch die LAMB-Shift-Phinomene nicht nur die 
Wechselwirkung mit einem COULOMB-Feld modifiziert wird, sondern auch 
‘I alle Emissions- und Absorptionsprozesse. 

@ AbschlieBend geben wir die sich aus den in 2. bis 5. besprochenen Effekten 
| insgesamt ergebenden Niveauverschiebungen bis zur Ordnung a’ Ry, soweit 
» sie berechnet wurden, an. Gl. (3) stellt die Singulettniveaus bis a? Ry genau 
§ dar; mit der gleichen Genauigkeit sind die Triplettkorrekturen (1, 2, 3, 25) 


i t 
7 AE, Uj: 


vf 2 
A Eno. = ag A En rite ae (21) 
n 
| und far J +0 
i 31+ 4 
: =I+.1 
(CEs 
atmc? 1 1 ; 
AEn;=Alm + [aap * wUceaiy ee (22) 
31 — 1 
mudi)’ er 
| Von den Korrekturen hierzu wurden ermittelt (10, 15): 
| 
5 2 1 
AW 1t8\= A Ae Se ee fe eo (23) 
X 9 2 
64 x 


1) Zumindest ist dies die iibliche Sprechweise; natiirlich bringen wir damit nur die Form 
des entsprechenden Stérungsmatrixelementes zum Ausdruck. 


| 
i AB(28) = (28,101 — 4,942 (S?)) (24) 
: 
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AB(2!P,) = —0,229 

AH (23P,) = 0,071 ‘met 

AE (28P,) = —0,396 ( * Gan (268 | 
AEB (28P,) = —1,229 


Il. Positronium in einem Magnetfeld 


Von den Einwirkungen duBerer Felder auf das Positroniumatom verdient | 
jene durch Magnetfelder besonderes Interesse, weil sie Ubergiinge von °§ | 
—> 
nach 18 induziert. Die Wechselwirkungsenergie mit einem Magnetfeld H ist 
> >) > | 
fir S-Zustande (u/2) (c, = o,) H, wobei w = (eh/mc) (1 — a/2z) das magne- 
tische Moment des Elektrons unter Einschlu8 der in 4. besprochenen Korrek- 
tur bedeutet. Da der Operator (+/,) (o, — 02), die Zustaénde 3S, und 185 ver- 
tauscht, wihrend er in Anwendung auf 3S, verschwindet, geniigt es, die 
SCHRODINGER-Gleichung fiir eine SCHRODINGER-Funktion y der Form 
3ay2yo + 1d anzusetzen: 
Edy Yo + 2HFay? Wo — UH (tag Yo + *ao*Yo) = Wy (26) | 


oder fiir die Koeffizienten von ty) bzw. *wo ; 


1B lq, — way = Wa, 
—p Ha, + *H3a, = Way. 


Die Eigenwerte dieses Gleichungssystems sind 
1 1 
We => (CE +18) + > CE— 1B) (14 2th, x=, (28) 


und damit ergeben sich die Eigenfunktionen aus 


OS eal Os ee 

1g, ies 
Ein statisches Magnetfeld vermischt also die Zustainde 38, und 18. Die 
Zustainde *8,, bleiben unverandert. 
Ein Zustand (29) kann sowohl in zwei als auch in drei Lichtquanten zerfallen, 
das Haufigkeitsverhaltnis der beiden Prozesse ist (1a9/a,)? (37/17). Hiermit 
ergibt sich das Verhaltnis der Zahl der Dreiquantenzerfalle von Positronium- 
atomen in einem Magnetfeld zu jener ohne Magnetfeld zu 


2 i 
FTF ULF Cag/Paq)* (Pe /22))-2, (30) 
Das erste Glied stammt von den Zustanden 3S ,,. 


Ill. Experimente 


Praktisch jedes entstehende Positron zerstrahlt mit einem Elektron. Bei 
Positronen, die in einem Gas zerfallen, kann dies entweder bei einer Kollision 
mit einem Elektron erfolgen, oder aber auf dem Umweg iiber den Einfang 
eines Elektrons in einen gebundenen Zustand, also Positroniumbildung. Da 
fiir schnelle Positronen der Ionisationsquerschnitt gegeniiber jenem fiir Zer- 
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estrahlung oder Kinfang dominiert, werden sie rasch bis auf die Ionisations- 
venergie des Gases abgebremst, um dann eventuell ein Elektron einzufangen. 
(Falls aber ihre Energie zuvor unter die Differenz der Ionisierungsenergien von 
#Gas und Positronium absinkt, verbleibt ihnen nur noch die Méglichkeit der 
tfreien Vernichtung nach Gl. (18). 

)Die von Positronium stammende Vernichtungsstrahlung ist von der bei 
» Kollision wohl zu unterscheiden. Da ein Triplettzustand sowohl beim StoB 
sals auch bei der Positroniumbildung dreimal so wahrscheinlich auftritt wie ein 
‘WSingulettzustand, verhalt sich die Zahl der Dreiquantenzerfialle zu jener der 
 Zweiquantenzerfalle im ersten Fall wie 3/37: 1/1 oder 1 : 372, im zweiten Fall 


¢ aber natiirlich wie 3: 1. Ferner ist der erste ProzeB der Elektronendichte und 


i damit dem Gasdruck proportional, wahrend die Zerfallswahrscheinlichkeit 
“}eines Positroniumatoms unabhangig von der Dichte des umgebenden Gases 
| gleich °z beziehungsweise !1 ist. 

» Der erste Nachweis der Positroniumbildung wurde von DEUTSCH (18, 19, 20) 
/ durch Messung der Lebensdauer von Positronen in Gasen erbracht. Als 
) Positroniumquelle diente Na**?; zwei Szintillationszaihler registrierten einer- 
) seits einen Kerngammastrahl, welcher gleichzeitig mit jedem Positron emit- 
) tiert wird, anderseits die Vernichtungsstrahlung; die Verzégerung zwischen 
) den Signalen gibt die Lebensdauer. Die Zerfille von Parapositronium (18) 
-entziehen sich wegen der Kiirze ihrer Lebensdauer von 1,25 - 10-19 sek [im 
‘) Grundzustand; vgl. Gl. (17)] der Auflésung, eine gemessene druckunab- 
} hangige Komponente ist also mit der Vernichtungsstrahlung von Ortho- 
) positronium (38) identisch. Das Experiment lieferte fiir diese Komponente — 
) deren experimentelle Trennung von der freien Vernichtungsstrahlung gleich 
} zu besprechen ist — eine mittlere Lebensdauer von (1,5 + 0,2) - 10-7 sek; 
: Gl. (20) prophezeit x = 1,4 - 10-’ sek fiir den Grundzustand. 

| Kine gewisse Druckabhangigkeit der Lebensdauer auch des Orthoposi- 
i troniums ist wegen der méglichen ,,freien“ Vernichtung des Positrons mit 
i einem Elektron beim StoB gegen ein Gasmolekiil zu erwarten. Lebensdauer- 
_verkiirzend wirkt auch eine mogliche Umwandlung in Parapositronium. 
( Optisch ist Orthopositronium gegen eine derartige Umwandlung metastabil. 
| Doch kann sie leicht von Molekiilen mit einem unpaarigen Elektron (NO, 
' NO,) durch Austausch dieses Elektrons mit dem des Positroniums vermittelt 
, werden. Das Hinzufiigen von Stickoxydspuren zu einem Gas fiihrt zu einem 
vollstandigen Léschen des Orthopositroniums. Diese Tatsache benutzte 
DEUTSCH zur experimentellen Trennung der beiden Komponenten der Lebens- 
dauer. Auch O, vermittelt die gleiche Umwandlung, wenn auch mit geringerem 
Wirkungsquerschnitt. Hier ist die Ursache in den molekularenMagnetfeldern 
zu sehen. Auch in anderen Gasen ist eine gewisse Instabilitat des Orthoposi- 
troniums zu beobachten (20, 13). Unter den Ursachen hierfitir k6nnen auch 
chemische Reaktionen des Positroniums mit dem betreffenden Gas sein. 
Orthopositronium kann auch nachgewiesen werden, indem man sein Ver- 
nichtungsspektrum aufnimmt, welches kontinuierlich ist (11) — im Gegen- 
satz zu der 510 keV-Linie von der Zweiquantenvernichtung (18). Man kann 
auch die drei Vernichtungsquanten in Koinzidenz messen (21). 

Die Feinstruktur des Positroniumgrundzustandes, also H(13S) — E(1'8), 
wurde unter Verwendung desZEEMAN-Effektes gemessen. DEUTSCH und DULIT 


438 K. BAUMANN 


(22) bestimmten das Absinken der Zahl von 3y-Zerfallen als Funktion eines 
auBeren Magnetfeldes. Hierfiir ist (30) zustandig. Dieser Ausdruck ist ver- 
mége (29) von der gesuchten Energiedifferenz abhangig. Die beste Uberein- 
stimmung mit den MeBwerten ergab sich fir 6H = (9,4 + 1,5) - 10-* eV, 
gegeniiber dem theoretischen Wert 6H = 8,4- 10-4 eV aus (21) und (23). 
Eine Prazisionsmessung verwendet ein statisches und ein hochfrequentes 
Magnetfeld nebeneinander (23, 24). Ein starkes statisches Magnetfeld léscht 
die Dreiquantenvernichtung von den 13S,-Zustanden. Ein zusiatzliches Radio- 
frequenzfeld vermittelt Uberginge von 13S; zu dem 138, — 11S)-Gemisch. 
sobald hy gleich der Differenz aus dem héheren Wert (28) und %£ ist, also die 
Frequenz 3h 18 
ae OO 


Sobald (31) erfiillt ist, k6nnen auch die Zustande 3S, in zwei Quanten zer- 
fallen. Das Bestimmen des Minimums der Zahl von Dreiquantenzerfallen 
gibt also die Frequenz (31) und damit *# — 1#. Der bisher genaueste so fiir 
(3H —1E)/h gefundene Wert ist 203350 + 50 MHz gegeniiber einem theo- 
retischen Wert von 203370 MHz. Da die Theorie bis a? Ry 204400 MHz 
liefern wiirde, sind durch diese Experimente auch die Korrekturen proportio- 
nal a? Ry zur Feinstruktur verifiziert worden. 


(patency (31) 


Wien IX, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat, Boltzmanngasse 5 
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Einleitung 


sDie Entwicklung der Quantentheorie der Felder in ihrer gegenwirtigen 
lokalisierten‘‘ Form st68t bekanntlich auf grofBe Schwierigkeiten, ins- 
esondere bei einem Versuch, tiber die Elektrodynamik hinauszugelangen. 
‘In diesem Zusammenhang mag eine kritische Darlegung der wichtigsten Aus- 
‘sagen der Feldtheorie mit einer eingehenden Analyse der Natur der hier 
‘auftretenden Schwierigkeiten von Interesse sein. Eine solche kritische 
/Durchsicht ist das Ziel einer Artikelreihe, die mit dieser Arbeit er6ffnet 
)wird. 
Dieser erste Bericht beginnt mit einer kurzen Darstellung des Aufbaus der 
/Theorie gequantelter freier Felder (§ 1). Weiterhin werden die Probleme der 
) Bestimmung der singuldren integrierbaren Operatorfunktionen behandelt, 
‘die bei der Untersuchung der Streumatrix in der Theorie der wechselwirken- 
den Felder eine wesentliche Rolle spielen (§ 2). In § 4 wird eine Methode zur 
Einfiihrung der Streumatrix entwickelt, die sich nicht auf den Hamiltonschen 
‘Formalismus stiitzt. An seine Stelle treten explizit formulierte physikalische 
Bedingungen, beispielsweise das Kausalitatsprinzip, die Kovarianz usw. Der 
Artikel schlie8t mit einer Darstellung der Methoden zur Auswertung 
chronologischer Produkte auf Grund des Satzes von WICK (§ 5) und dessen 
Anwendung bei der Formulierung der FEYNMANschen Regeln zur Berech- 
nung der Matrixelemente (§ 6). 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi Fiz. Nauk 55, 149, 1955. 
2) Anm. d. dtsch. Red.: Teil II tiber ,,Behebung der Divergenzen der Streumatrix‘ 
(Uspechi Fiz. Nauk 57, 3, 1955) folgt in einem der nichsten Hefte. 
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In den folgenden Artikeln haben wir vor, die Probleme der Beseitigung der 
Divergenzen aus der asymptotischen Reihe fiir die Streumatrix sowie der 
Verallgemeinerung der SCHRO DINGER-Gleichung darzustellen und die Grund 
lagen der Theorie der GREENschen Funktionen zu entwickeln. 


§ 1. Einiges aus der Theorie der freien Wellenfelder 


In diesem Abschnitt wollen wir uns kurz mit dem Aufbau der Quanten- 
theorie der freien Felder beschaftigen und dabei die Aufmerksamkeit auf 
gewisse grundsatzliche Umstande richten, die uns bei der weiteren Dar- 
legung des Materials noch begegnen werden. . 
Die grundlegenden GréSen in den Feldtheorien sind bekanntlich Feld-. 
funktionen, die linearen Differentialgleichungen, den sogenannten Feld- 
gleichungen, geniigen. ; 
In jedem konkreten Fall kann man diese Gleichungen als EULER-LAGRANGE- 
sche Gleichungen aus dem Prinzip der Stationaritat eines quadratischen 
Funktionals erhalten, das als Wirkungsintegral bezeichnet wird. Aus der 
Forderung nach Invarianz des Wirkungsintegrals gegentiber den vier Trans- 
lationen, den sechs LORENTZ-Drehungen und einer Gradienten-Trans- 
formation erster Ordnung (einer Anderung des Phasenfaktors) lassen sich die 
entsprechenden Integrale der Bewegung gewinnen, namlich der Vierervektor 
von Energie und Impuls, der Drehimpulstensor und die Ladungsdichte : 
(NOETHERscher Satz). 

Die erwaihnte Methode zur Konstruktion der Feldgleichungen und der grund- 
legenden dynamischen Variablen, die vollig auf dem Wirkungsintegral 
seiner Viererdichte, der LAGRANGE-Funktion, beruht, wird als LAGRANGE- 
Formalismus bezeichnet, im Unterschied zum HAMILTON-Formalismus, der 
sich auf die HAMILTON-Funktion und die kanonisch konjugierten GroBen 
stiitzt. Ein wesentlicher Vorzug des LAGRANGE-Formalismus vor dem 
HAMILTONschen ist seine explizite relativistische Kovarianz und die voll- 
standige Symmetrie der Raum- und Zeitkoordinaten. | 
Wir beschaéftigen uns nun mit dem Ubergang von der klassischen, Feld- 
theorie zur Quantentheorie!). Die klassische Beschreibung der Felder ist 
dadurch gekennzeichnet, daB die Theorie nicht explizit die Prozesse der Ent- 
stehung und Vernichtung (genauer der Umwandlung) von Teilchen be- 
trachtet, die diesen Feldern entsprechen. Das Quadrat der klassischen Feld- 
funktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teilchen des Feldes in dem 
betreffenden Zustand vorzufinden. In der Quantentheorie oder ,,Theorie der 
zweiten Quantelung‘’ beschreiben die Wellenfunktionen des Feldes eine 
Gesamtheit von Teilchen, deren Umwandlung ineinander explizit in der 
Theorie enthalten ist. In Ubereinstimmung damit gewinnen die Wellen- 
funktionen der Quantenfelder die Bedeutung von Operatoren und zer- 
fallen in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, zwischen denen _be- 
stimmte Vertauschungsrelationen bestehen. Die Operator-Wellenfunk- 
tionen werden durch die Feldgleichungen und die Vertauschungsrelationen 
bis auf eine unitire Transformation festgelegt. 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. F. HuND, Materie als Feld, Springer 1954. 
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‘Die Feldfunktionen sind also nicht mehr Funktionen im klassischen Sinn 
c-Funktionen), sondern Operatoren (q-Funktionen), die auf eine fiir simt- 
iche Felder gemeinsame Wellenfunktion der zweiten Quantelung wirken, 
Wwelche wir als Zustandsamplitude bezeichnen werden!). In der Theorie der 
s:weiten Quantelung werden die Mittelwerte und die Wahrscheinlichkeiten 
‘ur die Zustande durch quadratische Formen der Zustandsamplitude 
tyegeben. 

Wahrend die Transformationseigenschaften der Feldfunktionen bei LORENTZ- 
s{ransformationen durch ihre Tensoreigenschaften bestimmt werden, erfolgt 
ie Transformation der Zustandsamplitude ® bei einer LORENTZ-Trans- 
‘Vormation mit Hilfe des unitiren Operators U;: 


Go>@D = U,®. (isl) 
Wir betrachten eine infinitesimale Transformation des Koordinatensystems 


Big a= Dae oom 6 2 = 0* 4 Sgt a? wt, 
1 


(1,2) 
o + @m*=0, 1k=0, 1, 2; 3, 


*hierbei sind a* und w* die infinitesimalen Parameter der vier Translationen 
nd der sechs Drehungen, 2° ist die Zeitkoordinate, x, (a = 1, 2, 3) sind die 
Raumkoordinaten, g ist der MINKOWSKI-Tensor 
, 0(i +h); 
g#=} 1(¢=k=0) 

a1 (i = be) 


jAus dem Korrespondenzprinzip entnehmen wir 


OC eed OS 
idUs =Z gt* Phat + sf gtk git ME, (1,3) 


Q wobei P* und M*! der Energie-Impuls-Vierervektor bzw. der Drehimpuls- 
ttensor des freien Feldes sind. Natiirlich sind die GroBen Py) und M, in der 
{ quantentheoretischen Darstellung Operatoren. Sie werden hierbei durch die 
} Operator-Wellenfunktionen auf Grund der gleichen Beziehungen gegeben 
i wie in der klassischen Theorie (diese folgen aus dem Satz von NOETHER), 
| allerdings natiirlich erst bei Festlegung einer geeigneten Reihenfolge der 
' Operatorfaktoren, von der noch die Rede sein wird. 

| Betrachten wir die Matrixelemente der Feldoperatoren mit Hilfe von (1,3), 
/ so erhalten wir eine Gleichung, die die Transformation der Wellenfunktion 
| u(x) bei einer Translation des Koordinatensystems angibt: 


igk* we SS Ut) pele aw) ePee Pka-(2:), (1,4) 


1) Die Zustandsamplitude kann man als Vektor in einem HILBERT-Raum darstellen; 
| dementsprechend findet man in der amerikanischen Literatur gewoéhnlich die Be- 
_zeichnung Zustandsvektor (state vector). 
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Hierbei ist Pt die Operatordarstellung des Energie-Impuls-Vieretvektors, 
Die Gleichung (1,4) spielt eine bedeutsame Rolle im ProzeB der zweiten 
Quantelung. Aus ihr ergibt sich unmittelbar die physikalische Bedeutung der 
Anteile der Operator-Wellentunktionen mit positiven und mit negativen 
Frequenzen (1). Stellen wir das Feld «() von Teilchen mit der Masse m_ 
in der Form 


u (x) = ult) (x2) + ul) (2), (1,5) 
ut) (a) = f ed (k? — m?) ul+) (k) dk, (1,6) 
k°>0 
ul) (a) = [ et 6 (kh? — m?) ul) (k) dk (1,5 
Ke>0) 
dar, wobei Ke engi Ea ot hPa re 
l 


k? = (2 —f; dk = dkdt 


ist, so kénnen wir uns mit Hilfe von (1,4) tiberzeugen, daB, falls ® die 
Zustandsamplitude bei einem bestimmten Wert des Energie-Impuls-Vierer- 
vektors K? ist: 


PD a KD. 
die Gleichungen P! (u\) (k) ®) = (K' + b') @ 
und P! (ul) (k) ®) = (K' —k) @ 


gelten. Dabei ist in beiden Fallen 
ean 1 eae eee) 


Aus diesen Gleichungen geht hervor, daB der Operator u‘*)(k) einer Er- 
zeugung eines Teilchens mit der Masse m und dem Vierer-Impuls k ent- 
spricht, der Operator u'—(k) seiner Vernichtung. Durch analoge Uber- 
legungen auf Grund des Transformationsgesetzes der Operatorfunktionen und 
der Zustandsfunktionen bei einer Gradiententransformation erster Art 
(Kichtransformation) kann man zeigen, da im Fall eines komplexen Feldes 
die Operatoren u‘*) und u'— die Ladung des Systems um eine Einheit ver- 
mehren, wihrend die Operatoren w+) und u(—) sie um eine Einheit herab- 
setzen. Die Operatoren des komplexen Feldes beschreiben also die Er- 
zeugung und Vernichtung von Teilchen zweier entgegengesetzter Ladungen. 
Definieren wir das Vakuum als einen Zustand ohne Teilchen, so erhalten wir 
die Beziehung 

ul) (k) Dy ax ==) (1,8) 


Zusammen mit der Normierungsbedingung 


(vax, Pyax) = 1 


kann man sie als Definition des Vakuums freier Felder ansehen. Offenbar 
kann man, indem man auf ®y,, eine verschiedene Anzahl von Operatoren 
u™) positiver Frequenz wirken 148t, die Amplituden fiir Zustande gewinnen, | 
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e eine entsprechende Teilchenzahl enthalten. Die allgemeine Amplitude 
einen beliebigen Zustand ergibt sich durch Superposition dieser Ampli- 
‘abden: 

p = ee (ky, . «5 he) 6 (2 — m2)... 


8 (ke 2) ad FP (hea) WFD (ey) dheyic « . Oy Ova. (1,10) 


h den Ausdriicken fiir die Saint Variablen. Fordert man, daB die 
Jlittelwerte dieser dynamischen Variablen iiber das Vakuum gleich Null 
pin sollen, also 

(Byar POyax) == () uSW., 


}> folgt, daB in diesen Ausriicken simtliche Erzeugungsoperatoren u‘+) links 
‘jon allen Vernichtungsoperatoren u‘—) stehen miissen. Diese Reihenfolge der 
peratoren wird als ,,normal‘‘ bezeichnet. Natirlich laBt sich das Produkt 
finer beliebigen Anzahl von Feldoperatoren in Form einer Summe von 
“peratortermen mit der ,,normalen“ Reihenfolge und einem Polynom in den 
Wertauschungsfunktionen darstellen. Beispielsweise ist 


© (2) w (y) = (wl (2) + wl (2) (WH (y) + wi (y)) = 
= Wht) (ar) u(y) + uC) (x) > (y) + 


+ ul+) (y) wh (x) + ul) (x) uw (y) + = AC) (x — y), (1,11) 


ivobei A‘—) das Ergebnis einer Kommutierung (oder Antikommutierung, je 
‘ach der Statistik) der Operatoren w(—) (x) und ult) (y) ist, also 


[ui (2), WH) (yg = AO) (w — 9). 


Ollig analog zu (1,11) 1aBt sich im allgemeineren Fall ein Produkt einer 
‘GroBen Anzahl von Operatoren 


WAL;) Uae» wa) 


‘in Form einer Summe von Produkten von n frequenzpositiven oder -nega- 
‘tiven Operatoren in der Normalform und eines Polynoms P in den Ver- 
jtauschungsfunktionen A‘—) darstellen 


uw (2) a (ag)... 6 (2%) = 
==) (a) ea), (az) WH (0;,) aac D2) 2 WE, + 
+ P [A Y(a2; — 2). (1,12) 


| Hierbei enthalten die Koeffizienten des Polynoms P ihrerseits wieder m < 
Operatoren u+) und u(—), und 7 ist die Anzahl der FERMI-Inversionen beim 
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Ubergang von der Reihenfolge (1, 2,...) zur Reihenfolge (7, 2, . . ., %). 
Die Beziehung (1,12) 148t sich folgendermaBen umschreiben: 


u (x) u (x2) 66. U(L_) = 1.6 (a1) U (Hy)... W(L_) i + P [AM (a; — 2;)], 


Hierbei bezeichnet das Symbol : u (x,)... wu (#,) : das sogenannte Norma 
produkt (,,S-Produkt‘‘) der Operatoren (2). In dem Spezialfall (1.11) haber 
wir definitionsgemaB 


u(x) u(y): = Wt) (4) WH) (y) + ul) (x) wh (y) + 
+ ult) (y) ul) (x) + wl (a2) ul) (y). 


Im allgemeinen Fall kann man also das Normalprodukt entweder als nullte: 
Glied der Entwicklung (1,12) nach Potenzen von A(—) oder, aquivalent dazu 
als gewohnliches Produkt der gegebenen Operatoren definieren, dai} so au: 
die Normalform gebracht ist, als ob bei der Reduktion samtliche Ver: 
tauschungsfunktionen verschwanden. 

Der Vakuummittelwert des normalen Produkts ist stets gleich Null. Das 
Rezept fiir die Gewinnung der Operatoren der dynamischenVariablenP, M uswi 
aus den entsprechenden klassischen Ausdriicken besteht also darin, da ma 

in diesen Ausdriicken von dem gewohnlichen Produkt der klassischen Wellen. 
funktionen zum normalen Produkt der Operator-Feldfunktionen iibergeht: 
Hierbei werden sinnlose Begriffe wie die Nullpunktsenergie, die Nullpunkts- 
ladung usw. des Vakuums automatisch aus der Theorie eliminiert. 

Die Vertauschungsrelationen zwischen den Operator-Wellenfunktionen wer-~ 
den fiir jedes Feld durch Gedankengange entsprechend dem Korrespondenz- 
prinzip, durch die Forderung nach positiven beobachtbaren Werten des 
Energieoperators und durch die Struktur der Gleichungen (1,4) eindeutig 
festgelegt. Indem wir die entsprechenden Rechnungen fortlassen!), be- 
schreiben wir die Struktur der sich so ergebenden Vertauschungsrelationerm 
und beschranken uns dabei auf den Fall komplexer Felder. Alle frequenz- 
positiven Operatoren u™) (Erzeugungsoperatoren) kommutieren (oder anti- 
kommutieren) streng mit allen Erzeugungsoperatoren. Alle Vernichtungs- 
operatoren u‘—) kommutieren (oder antikommutieren) ebenfalls streng unter- 
einander, d. h. es gilt stets 


[wl+) (ar), w+) (y)}g. = [WH (a), WH) (y)]a, = [WH (a), WH) (y)] 4 = 0 


und 

[wt—) (a), a) (y)} 4. = Lu (x), w-) (y)] 4 = [uC (a), Wi (y)] 4. = 0. 
Die Erzeugungs- und die Vernichtungsoperatoren fiir Teilchen mit ver- 
schiedener Ladung kommutieren (oder antikommutieren) ebenfalls stets, d. h. 


[ul+) (a), wh) (y)]4 = [WH (a), W (y)], = 0. 


Von Null verschieden sind also nur folgende Kommutatoren: 


[ul (x), HO (yl = > AM (@ — y), (1,13) 


1) Siehe z. B. (3). 
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[ul (2), 89 (y)], = AM (x — (1,14) 


_Gerbei sind die von der Differenz x — y abhangigen A). und A@)-Funk- 
men die frequenzpositiven bzw. frequenznegativen Anteile der gesamten 
prtauschungsfunktion 


[w (x), & (y)l4 = = A (x — y), (1,15) 
A (x) = AM) (x) + AM (y). (1,16) 


Hs 


vr jedes Feld aus den schon erwahnten Betrachtungen. Man erhilt: 
“ir ein komplexes Skalarfeld y (x) (Spin 0) 


* 1 
Lp (2), 9 (y)]- = — D(x — 9), (1,17) 


vobei D (x) die bekannte PAULI-JORDANsche Vertauschungsfunktion ist : 


1 . 

D(x) = Sapa] dhetrO (k2 — m2) € (k®), (1,18) 
Hi GM SSO) 

ca eae (1,19) 


har eine komplexes Vektorfeld B, (x) (Spin 1) ergibt sich 
1 0? 


m2 Oxk 0xr 


[Ba (2), By (yp) = i (a* + )De—y». (1,20) 


ir das elektromagnetische Feld A,, (x) (Spin 1, Masse 0) erhalt man bei 
‘er Quantelung mit Hilfe einer indefiniten Metrik (20, 21) 


i [A,, (x), Ae (y)] =: Lg Do (a ae y); (1,21) 
‘vobei 1 
pee esas ike ‘ ¢ 

| Dy (2) = D (x) |m=0 = Gari! dhe 6 (k2) & (k°) (1,22) 
st. 

iD Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


y 
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Fir ein Spinorfeld y, y (Spin 1/,) erhalt man schlieBlich 


il 
[Ya (2), Pe (y)]+ = = Sap (x — y) (i 
mit 


Sas («@ — y) =(iz ah ea + m) He: (a). (134 


Hierbei haben wir das FEYNMANsche System DrraAcscher Matrizen 


a) 
(ix a m) P(e) =O, 7° yy = 29" (1,25' 
k 
benutzt und den konjugierten Spinor y folgenderma8en definiert: 


p (%) =p (a) 7°. (1,26 
Eine wichtige Eigenschaft der Vertauschungsfunktionen aller Felder ist i 
Zusammenhang mit der PAULI-JORDAN-Funktion D(z). Aus den Formelr 
(1,17, 1,20, 1,21 und 1,23) geht hervor, daB stets gilt 


Aap (2) = Pap (5: ) Dix), (1,27 


0 
wobei P,g ein Polynom in den Ableitungen at ist. Da die Funktion D (z 


auBerhalb der Lichtkegel verschwindet, driickt die Beziehung (1,27) die 
Unabhangigkeit von Ereignissen aus, die durch ein raumartiges Interval 
getrennt sind. Diese Eigenschaft besitzen somit auch saimtliche gewohnlick 
betrachteten lokalen Wellenfelder. 

Eine wichtige Eigenschaft der Vertauschungsfunktion D(z) (und dami 
auch sémtlicher Funktionen A(x)) und ihrer frequenzpositiven und -nega. 
tiven Anteile D(+) und DC) ist ihr singularer Charakter, der sich darin aus+ 
driickt, daB auf dem Lichtkegel Singularitiéten vom Typ 4}, In 4, 6 (A. 
und endlicher Spriinge auftreten; hierbei ist A das Quadrat des Intervalls 


hr (x°)2 — le? 


Da die Matrixelemente der verschiedenen Uberginge in der Theorie dex 
wechselwirkenden Felder durch Integrale iiber Produkte verschiedenex 
Kombinationen der Funktionen 4, 4“) und A‘—) gegeben werden, fihren 
diese Singularitaten in einzelnen Fallen auch zu divergierenden Ausdriicken. 
Um die Natur dieser Divergenzen richtig zu verstehen — hierher gehéren 
insbesondere sémtliche Ultraviolett-Katastrophen —, betrachten wir die 
Kigenschaften der Operatorausdriicke, die aus gequantelten Wellen- 
funktionen freier Felder aufgebaut sind, etwas naher. 


§ 2. Operatorausdriicke und singulare Funktionen 


Bevor wir uns der Darlegung der Theorie der wechselwirkenden Felder zu- 
wenden, miissen wir an eine Anzahl von Eigenschaften mehr algebraischen 
Charakters erinnern, die den Operatorausdriicken aus gequantelten Wellen- 
funktionen freier Felder zukommen. 
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‘ie betrachten einen typischen Operatorausdruck, der von den Werten 
or frequenzpositiven und -negativen Anteile solcher Funktionen in einer 
zahl von Raumpunkten 2, ..., %, abhangt und in der Normalform dar- 
estellt ist : 

ENR eg in) re pte en (fyi « 2 Lg) (2) % 


i (24) xe (2,1) 


Hitongen: Kivi.g:s<fis + (%y ... @,) sind gewisse ¢-Funktionen der * 


fariablen x,,..., os die infolge der Homogenitit der Raumzeit die Eigen- 
vhaft der Translationsinvarianz 


Ko cq es speee a EI MIRC yee) Jamiel « Ge ae Params 6k ee een na) Wet (| 


iese Funktionen werden wir als Koeffizientenfunktionen des gegebenen 
‘peratorausdrucks (2,1) bezeichnen. Im Zusammenhang mit der Singularitat 


Doo yecipes =... UH) (p). . . Dvar, (2,3) 


= (vax. ae) (p) s.. wht) (ae)... au (25): a0 uf) (p!) aa; Dyer) 
Ju bestimmen, was sich mit Hilfe der in der Form 


[uw (H, uh (p)], = 6 (E — p) Pag (X) (2,4) 


‘m der. Tat koénnen wir, wenn wir von u(+) (x) zur Impulsdarstellung tiber- 
lzehen, die Erzeugungsoperatoren w(*) (K,) nach links und die Vernichtungs- 


jyperatoren “? (K,) nach rechts ziehen, solange bis sie bei der Einwirkung 
‘auf die Zustandsamplitude des Vakuums Null ergeben. Die bei den Ver- 


q32* 
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Im Verlaufe der erwahnten Operationen sind wir zu Ausdriicken von der 
Form $ 


Cn We ig Oy ee 
me WY epee een ee, Pe ie ee ee tn) X 
«exp {i(E ma, —¥ pi xa)h F (po va (2,5), 
gelangt, wobei der Faktor 
1 (Pu, Pa) = IT] 6 (Po — Pa) 
dann auftritt, wenn ein Teil der Operatoren u( (p,) aus ®...,,...p'-.. mit. 


* 
Operatoren u—) (p,) aus ®...,...,... vertauscht worden ist. 
Infolge der bequemen Anwendung der Normalform der Operatorausdriicke 
(2,1) wird die Frage nach einer entsprechenden Reduktionsmethode interes- — 
sant. Natiirlich braucht man zur Reduktion von Operatorausdriicken, die 
Polynome in den Wellenfunktionen sind, auf die Normalform nur Produkte 


vom Typ AsyHAiy cou Ay (Eq) 


zu betrachten, in denen die A; (x;) Linearkombinationen der entsprechenden — 
Funktionen w+) (x;) und u—) (a;) sind. Das erwahnte Verfahren ergibt sich — 
aus einem wichtigen Satz, den WICK (2) aufgestellt hat und zu dessen 
Formulierung wir jetzt tibergehen. 

Wir betrachten zunachst den Fall n = 2, also das Produkt zweier linearer | 


Operatoren 
F A, (#;) Ay (22). 
Nach (1,11) kann sich dieses Produkt von dem Normalprodukt 
: Ay (2) Ap (2) : 


nur um einen c-Zahlen-Ausdruck unterscheiden, den wir als Paarung be- 
zeichnen!) und mit Hilfe einer darunter gesetzten Klammer schreiben: 


Ay (21) Ap (%) = : Ay (1) Ay (@p): + Ay (2) Ay (HQ). (2,6) 


Offenbar kann man die Paarung auch als Vakuum-Mittelwert des iiblichen 
Produkts definieren: 


A, (x1) Ay (%) = (Dyas A, (X,) Ay (x) Pyax) (2,7) 
Wir erhalten beispielsweise fiir ein Spinorfeld mit Hilfe von (1,23) 
ae yt tarps ten 
Ya (%) pp (y) = — Sap’ (% — y). (2,8) 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. Houriet, A. und A. Kinp, Helv. Phys. Acta 22, 319° 
(1949), Wicks ,,contradiction* bezieht sich auf die Differenz zwischen einem 7’-Pro- 
dukt und einem S-Produkt. 
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»nalog kann man auch die Paarung anderer Felder definieren. 


"ian den Wickschen Satz formulieren zu kénnen, hat man noch den Begriff 
‘1s Normalprodukts mit Paarung einzufihren. 


ir Punkte, die das Normalprodukt andeuten: 
MAG, Were Agi By) ct 1) 224g (25) Kee tip). 


‘vente. Auch die Linearitat des Normalprodukts hinsichtlich jedes Faktors 
ilgt aus dieser Definition. 

Vir definieren nun das Normalprodukt mit Paarung, indem wir beispiels- 
Yeise den Ausdruck 


an 
: A; (a,) A, (%2) Ag (x3) +» Ay (%) -. - An-y (@n-1) An (Xp): 

fem Produkt aller Paarungen 

A; (%) Ag (a3)... Ay (t%) An (Xn) 


hit dem Normalprodukt der itibrigen ungepaarten Operatoren und mit der 
tah] (— 1)" gleichsetzen, also 


= (— 1)" Ay (1) Ag (04). - Ae (4) An (44) 


——_—s 


x 2 Ay (%_) Ag (@1) . . - Anaad (%e-1) Aner (Ves) - - - Ana (%n-1) :- (2,9) 
Aierbei gibt 7 an, ob die Permutation 

fee ame cote el ee ee cy eh 1D 

tao ae Wi ii oa eer oa eke a de) Se tl 


‘zerade oder ungerade ist. 

Wir kénnen nun den Satz von WICK auf einfache Weise formulieren. Nach 
diesem Satz ist das gewohnliche Produkt linearer Operatoren gleich der 
tSumme aller entsprechenden Normalprodukte mit allen méglichen Paarun- 
igen, einschlieBlich des Normalproduktes ohne Paarung: 


1 it ee Wye oe Drains 4 ell aw: ae: PA eS 
eee AT, 2 Agape A ALA A, Agen (2,10) 
Zum Beweis brauchen wir folgenden Hilfssatz: 
/Sind A,, ..., A,, B lineare Operatoren, so gilt 
A Ae As eae ae Ay Ap. AyD Oe (2sT1) 


l<=ksn 
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Wir stellen fest, da& der Hilfssatz trivial ist, wenn B nur aus Vernichtung : 
operatoren besteht: dann ist 


A,B — 0. 
Nun betrachten wir den Fall, daB B ein Erzeugungsoperator ist. Hierbe: 
kann man sich offenbar darauf beschranken, daB A,, ... A, Vernichtung 


operatoren sind. In der Tat: Sind etwa gewlsse A; Erzeugungsoperatoren. 
so ist 4; B = 0, und man kann alle A; nach links aus allen Normalprodukte 


herausziehen und damit das Problem auf Vernichtungsoperatoren redu 
zieren. Um aber den Ausdruck 


DAL? Ae BO ALO Os ARBOR 
in der Normalform darstellen zu kénnen, hat man n Vertauschungen vo 


BC) mit jedem der AS (i = 1, ..., n) vorzunehmen. Wir erhalte 
dadurch die Formel (2,11), die somit bewiesen ist fiir den Fall, wo all 
auftretenden 4, ..., A,, B entweder Erzeugungs- oder Vernichtungsopera-. 
toren sind. Wegen der angegebenen Linearitiatseigenschaft ist dann abe 
der Hilfssatz (2,11) auch allgemein fiir lineare Operatoren bewiesen. 

Wir stellen fest, daB sich der Hilfssatz unmittelbar auch auf den Fall von: 
Normalprodukten mit beliebiger Anzahl von Paarungen verallgemeinern: 
laBt, denn ein solches ist bis auf den Faktor (— 1)" gleich dem Produkt! 
dieser Paarungen (c-Funktionen) mit allen ibrigen ungepaarten Operatoren. 
Nach dieser Bemerkung gehen wir zum Beweis des Satzes von WICK iber. 
Offenbar gilt der Satz fiir n = 2. Wir benutzen also ein Induktionsver- 
fahren. Angenommen, die Beziehung (2,10) gelte fiir Produkte von n linearen 
Operatoren A; wir wollén seine Giltigkeit auch fiir Produkte von n + 1 
Operatoren nachweisen. Zu diesem Zweck multiplizieren wir die Gleichung 
(2,10) von rechts mit einem linearen Operator A,,,. 

Nach dem bewiesenen verallgemeinerten Hilfssatz ist nun das Normal- 
produkt von Operatoren A,...A, mit einer beliebigen gegebenen Anzahl 
von Paarungen unter diesen Operatoren, vor rechts im iiblichen Sinne mit 
einem Operator A,,, multipliziert, gleich der Summe der Normalprodukte 
der Operatoren A,,...A,,,, in denen auBer den bereits vorhandenen Paarun- 
gen zwischen den Operatoren A,...A, alle méglichen (darunter auch die 
Nullpaarung) Paarungen der gies Operatoren aus der Menge A,, ... A, 
mit A,,, enthalten sind. Wir sehen also, daB das gewohnliche Produkt del 
n + 1 linearen Operatoren A,, ..., Ani, die Summe der Normalprodukte 
mit allen moglichen Paarungen ist, womit der Induktionsbeweis abgeschlos- 
sen ist. 

Dies war der Beweis fiir den Satz von WICK. Man sieht leicht ein, daB dieser 
Satz auch auf den Fall anwendbar ist, da8 mehrere Faktoren im Normal- 
produkt-Zeichen stehen: 


b Aly ep KARO AR aaa Aili Soe be teal pent eee ere (2,12) 
In diesem Fall la8t sich der Satz von WICK genauso formulieren wie fir 
ein reines Produkt, nur mit dem trivialen Unterschied, daB man hier die 


Paarung zwischen den Faktoren eines bestimmten Normalproduktes nicht 
zu beriicksichtigen braucht (gleich Null setzen kann). 
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‘a Zur Veranschaulichung des Satzes von WICK betrachten wir das Produkt 
§zweier Spinorstrome. Nach (2,10) und unter Beriicksichtigung von (2,8) gilt: 
(x) i (y) = 29 (a) yy (2): 9 (yy vty): = 
= (x) yy (2) B (y) vp (y) + 2 (a) yy (x) By) Fp (y) s+ 
Sa EE ores oe 2 


———— | ee | 
+:y (zy yp (zeo(yy yy): +:9 (a) yy (x) v (y) yyy): = 


§ = Sp {7 SO (2 — y) ¥ SO (y — 2)} — i: p (2) yk SO (w@ —y) Y p(y): — 
. —t: p(y) y SO (x — y) yy (a): +29 (x) Fy): (2,13) 
{ Wir untersuchen nun die Frage nach der Struktur der Koeffizienten- 


§ funktionen, die bei der Multiplikation von Operatorausdriicken auftreten. 
/ Wir betrachten zwei beliebige Operatoren A, (x,,...2,) und A, (y,,.-~- Ym), 


} die zu dem betrachteten Typ (2,1) mit den Koeffizientenfunktionen K) 


| (a... %,) und K®) (y,,... Y,) gehdren. Dann gehOrt natiirlich das Produkt 
} dieser Operatoren 
! ; GMa cc Ug) aa (Urstecs-os Yea) (2,14) 


| ebenfalls zu dem betrachteten Typ, und seine Koeffizientenfunktionen haben 


{/ nach dem Satz von WICK die Form 


: KO (4, 665 tg) KO (yy, «5 Ym) TAO (2% — 4). (2415) 
q Da die Funktion D(—) (x) und erst recht die Funktion 
0 

IANS cma ed (ss) DD AG) 


» auf dem Lichtkegel einen hohen Singularitatsgrad hat, kann man ernst- 
lich im Zweifel sein, ob Ausdriicke von der Form (2,14), (2,15), die Produkte 


| dieser Funktionen in beliebiger Anzahl enthalten, einen realen Sinn haben. 
/) In Zusammenhang damit mu8B man untersuchen, welche Bedingungen an die 


Koeffizientenfunktionen der Ausdriicke vom Typ (2,1) zu stellen sind, damit 
man diesen Ausdriicken einen bestimmten Sinn beilegen kann, oder, wie 
man auch sagt, damit sie keine ,, Divergenzen“ enthalten. 

Zunachst ist klar, daB wir nicht fordern kénnen, da die Koeffizienten- 
funktionen K (a, ..., %,) Funktionen im iblichen Sinn der Mathematik 
sind; denn wir miiBten dann ,,singulare‘‘ oder ,,uneigentliche‘’ Funktionen 
wie 6 (x), (Dz) usw., mit denen man es in der Quantentheorie der Felder 
staindig zu tun hat, ganz aus der Betrachtung ausschlieBen. 

Es liegt deshalb nahe anzunehmen, da die K (2, ... 2,) als uneigentliche 
Funktionen definiert sind. 

Wir versuchen zunaichst das zu formulieren, was hiertiber normalerweise 
‘in den Arbeiten zur Quantentheorie enthalten ist, aber in der Regel nicht 
deutlich genug gesagt wird. Man sieht leicht ein, da8 im Unterschied zu den 
iiblichen Funktionen die singularen oder uneigentlichen Funktionen nicht 
dadurch festgelegt sind, daB man ihre Werte fiir simtliche Argumentwerte 
vorgibt (fiir eine bestimmte Menge von Argumentwerten kénnen sie unend- 
lich oder ganz unbestimmt sein), sondern durch Angabe der Integrations- 
regeln ihrer Produkte mit hinreichend regulaéren Funktionen. 
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Mit anderen Worten: eine uneigentliche Funktion wird durch die Vorgabe 
eines entsprechenden linearen Funktionals in einem geeigneten ,,linearen 
Raum“ hinreichend regulirer Funktionen festgelegt. £ 
Wir kénnen natirlich hier keinen auch nur angenahert umfassenden Uber- 
blick iiber die gesamte Theorie der uneigentlichen Funktionen geben und 
beschrainken uns deshalb auf die wichtigsten Formulierungen, die sich nur 
auf diejenigen Eigenschaften der speziellen Koeffizientenfunktionen be- 
ziehen, die wir im folgenden unmittelbar bendtigen werden. 

In der Theorie der uneigentlichen integrierbaren Funktionen wird bewiesen, 
daB sie stets FOURIER-Bilder besitzen und daB man sie stets ohne Ver- 
letzung der Integrierbarkeit differenzieren kann. 

Wir gehen nun zur Formulierung der Definition der Koeffizientenfunktionen 
K (x,...%,) tiber. Zu diesem Zweck fiihren wir die Klasse C (qg, 7, ) der 


Funktionen F (a,, ... %,) ein, die in simtlichen Ableitungen bis zur q-ten 
Ordnung einschlieBlich stetig sind und fiir die alle Produkte 
; OF Ble Aten ts) ein Be 
ai +) elas, ce o ~ Oab.. Date” Pp — 0, ii es =>; (2,16) 
beschrankt sind. : a,B = 0,1, 2,3 


Entsprechend unserem Standpunkt werden wir die Funktion K als gegeben 
und integrierbar betrachten, wenn das lineare Funktional 


Yeasts canta) (2c teen ee eal (2,17) 


in dem linearen Funktionenraum der F aus der Klasse C (q, r, n) definiert 
ist, wenn auch nur fiir hinreichend groBe gq und r. Wir werden diese For- 
derung als ,,Integrabilitatsbedingung‘‘ bezeichnen. 

Die tatsachliche Konstruktion der Koeffizientenfunktionen erfolgt zweck- 
maBigerweise mit Hilfe eines uneigentlichen Grenziiberganges. 

Als ,,konvergent im uneigentlichen Sinne“’ bezeichnen wir hier eine Folge 


1. G7a (ee Nee) Me Shoe 
fiir die die entsprechende Integralfolge 
[Ku ra sk 9 We ais ieee pe AS re ee (2,18) 


fir jede Funktion F einer Klasse C (qg, 7, n) aus dem linearen Raum. 
fiir den das Funktional (2,18) definiert ist, im tiblichen Sinne konvergiert. 
Wir miissen hervorheben, daB solch ein uneigentlicher Grenziibergang im 
Grunde bei der Betrachtung der singuliren Funktionen in der Quanten- 
theorie standig benutzt wird, obwohl man in der Regel nicht auf den Unter- 
schied zum wtblichen Grenziibergang aufmerksam macht. Das gilt beispiels- 
weise fiir simtliche Grenzdefinitionen der DiRAcschen 6-Funktionen. 

Unter diesem Gesichtspunkt betrachten wir jetzt das Problem der Approxi- 


mation der Funktion AS (a), die durch die formale Beziehung 


ed he) 
ASP (a) ae (- xa) OW ea Ne 
_ annle* Pap (— k) 0 (hk) 5 (k2 — m2) dk, (2.19) 
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+f (k° > 0), 


UW es 

aie 0. (k- = 0) 

‘| Wir stellen zunichst fest, welcher Sinn dem hier auftretenden Integral mit 
unendlichen Grenzen zukommt. Bekanntlich definiert man ein gewéhnliches 
) Integral tiber ein unendliches Integrationsgebiet als Grenzwert der Inte- 
grale mit endlichen Integrationsgebieten, die unbeschrankt wachsen und 
“fin der Grenze das ganze gegebene unendliche Gebiet erschépfen. Es liegt 
| also nahe, Integrale vom Typ 


K (a) = f et** P (k) 6 (k®) 6 (k? — m2) dk (2,20) 
Hl mit einem Polynom P (k) als uneigentlichen Grenzwert der Integrale 


Kg (a ee oa) alee miiak (2,21) 


{ bei unbegrenzter Erweiterung des Gebietes G zu definieren. 

! Beim Ubergang zur Impulsdarstellung und unter Benutzung der Integrabili- 
4 tatsbedingung kann man zeigen, da dieser uneigentliche Grenzwert tat- 
) sadchlich existiert und unabhangig von der Folge der Gebiete G, ist, die 
} gegen G streben. Hierbei zeigt sich, daB, wenn der Grad von P (k) gleich » 
‘8 ist, fir jede Funktion F (x) aus der Klasse C (y + 3, 5, 1) dieser Grenzwert 
i die Form 


[ K(x) F (de = | Fae. P (be, t) Se 
er inee (2,22) 
hat, wobei F (k°, f) = = | F(z) a) tke dx (2,23) 


ist. Die Beziehung (2,19) definiert also tatsachlich eine integrierbare uneigent- 
liche Funktion AGE (x), wobei 


[as (x) F («) dx = age | FD Peo — 0 Sh (2,24) 


Wie eben bemerkt wurde, ist AG (x) der uneigentliche Grenzwert einer 
Folge regularer Ausdriicke 


aa / e-tkx Py, (—k) 0 (k°) 5 (k2 — m2) dk. (2,25) 


Diese Approximation hat jedoch einen Nachteil: Die Ausdriicke (2,25) sind 
nicht kovariant, denn bei einer LORENTZ-Transformation andert sich das - 
Integrationsgebiet. 


Um die Funktion Ae: (2) zu approximieren, natitirlich im uneigentlichen 
_ Sinne, aber mit Hilfe stetiger und auSerdem auch kovarianter Funktionen, 
_ benutzen wir die bekannte Regularisierungsmethode von PAULI-VILLARS (4). 
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Sie benutzt gewisse ,,Hilfsmassen“ und setzt 


reg [Aya (x)] = Pap (— i x) reg [DO (2)], 
reg [DO (x)] = DO (2) + Yo Diuy (2), 


1lsjs 


(2,26) 


hierbei ist Dj; (x) der frequenznegative Anteil der PAULI-Funktion mit der 
Masse M, und die Zahlen c; werden durch das Gleichungssystem 
1 + Dy Cj = 0, 


1S<j<l 
m: + > co; Mj =0, 
I 
m2 ¢—1) +> C; Mj) == {} 

bestimmt. j 
Man kann zeigen, daB im Grenziibergang, bei Zunahme der Hilfsmassen, 
die Funktionen Die tiberall gegen Null gehen, aufer in einer unendlich 
kleinen Umgebung der Lichtkegel; ferner kann man die Massen MM; stets 


so wahlen, daB bei M; > coalle Koeffizienten beschrankt bleiben. Man kann 
also setzen 


D\—) (x) = lim reg [D(~) (x)], (2,28) 


M;>00 


wobei das Symbol des Grenziiberganges wieder uneigentliche Bedeutung 
hat. 

Wie aus der Struktur der D(—)-Funktion hervorgeht (4), ist das so definierte 
reg [D‘—) (x)] stetig und besitzt stetige partielle Ableitungen bis zur (J — 2)- 
Ordnung einschlieBlich. Bei ie vy + 2(y ist der Grad des Polynoms Pyg) 
ist also die Funktion reg [A; ) ebenfalls stetig. 

Wir wenden uns nun der Wage nach der Bestimmung des Paarungsproduktes 
aus dem Satz von WICK zu: 


Il Aa (peer )o O, ee ee (2,29) 


Hierbei ist hervorzuheben, daB die Notwendigkeit einer besonderen Defini- 
tion der Produkte fiir uneigentliche Funktionen typisch ist. Eine uneigent- 
liche Funktion ist namlich durch die Festsetzung ihrer Integrationsregeln 
nur fiir die Produkte mit hinreichend reguliren Funktionen definiert, und aus 
diesen Regeln ergibt sich noch nicht unmittelbar das Verfahren zur Inte- 
gration von Produkten mehrerer singulérer Funktionen. 
Wir miissen also die Methode des uneigentlichen Grenziiberganges auch 
hier anwenden und den Ausdruck (2,29) mit Hilfe einer konvergenten Folge 
regularer Funktionen definieren. 
~ Die in (2,29) ausgefiithrte formale Multiplikation fiihrt mit Hilfe der Dar- 
stellung (2,19) auf den Ausdruck 
tL ky ty 
al AG (a = %;) sf BONA ieee keV ak ee ee (2,30) 
(s>7) 
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bei ist 
a ae sae wer [ILA b (lic +E bass, — 3 dart) X 
x IT {P. ap (— Aap) 8 (Aag) on 2a eae ith (2,31) 


> hip, = me ky +e AasB 
8>r 


42 Kp ty : 
line haa), eae PS im? |e CS Ar Po hy) dks 27 ake M232) 
T-w To |) 


Ty 


ei unbeschrankter Erweiterung des Gebietes J’ in dem 4 n-dimensionalen 

Tiaum der Punkte k,, ...k,, das in der Grenze diesen gesamten Raum iiber- 

eckt, definierer’ kann. 

Therbei zeigt sich, dai die entsprechende Limesgleichung zwischen den 
vunktionalen 


lim [ K ( (Gop eeek LU e ie) ig (As AN con MeO i Seotledl, Dnt 
T-+co* 
Sd (ti Tl A (a, — 2,) d@,...d%, (233) 
sable 


Jn der Klasse Civ+2N+1,4n+ 1,7) gilt, wobei » die Summe der 
fxrade simtlicher N-Polynome Pz z, ist. 
Pp? untersuchte Produkt (2,29) der singularen Funktionen Di, ) 14Bt sich 


i Tunktionen reg [De Sa SR TTI In diesem Fall nimmt die Beziehung 
» 2,33) folgende Form an: 


lim fe Eee ey \ reg Ai (x, — xh dx, Sons 


M;>0 r>s 
= [Fi parte Peay IT ra ale xy} da, poe 5. (2,34) 
iwobei PCr ta Pe A 2 nk, 7) 


Wir stellen noch fest, daB die angefiihrten Uberlegungen sich auch auf den 
allgemeinen Fall der Koeffizientenfunktionen ausdehnen lassen, die sich 
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durch Multiplikation zweier Operatorfunktionen vom Typ (2,1) mit verg 
schiedenen Argumenten ergeben, und da die entsprechenden Ausdriicke 


K (a... 65 ta) Q(Yss + «> Ym) T] Ade (% — ¥) 


als integrierbare uneigentliche Funktionen definiert werden kénnen. 

Hierbei sind (a,, ..., %,, Y;, ---, Ym) unabhangige Argumente, wihrend 
und Q integrierbare translationsinvariante Koeffizientenfunktionen sind 
Fir Ausdriicke dieser Form kann man folgenden allgemeinen Satz beweisen 
Wenn Ky (2, --- Xn), Qu (Yi; --- Ym) translationsinvariante Koeffizienten: 
funktionen sind und im uneigentlichen Sinn gilt 


Ky (x, ee) a he K (xj, ame ae Ln) 5 Qu (Y, Bade) Ym) > Q (YH, a) Ym): 
wenn ferner die Argumente 2, ..., 2, Yj, ---> Ym UNabhangig sind, so gilt 
Ky (%, «5 9) Qt (Yas «+> Ym) [veg Aen? (a — yj) > 
> K (a, 2. +5) Q (Ys + 5 Yd TT ASP (@ — 1). (2,35) 


Der Beweis fiir diesen Satz griindet sich ahnlich wie der Beweis der Be- 
ziehung (2,34) auf die einfache Tatsache, daB aus der Beschranktheit eine 
Summe negativer Frequenzen auch die Beschrinktheit jeder einzelnen: 
Frequenz folgt, ferner darauf, daB wir allein das Produkt frequenznegative 
Anteile von A-Funktionen betrachten. Unsere Analyse laBt sich auch 
trivialerweise auf den Fall iibertragen, daB an Stelle von A‘ nur A). 
Funktionen vorkommen. 

In der Theorie der wechselwirkenden Felder hat man es auch mit Pro. 


dukten der sogenannten Kausalfunktionen A{,(x) zu tun: 


: a 
Aas (x) = aeee =| D (x x), 


De ( =a ekrdk 
27)* | m* — k? — ie’ 


epee sated (2): Del. a? 
. —D) (x) bei 2° <0, 


sie werden auch als FEYNMANSsche Ausbreitungsfaktoren bezeichnet. Often: 
bar treten in den A,-Funktionen sowohl positive als auch negative Fre- 
quenzen auf. Infolgedessen ist ein Produkt von der Art 


Il Aa (at US %s) 

("<s) 
keine definierte integrierbare Funktion mehr, und eine uneigentliche Limes- 
relation vom Typ (2,34) gilt hier nicht. 
Wir gehen nun zur Betrachtung von Operatorausdriicken iiber, die durch 
unendliche Summen von der Form (2,1) dargestellt werden. Zunachst 
stellen wir fest, daB das Vorhandensein der Limesrelationen (2,34) einen 
moglichen Einwand gegen den oben durchgefiihrten Beweis des Satzes von 
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ICK zunichte macht; dieser Einwand beruht darauf, da8 im Verlaufe 
‘alieses Beweises singulare Funktionen multipliziert worden sind. 
“& in Beweis des Satzes von WICK, der von diesem Mangel frei ist, laBt sich 


Wir betrachten zunichst dén fiktiven Fall, daB die Feldoperatoren Ver- 
itisauschungsrelationen geniigen, in denen die Funktionen 4, durch reg {Aas} 
ersetzt sind und fiihren den Beweis des Satzes von WICK genauso durch, 
v§wie oben gezeigt wurde. Infolge der Stetigkeit der regularisierten Funk- 
itionen ist dieser Beweis dann noch vdllig streng. Zum Ubergang zum realen 


‘der die Regularisierung aufhebt. 
‘Ebenso kann man mit Hilfe noch allgemeinerer Limesrelationen (2,35) 
‘leicht begriinden, da& die Multiplikation zweier integrierbarer Operator- 


A, (2% Bertie tea Xn) A, (Y,; oaascue 9, Ym) 


imit unabhangigen Argumenten einen Sinn hat. 

#Als integrierbar bezeichnen wir Operatorausdriicke, die durch endliche 
@Summen vom Typ (2,1) dargestellt werden, in welchen alle Koeffizienten- 
"Tfunktionen der Integrabilitatsbedingung geniigen. 

“G Gegeben sei nun irgendeine integrierbare Operatorfunktion A (2,, ... 2,); 
‘) wir betrachten das Integral 


LAs; durbie tg hi (Bin AO day kad tes (2,36) 


§ Durch Ubergang zu den Matrixelementen des Ausdruckes (2,36) finden wir 
| mit Hilfe der Formeln (2,5), daB diese Elemente die Integrale 

TE Dy Ty —tZ pry 
Wire os Coot eae Age) C EO Sreek ae) Oda 1 Ae, 
) enthalten, die auf Grund der Integrierbarkeitseigenschaften der Koeffizienten- 
i funktionen K...,...,... endlich sind. Man kann also die Operatorintegrale 


¢ (2,36) als konvergent betrachten. 
1 Im gleichen Sinn konvergent sind auch Integrale vom Typ 


PANG a Pern, oP Ly se. egy) iq. io ONE (2,37) 


f mit .,einer unausgefiihrten Integration’. Diese Tatsache ergibt sich un- 
6 mittelbar aus der Translationsinvarianz der Funktion A. 

4 Nachdem wir die Konvergenz der Operatorintegrale von der Form (2,36) 
1 und (2,37) festgestellt haben, kénnen wir sagen, daB wegen der Allgemein- 


garantierter Konvergenz ziemlich eng ist. So gehéren zu dieser Klasse keine 


| Integrale der Form 
t {Ala Wa) dey, 20a, 


4 erstreckt tiber den gesamten unendlichen Raum der Punkte a, ... 2p, 
» denn ihnen entspricht eine Funktion F = 1, die im Unendlichen nicht ver- 
| schwindet. Die Matrixelemente der Operatorintegr ale dieser Form bedirfen 
\ deshalb einer gesonderten Bestimmung. 


458 N.N. BoGOL]UBOW und D. W. ScHIRKOW 


Bisher haben wir Operatorfunktionen der Punkte 2,, ... 2, betrachtet, die 
sich durch die frequenzpositiven und -negativen Anteile der gequantelten 
Feldfunktionen ausdriicken lassen. 

Von groBer Bedeutung ist nun ein speziellerer Typ von Operatorfunktionen, 
in denen die gequantelten Feldfunktionen sozusagen ,,als Ganzes unter 
dem Zeichen des Normalproduktes auftreten: 


TA (Dae oy hg) Se eng fom (eno wie ay tenet lee Cs) ate oe (2,38) 


Gehen die FERMIschen Feldfunktionen hier nur in geraden Kombinationen 
ein, so werden wir eine solche Summe als ,,polylokalen Operator be- 
zeichnen. 

Aus der gegebenen Definition und dem Satz von WICK geht sofort hervor, 
daB8 die Multiplikation mehrerer polylokaler Operatoren wieder zu einem | 
polylokalen Operator fihrt. 

Die polylokalen Operatoren besitzen folgende wichtige Eigenschaft: 


[Ay (x4, soe) a As (H, SH kal Ym) \- =F 0, (2,39) 


falls jedes x, in bezug auf jedes y, raumartig ist. Diese Eigenschaft ergibt 
sich unmittelbar aus dem Verschwinden der Vertauschungsfunktionen 
Aag (x, — yj) auBerhalb des Lichtkegels sowie aus der Geradheit der Anzahl 
antikommutierender FERMI-Funktionen in den polylokalen Operatoren | 
A, und A,. 
Wir betrachten nunmehr den Fall x = 1. Dann hangt der polylokale Operator | 
nur von dem Verhalten der Feldfunktionen in dem einen Punkt 2 ab, und 
wir werden ihn dementsprechend als lokalen Operator bezeichnen. Aus (2,39) 
folgt fiir zwei lokale Operatoren 


[4, (x), A, (y)|- = 0 (2,40) 


fiir ein x, das in bezug auf y raumartig ist. 

Wir stellen noch fest, daB es bei nm > 1 vorkommen kann, daB der polylokale 
Operator tatsichlich nur vom Verhalten der Feldfunktionen in einem ein- 
zigen Punkt abhangt. 

Seien beispielsweise in der Summe (2,38) alle Koeffizientenfunktionen K 
fiir alle x, ... x, gleich Null mit Ausnahme der Punkte, fiir die gilt 


2, ees ee tae, 
Natiirlich kénnen ‘solche Funktionen K nur aus Ausdriicken 
6 (%, — &)... 6 (4, — ap) 


und ihren partiellen Ableitungen aufgebaut sein. Da die Koeffizienten- 
funktionen definitionsgem&8 translationsinvariant sein miissen, hat der all- 
gemeine Ausdruck fiir sie im betrachteten Fall die Form 


a(.- 2 ++) 3 (a) 8 (4 =), 


0 Oh a: 
wobei Z |{--- da) ein Polynom in den —~ mit konstanten Koeffizienten 


0 xy 
ist. 
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I n polylokalen Operator mit Koeffizientenfunktionen dieses Typs werden 
“Gals ,,quasilokal’ bezeichnen. 


Integration eines quasilokalen Operators iiber alle Argumente 2,,..., 2, 
jer einem fiihrt zu einem gewohnlichen lokalen Operator. 


§ 3. Grundbegriffe der Theorie der wechselwirkenden Felder 


ine der verbreitetsten Methoden, die in der tiblichen Quantenmechanik 
ia Untersuchung des Verhaltens dynamischer Systeme angewandt werden, 
‘die bekannte SCHRODINGER- Darstellung. In dieser Darstellung wird das 
Iyhalten des dynamischen Systems mit Hilfe einer zeitabhangigen Wellen- 
wiktion Y (¢) beschrieben, die durch die SCHRODINGER-Gleichung?) 

OW (t) 


Sem ee ee (3,1) 
orbei ist H der HAMILTON-Operator, der der Gesamtenergie des ganzen 
jstems entspricht und fiir abgeschlossene Systeme nicht von der Zeit ab- 
Mgt. Allgemein werden in dieser Darstellung die dynamischen Variablen 
jseschlossener Systeme durch Operatoren gekennzeichnet, die nicht 
“Dlizit von der Zeit abhingen. Ihre Mittelwerte 

* 


A, = (% () AY (p) (3,2) 


§anen jedoch tber die Wellenfunktionen WY (#) von der Zeit abhangen. 
itrachten wir den Operator H als zeitlich konstant, so kénnen wir die 
Jeichung (3,1) formal integrieren und schreiben 


Ht. 
With=e' WY, 


bei Y = const. nicht von der Zeit abhangt. 
tzen wir diesen Ausdruck in (3,2) ein, so erhalten wir 


Racks Hey lt 
A, = ee 1 Ase 2 v). (3,3) 
e Formel (3,3) kann man als Mittelwert des Operators 
eh a pl 
A(t)=e * Ae’, (3,4) 


‘+r von der Zeit abhangt, in bezug auf die zeitunabhangige Funktion Y 
uten. Wir kommen so zur HEISENBERG-Darstellung, in der nicht die 
ellenfunktionen, sondern die dynamischen Variablen explizit von der 
sit abhangen. Wie man sieht, sind unter dem Gesichtspunkt der Bestimmung 
x beobachtbaren Werte der dynamischen Variablen beide Darstellungen 
iillig gleichwertig. Differenzieren wir (3,4) nach der Zeit, so sehen wir, daf 


| Anm. d. dtsch. Red.: Der Autor verwendet ein MaBsystem mit h = 1, c= 1. 
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in der HEISENBERG-Darstellung das Entwicklungsgesetz der dynamische: 
Variablen durch die Gleichung 

0A (t) 


-—_— = [A i) (3,8 


gegeben wird; hierbei ist 

[a, b] = ab — ba 
die PoIssON-Klammer. 
Interessant ist die Feststellung, da in der klassischen Mechanik die Zeit 
abhangigkeit der dynamischen Gréfen ebenfalls durch die Gleichungen (3, 
mit den klassischen PoIssoN-Klammern gegeben wird. 
Bei der Anwendung der SCHRODINGER-Darstellung auf den uns interes 
sierenden Fall der Wechselwirkung gequantelter Felder haben wir de: 
gesamten HAMILTON-Operator H in zwei Teile zu zerlegen: 


ee (3, 


Hierbei ist H, der HAMILTON-Operator des freien Feldes und H, der HAMIT 
TON-Operator der Wechselwirkung: 


Hy = { Hy (2) de; Hy =f Ay (2) de. (3,% 


Die Energiedichte Hy (r) baw. Hy (zy) ist eine Kombination der Feldfunk 
tionen, bezogen auf einen festen Zeitpunkt, beispielsweise 


wu (0, t) = U(x) [ero 


Bei der Behandlung der Wechselwirkungsprozesse. zwischen den Felder 
geht man deshalb gewohnlich von der SCHRODINGER-Gleichung aus, di 
folgendermaen geschrieben wird: 


t 
FO yt Hy) HO. (3.8 
Eine der grundsatzlichen Schwierigkeiten der gegenwartigen Quanter 
theorie der Felder realer wechselwirkender Teilchen ist die Notwendigkei’ 
in die Betrachtung ein Feld fiktiver nicht wechselwirkender Teilchen eir 
zubeziehen und die Wechselwirkung als Zusatzfaktor zu behandeln, der di 
Eigenschaften des dynamischen Systems beeinfluBt, einen Faktor, der ,,eir 
geschaltet’ und ,,abgeschaltet‘‘ werden kann. Auf den ersten Blick schein 
hier kein Grund zur Kritik vorzuliegen. Tatsaichlich stehen doch die Teilche 
nur bei hinreichender Annaherung in intensiver Wechselwirkung mit 
einander. Es kénnte also den Anschein haben, als ob bei groBen Abstinde 
zwischen ihnen die Wechselwirkung zwischen den Feldern unwesentlie 
wirde und da es in gewisser Naiherung zweckmaBig ware, von ihr abzt 
sehen und die realen Teilchen als frei zu betrachten. 

Wenn wir so argumentieren, itibersehen wir jedoch, da8B die Teilchen i 
standiger Wechselwirkung mit dem Vakuum als besonderem physikalischer 
..Medium**, in dem sie sich bewegen, stehen. 

Es ist also angebracht, beim Aufbau der Theorie von Anfang an mit reale 
wechselwirkenden Teilchen zu arbeiten und die kiinstliche Vorstellung de 
fiktiven freien Felder nicht einzufihren. 
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ies 
£ keine Wechselwirkung vorhanden ist, nimmt die Grundgleichung (3, 8) 


. OY (t) 
ae a Hy (t) 
ch formale Integration erhalten wir 
a 
ti Tira 6. (3,9) 


1) Konstante ® haben wir bei der Betrachtung freier Felder als Zustands- 
ieee bezeichnet. Im Fall wechselwirkender Felder gentigt der Aus- 
i kénnen diese Grundgleichung jedoch verallgemeinern, indem wir setzen 
Hot 
W(t) =e ° P(t) (3,10) 
@ @(t) als neue Zustandsamplitude betrachten. Vom mathematischen 
Jndpunkt aus haben wir hier eine Substitution einer unbekannten Funk- 
ja vorgenommen, ganz analog der in der Theorie der Differentialgleichungen 
jutzten Methode der Variation der Konstanten. Setzen wir (3.10) in die 
findgleichung (3,8) ein, so erhalten wir 
is Hot 


SF aD(t i 
: Hye ' Bit) + ie* pede l= (jie 0), 
hi _Hot Hot 
i rw =e ‘He Git) 


& erdrtern nun die Bedeutung des gewonnenen Ausdruckes. In der Glei- 
‘Ging (3,7) ist die Dichte der Wechselwirkungsenergie H, (rt) eine Linear- 
(mbination von Ausdriicken vom Typ 


Hi; (r) = Ua (a; 0) 22+ Uy, (t, 0), 


Fitment Hot Hot Hot Hot 
; i 


Bee RiT io! ae ne (EPO) 6 ee u(r Oye 


"imit entspricht die Einwirkung des Operators 


Hot Hot 
ety ce 
é pO 


it H, einer Ersetzung der zeitunabhangigen Operatorfeldfunktionen 
i x, 0) durch die zeitabhangigen Operatorfunktionen 


_ Hot Hot 
u(x)=u(z,th—e “u(t, Oe * 


ir gehen hier also zur HEISENBERG- Darstellung fiir die Operatorfunktionen 
M's freien Feldes tiber. 
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Zur Bestimmung von @(t) haben wir nun eine Gleichung von der Form 


0@ 
iF =H) OO), 


H, (t) = [ H, (t,t) dz, (3,1 


wobei sich der Operator H, (x, t) aus H, (g) durch die Ersetzung der Fun! 
tion u(r, 0) durch wu (¢) ergibt. Diese Darstellung der SCHRODINGER-Gle 
chung bezeichnet man als ,, Wechsel wirkungsdarstellung*‘. 

Wir betrachten nun die Ausdriicke fiir die dynamischen Variablen in di 
Wechselwirkungsdarstellung. Setzen wir (3,10) in (3,2) ein, so erhalten w 


Ayt Ht 
(P(t) Av) = eye ag isha yee 


pats * 
ee A, = (@(t) Aw (t) (0), 
Hot Bat 
mit Aw(t)=e ‘Ae’. 


Wir sehen also, daB8 in der Wechselwirkungsdarstellung die Operatoram 
driicke fiir die dynamischen Variablen als Funktionen der Feldoperatorr 
in der HEISENBERG- Darstellung fiir freie Felder aufzufassen sind. Mit andere 
Worten: es werden die Operatoren der dynamischen Variablen durch Forma 
gegeben, die von den Feldfunktionen 


wu (x, t) = u (x) 


abhingen; diese Feldfunktionen geniigen den homogenen Gleichungen & 
freien Felder. 
Wie man sieht, besteht der Hauptmangel aller angegebenen Darstellung: 
der SCHRODINGER-Gleichung, u.a. auch der Wechselwirkungsdarstellung, 
der ausgezeichneten Rolle der Zeit, d. h. in der explizit nicht kovariant! 
Formulierung. Dieser formale Mangel der Theorie wurde in einer besonde 
Modifikation der Wechselwirkungsdarstellung, die von TOMONAGA ul 
SCHWINGER (9, 6) entwickelt wurde, beseitigt. In dieser Modifikation wi 
nicht mehr mit den Flachen ¢ = const der vierdimensionalen Raumz 
gearbeitet, sondern es wird eine allgemeinere Klasse raumartiger Flache 
eingefihrt. 

Wir erwahnen, da8 wir schon mit Hilfe der Gleichung (3,11) eine sehr wie 
tige charakteristische GréBe des Systems, die sogenannt Streumatrix o 
S-Matrix einfiihren konnen. Dazu stellen wir uns vor, wir untersuchten ein: 
ProzeB, zu dessen Anfang und Ende nur weit voneinander entfernte Teilch 
vorhanden sind, die sich als frei betrachten lassen. 

Um die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die bei diesem Proze8 erfolgend 
Streuungen und Umwandlungen von Teilchen berechnen zu kénnen, k 
trachten wir einen Fall, bei dem die Wechselwirkung H, () in unendlich 
Vergangenheit adiabatisch eingeschaltet worden ist und in unendlich 
Zukunft adiabatisch abgeschaltet wird. 
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Bezeichnen wir dann die Amplitude des Anfangszustandes mit ® (— oo), 
die Amplitude des Endzustandes mit ® (oo), so kénnen wir diese beiden 
GroBen durch die Beziehung 


@ (co) = SD (— ov) (3,12) 


verkniipfen, wobei der Operator S als Streuoperator oder als Streumatrix 
bezeichnet wird. Die Quadrate der entsprechenden Matrixelemente des 
Operators S bestimmen die Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Wir- 
kungsquerschnitte fiir die méglichen Streu- und Umwandlungsprozesse der 
Teilchen. 

| Um auswertbare Formeln zu gewinnen, kénnte man, von der Gleichung 
_ (3,11) ausgehend, ihre Losung mit Hilfe der Methode der sukzessiven 
Approximationen in Form einer Reihe nach Potenzen der kleinen Wechsel- 
wirkung konstruieren. Man erhalt dann einen Zusammenhang zwischen 
@® (— oo) und @ (co) von der Form (3,12), wobei der Operator S als Reihe 


co 


+00 t 
S=1—i/H,(dt+(—ip fH, (dt fH, (d+... 


geschrieben wird. 

Eben auf diesem Wege, d.h. ausgehend von der SCHRODINGER-Gleichung in 
irgendeiner Varianten der Wechselwirkungsdarstellung, wird die S-Matrix 
auch in den meisten vorhandenen Untersuchungen iiber die Quantentheorie 
der Felder behandelt (4, 5, 6, 7). 

Unseres Erachtens miiSte man richtiger von dem Schema ausgehen, das 
STUECKELBERG (8, 9) vorgeschlagen hat; in diesem Schema wird eine 
verallgemeinerte S-Matrix ohne Bezugnahme auf den HAMILTON-Formalismus 
eingefiihrt. Seine Rolle bei der Festlegung der Form der S-Matrix spielen 
hier explizit formulierte physikalische Bedingungen, unter denen das 
Kausalitatsprinzip am wichtigsten ist. 

STUECKELBERG konnte jedoch keine hinreichend klare und allgemeine 
Formulierung dieses Prinzips aufstellen, so da seine Gedanken keine weite 
Verbreitung gefunden haben. 

In weiterer Verallgemeinerung dieser Ideen werden wir weiter unten ver- 
suchen, eine neue Formulierung des Kausalitats-Prinzips zu entwickeln und 
hierauf eine Methode zum Aufbau einer Quantentheorie der wechselwirken- 
den Felder zu griinden’). 

Beim Aufbau der Theorie werden wir, wie bei der iiblichen Darstellung, die 
Operationen des ,,Einschaltens‘‘ und des ,,Ausschaltens‘‘ der Wechsel- 
wirkung benutzen missen. 

Zur mathematischen Beschreibung dieser Operationen fiihren wir eine 
Funktion g (x) mit Werten aus dem Bereich (0,1) ein, die die Intensitaét des 
Einschaltens der Wechselwirkung angibt. Nur in den Gebieten, wo g (x) = 0 
ist, ist keine Wechselwirkung vorhanden; wo g(x) = 1 ist, ist sie voll- 
_ standig und bei 0 <g (x) <1 nur teilweise eingeschaltet. 


1) Vorgetragen von N.N.Bocotyusow auf der Sitzung der Mathematisch-Physi- 
kalischen Abteilung der Jubiliumstagung der Akt. d. Wiss. der UdSSR im April 1954. 
33* ; 
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Ersetzen wir den tatsichlichen LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung 
L (a) durch das Produkt L (x) . g (x), so erhalten wir eine Situation, in der 
die Wechselwirkung ,,mit der Intensitat g (x) eingeschaltet” ist. 

Sei nun g (x) nur in einem endlichen Raum-Zeit-Gebiet von Null verschieden. 
In diesem Fall sind in hinreichend ferner Vergangenheit und Zukunft die 
Felder frei, und wir kénnen demzufolge die Anfangs- und Endzustande des 
dynamischen Systems durch die tiblichen konstanten Zustandsamplituden 
kennzeichnen. 

Diese beiden Zustandsamplituden ® (— oo) und @ (oc) werden durch einen 
Operator S (g) verkniipft, der die eine in die andere umwandelt und vom 
Verhalten der Funktion g (x) abhangt. 

Haben wir den Anfangswert der Zustandsamplitude ® (— oo) = @ fest- 
gelegt, so kénnen wir den Endwert der Amplitude als Funktional von g 


auffassen : ® (yg) = 8 (g) @. (3,13) 


Nach der gegebenen Definition liegt es nahe, S (g) als Streumatrix fir den 
Fall zu deuten, daB die Wechselwirkung mit der Intensitat g (x) eingeschaltet 
ist. Der reale Fall, in dem die Wechselwirkung in der gesamten Raumzeit 
_ vollstandig eingeschaltet ist, muB in unserem Schema mit Hilfe eines Grenz- 
tiberganges behandelt werden, bei dem das Gebiet mit g(x) = 1 unbe- 
schrankt wichst und in der Grenze die gesamte Raumzeit umfaBt. Gibt es 
in diesem Fall auch nur fiir einige Matrixelemente von S (g) Grenzwerte, 
so kann man diese Grenzwerte als entsprechende Elemente der gewdhn- 
lichen Streumatrix auffassen, die man formal schreiben kann 


S=s). 


Wir verknipfen nun den Operator S (yg) mit dem LAGRANGE-Operator der 
Wechselwirkung. Bekanntlich wird die Wechselwirkung in der klassischen 
Theorie mit Hilfe eines Zusatzes zu dem LAGRANGE-Operator des freien 
Feldes Ly (x), d.h. einer LAGRANGE-Funktion der Wechselwirkung L (2), 
beriicksichtigt, und die Bewegungsgleichungen lassen sich mit Hilfe des 
Prinzips der stationiren Wirkung gewinnen. 

Wir betrachten die Wirkung A in einem System klassischer Felder in dem 
Fall, daB die Wechselwirkung mit der Intensitaét g (x) eingeschaltet ist. 


Dann gilt 
A = {Ly (x) +g (2) L (2)} da, (3,14) 


wobei in dieser Gleichung unter dem Integralzeichen Feldfunktionen stehen, 
die den entsprechenden Bewegungsgleichungen geniigen. Betrachtet man 
insbesondere g(a) als unendlich kleine Gré8e erster Ordnung, so unter- 
scheiden sich diese Feldfunktionen von den freien Feldfunktionen ebenfalls 
um unendlich kleine Grof8en erster Ordnung. Da andererseits die Gleichungen 
fiir die freien Felder aus dem Prinzip 


6 [ Ly (x) dx = 0 


gewonnen werden, ergibt sich, falls unter dem Integral / I,dx die 


Feldfunktionen bis auf unendlich kleine Gré8en erster Ordnung hingeschrie- 
ben sind, hierdurch im Wert des Integrals ein Fehler zweiter Ordnung. | 
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-) Beim Einschalten der Wechselwirkung mit unendlich geringer Intensitiat g (2) 
_ andert sich also die Wirkung im System um die GréBe 


[L(2)9 (a) dz, (3,15) 


/ in der L (x) von den Wellenfunktionen des freien Feldes abhangt. 


‘) Im quasiklassischen Grenzfall nimmt bekanntlich!) die Lésung der gewéhn- 


lichen SCHRODINGER-Gleichung fiir die Wellenfunktion y (¢) 


. Oy 
v aiden Hy 
) folgende Form an: p=eid, 


4 wobei A die Wirkungsfunktion des Systems ist. Der Ubergang von dem 


ungestorten Ausdruck 
Apa | Ly (x) dec (3,16) 


J zur Wirkungsfunktion (3,14) entspricht offenbar folgender Transformation 
-} der Wellenfunktion: 


y= eito > y= git — eifL(x)g(x)dx Y- 


} Unter Beriicksichtigung der Kleinheit der GréBe g(x) entspricht also dem 


¥ Ubergang von (3,16) zu (3,14) eine unendliche kleine Transformation der 
| Wellenfunktion 


poy =yt oy; dy =i / L(a)g (x) daxy. 


Ausgehend vom Korrespondenzprinzip fordern wir, daB das Transformations- 
gesetz der zweifach gequantelten Zustandsamplitude ® die gleiche Form 


i Bas) 4, > Pd’ —@+ 6G; 6D =i[ L(x) g (x) da® 


_ Mit anderen Worten nehmen wir an, daB bei einem unendlich kleinen g (2) 
' die Matrix S (g) folgende Form hat: 


S(g)=1+t[L(a)g (x) da. (3,17) 


| Um die Matrix S(g) durch den LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung 
| L(x) ausdriicken zu kénnen, hat man in dem uns interessierenden realen 
Fall, in dem g(x) nicht nur nicht klein, sondern nahezu gleich Eins ist, 
noch weitere Bedingungen zu formulieren, denen S (g) gentigen mul. 

Die wichtigste physikalische Forderung ist wie immer die Bedingung der 
relativistischen Kovarianz. Zur Formulierung dieser Forderung betrachten 
wir eine Transformation Z aus der erweiterten LORENTZ-Gruppe (die auch 
Translationen des Koordinatensystems umfaBt) : 


z—> Lex. (3,18) 


Ist keine Wechselwirkung vorhanden, so hat in der Theorie des freien Feldes 
das Transformationsgesetz der Zustandsamplitude entsprechend (3,18) 


die Form Crs U,®. (1,1) 
1) Siehe z. B. (11, 12). 
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In dem betrachteten Fall, in dem die Zustandsamplitude ® (g) von der 


Funktion g abhingt, hat man zu beriicksichtigen, daB die Funktion g (x), 
die man als ein ,,klassisches Feld‘‘ betrachten kann, bei der Transformation 
(3,18) eine Umwandlung folgender Art erfahrt: 


g (x) > Lg (x) =g (La). 
Das Transformationsgesetz fiir die Amplitude ® (g) lautet also 
D' (Lg) = Uz (9). (3,19) 


Aus relativistischen Kovarianzbetrachtungen folgt auch, daf das Trans- 
formationsgesetz (3,13) von der Anfangs- zur Endfunktion nicht vom Bezugs- 
system abhangig ist, daB also gilt 


D' (9) = S (9g) @. (3,20) 
Setzen wir hier die Beziehung (1,1) und die verschobene Beziehung (Lg—gq) 
ein, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (3,13) 
U,8 (I-19) ® =S8 (g) Uz®. 


Infolge der Willkir der Amplitude des Ausgangszustandes kann man diesen 
Ausdruck auch in Operatorform schreiben: 


U,S (Ig) = Sg) Ux 
oder, indem man die Argumente um LI verschiebt, und rechts mit ae 
multipliziert, unter Berticksichtigung der Unitaritat von U,;: 
ae * 
S (Lg) = UzS8 (g) Uz = UzS (9)z Uz. (3,21) 


Die Formel (3,21) ist die Bedingung fiir die Kovarianz des Operators S (9). 
Wir formulieren nun eine andere allgemeine Forderung, die in der Quanten- 
mechanik an die Anderungsgesetze der Wellenfunktion gestellt wird, nim- 
lich die Forderung nach der Erhaltung der Norm dieser Funktionen. In 
Anwendung auf den betrachteten Fall haben wir zu fordern 


(o (9) ® (g)) = (69), 


* OK * 
(8 (9) 8 (9) ®) = (6), 
d. h. der Operator S (g) muB unitar sein 


und hieraus folgt 


S$ (9) S (9) =1. (3,22) 


Ferner haben wir auch fir die Erfillung des Kausalitaétsprinzips zu sorgen; 
nach diesem Prinzip kann ein Ereignis, das in dem System vor sich geht, auf 
die Entwicklung des Systems lediglich in der Zukunft von Einflu8 sein, 
es kann dagegen keinen Einflu8 auf das Verhalten des Systems in der 
Vergangenheit, d. h. vor diesem Ereignis haben. 

Wir haben also zu fordern, daB eine Anderung des Wechselwirkungsgesetzes 
in einem beliebigen Raum-Zeit-Gebiet nur auf die zukiinftige Entwicklung 
des Systems von EinfluB sein kann. 

Um diese Bedingung formulieren zu kénnen, legen wir in einem beliebigen 


Bezugssystem einen Zeitpunkt ¢ fest und fordern, daf® sich der unitare 
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Operator S (g), der die Anfangsamplitude ® (—oo) in die Endamplitude 
@ (co) = ®(g) umwandelt, als Produkt zweier unitarer Operatoren dar- 


ee S (9) = 8; (9) 8; (9). (3,23) 


deren erster S‘ (g) die Entwicklung des Systems von —oo bis zum Zeit- 
punkt ¢ bestimmt und infolgedessen nicht von dem Verhalten der Funktion 
g (x) fir 2° > ¢ abhangt, waihrend der zweite Operator S‘ (g) die Entwick- 
lung des Systems vom Zeitpunkt ¢ an beschreibt und nicht vom Verhalten 
der Funktion g (~) fiir 7° <t abhiangt. 

Die Bedingung (3,23) ist die Ausdrucksweise fiir das Kausalitatsprinzip in 
der Theorie der Streumatrix S (g). 

Falls das Gebiet G, in dem die Funktiong von Null verschieden ist, in zwei 
einzelne Untergebiete zerfallt, so daB alle Punkte des einen Untergebietes G, 
hinsichtlich des Zeitpunktes ¢ in der Vergangenheit, dagegen alle Punkte des 


Gebietes G, in der Zukunft liegen, nimmt die Beziehung (3,23) folgende 


Form an: S (9) = 8 (92) - S (M1); 


hierbei ist g, ein Anteil der Funktion g, der nur in G, von Null verschieden 
ist, dagegen g, ein Anteil der Funktion g, der nur in G, von Null verschieden 
ist. Mit anderen Worten ist in diesem Fall die Matrix S (g) gleich dem Pro- 
dukt der Matrizen S (g,) und S (g,), deren jede dem Einschalten einer Wechsel- 
wirkung mit der Intensitaét g, bzw. g, entspricht und infolgedessen nur von 
ihrem Gebiet (G, bzw. G,) abhangt, dagegen nicht vom Zeitpunkt ¢. 

In dem betrachteten allgemeineren Fall hangen die Matrizen S{ und Si 
auch von einer unendlich kleinen Umgebung von ¢ ab und sind demzufolge 
keine Streumatrizen fiir die entsprechenden Gebiete x° >t und x° <t. 
Um das Kausalitaétsprinzip ohne explizite Heranziehung dieser Groen 
formulieren zu kénnen, betrachten wir eine unendlich kleine Variation 6g 
der Funktion g (x) in einem Punkt y mit 


y? > t. 
Der Grenzwert der Wellenfunktion @ (g) erfahrt dann den Zuwachs 


5D (g) = 58 (g) B = 58g) S(g) B(9). 


Setzen wir hier den Ausdruck (3,23) ein, so finden wir unter Bericksichtigung_ 
der Unitaritaét von S‘, daB der Operator 


* * * * 
68 (9) S(g) = O85 (9) Si (9) St (9) S3 (9) = O83 (9) S3(9) (3,24) 
vom Verhalten der Funktion g (x) fiir 


Cu <a} a y 
nicht abhangt. 
Wegen der Kovarianz kann also der Operator 


58 (9) -S(g) 


ebenfalls nicht vom Verhalten der Funktion g(x) bei x ~ y abhangen 
(~ ist das Zeichen fir Raumartigkeit, x ~ y bedeutet also, da die Punkte 
x und y durch ein raumartiges Intervall getrennt sind). 
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Unter Benutzung des bekannten Begriffes der Variationsableitung k6nnen 
wir also als Kausalititsbedingung die Unabhangigkeit des Ausdrucks 


OS(9) & 

mee oe) 

69(y) 
vom Verhalten der Funktion g (x) im Punkt x fir x < y fordern (das Symbol 
a Sy besagt, daB der Punkt ~ zeitlich vor y oder raumartig zu ihm liegt). 
Die Kausalitatsbedingung lat sich also offenbar folgendermafen schreiben: 


é (se S@) Sie (3,25) 
6g (x) \dg(y) 

Wie im folgenden Paragraphen zu zeigen sein wird, gestatten die erwahnten 
Bedingungen der relativistischen Kovarianz (3,21) der Unitaritaét (3,22) 
und der Kausalitét (3,25) in Verbindung mit dem Korrespondenzprinzip 
(3,17) eine vollstandige Festlegung des Operators S (g) durch den Wechsel- 
wirkungs-LAGRANGE-Operator L (2). ; 


§ 4. Die LAGRANGE-Funktion der Wechselwirkung und die S-Matrix 


Wir wenden uns nun der tatsichlichen Konstruktion der Streumatrix aus 
der LAGRANGE-Funktion der Wechselwirkung L(x) zu. Wir setzen S (g) 
als formale Funktionalentwicklung nach Potenzen von g an: 


1 
Sel ty 


n=1 2! 


[Sn (@.- +s Ge) 9 (%).- +9 (t,) day. bay. (4,1) 


In dieser Entwicklung sind die S, (x,, ..., x,) Operatorausdriicke, die von 
den vollstandigen Feldfunktionen und ihren partiellen Ableitungen in den 
Punkten z,,..., x, abhéngen. Um den skalaren Charakter von S, zu gewahr- 
leisten, werden wir weiterhin annehmen, da FERMIsche Feldoperatoren 
in S, nur in geraden Kombinationen vorkommen. Mit anderen Worten 
werden wir fordern, daB die S, (2,,..., %) polylokale Operatoren im Sinne 
der in § 2 getroffenen Definition sind. Es muf8 hervorgehoben werden, daB 
die Forderung nach Abhangigkeit der S, von den Feldfunktionen als Ganzes 
und nicht von ihren einzelnen frequenzpositiven und -negativen Anteilen 
‘eine besondere physikalische Bedingung ist. Ist sie erfiillt, so gilt die Be- 


ziehung [S, (Riya deity ame we Yay eens Ym)] = 9, (4,2) 


falls alle x; raumartig zu allen y,; liegen. Sind also die beiden Funktionen 
g, (x) und g, (x) in Raumzeitgebieten lokalisiert, die so beschaffen sind, daB 
jeder Punkt des einen Gebietes raumartig zu allen Punkten des anderen 
Gebietes liegt, so ist S (g,) mit S (g,) vertauschbar. Hierin driickt sich im 
wesentlichen die Tatsache aus, daf sich ein Signal nicht mit gréBerer Ge- 
schwindigkeit als der des Lichtes ausbreiten kann, und da Wechsel- 
wirkungsprozesse in zueinander raumartig liegenden Gebieten G, und G, 
einander nicht beeinflussen. Um diese wichtige physikalische Eigenschaft 
zu gewahrleisten, werden wir annehmen, da S, ein polylokaler Operator 
ist. 
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Da wegen (3,16) S, (4) =e bz) 


gilt, mu der LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung L (x) ein lokaler 
Operator sein. Dieser Forderung geniigen alle tiblicherweise benutzten Formen 
von L (x). 

Um auch nur die Konvergenz der einzelnen Glieder in der Entwicklung (4,1) 
zu gewahrleisten, werden wir annehmen, daf die S, integrierbare Operator- 
funktionen sind. In der Tat konvergieren dann bei hinreichend glatten und 
hinreichend schnell abklingenden Funktionen g (x) die einzelnen Integrale 
n (4,1). Natiirlich hat die Konvergenz der einzelnen Glieder der Reihe (4,1) 
nichts mit der Konvergenz der ganzen Reihe zu tun. Heutzutage gibt es im 
Zusammenhang mit in letzter Zeit durchgefiihrten Untersuchungen (73, 14, 
15, 16) sogar ziemlich ernsthaften Grund zu der Annahme, da8B die Reihe 
(4,1) divergieren muf. Bestenfalls kann man bei kleiner Wechselwirkung 
hoffen, da man, indem man eine geringe Anzahl von Gliedern dieser Ent- 
wicklung benutzt, eine um so genauere Naherung erhalt, je schwacher die 
Wechselwirkung ist. Mit anderen Worten kann man in einigen Fallen die 
Reihe (4,1) als Quelle fiir asymptotische Niherungen betrachten. Einer dieser 
in praktischer Hinsicht besonders wichtigen Fille ist die Elektrodynamik. 
Auch wenn aber die Wechselwirkung nicht schwach ist (z. B. die Meson- 
Nukleon-Wechselwirkung), ist eine Untersuchung der formalen Entwicklung 
(4,1) von groBer Bedeutung, da wir auf diesem Wege eine ziemlich einfache 
Klarung einer Reihe von Eigenschaften der Matrix S (g) sowohl in quali- 
tativer als auch in quantitativer Hinsicht erzielen konnen, die dann spater 
auf eine solidere Grundlage zu stellen sind. Unseres Erachtens hat eine 
Untersuchung dieser formalen Entwicklung also aus heuristischen Griinden 
einen gewissen Wert. AuBerdem entspricht sie am vollstandigsten dem 
gegenwartigen tatsichlichen Stand der Theorie, der es bis heute nicht 
gelungen ist, um verschiedene formale Entwicklungen nach Potenzen einer 
kleinen Wechselwirkung herumzukommen; mit ihrer Hilfe wurden auch 
alle wichtigeren Ergebnisse abgeleitet. 

Wir kehren nun wieder zu dem Ausdruck (4,1) zuriick und beachten, dab 


man ohne Beschrankung der Allgemeinheit die S, (2, . . . x,) als symmetrische 
Funktionen ihrer Argumente auffassen kann, da die Gewichtsfunktionen 
g (,), ..-, 9 (%,) in symmetrischer Weise eingehen. 


Wir werten nun die Bedingungen, denen die Matrix S.(g) geniigen muB, 
zur Bestimmung der konkreten Form der Funktionen S, aus. 
Aus der Bedingung (3,21) fiir die relativistiseuhe Kovarianz entnehmen wir 


* 
[ UrSn (a1; SEX. Gir Cy a) ASG LE) da Det t d aee= 
= J Sn (a1, bern) Glia) sco. GAL AM oprn Has (4,3) 


Fiihren wir auf der linken Seite die Substitution z>Z-2 aus, so erhalten 
-wir daraus 


> * 
| U,S,(L2,,..., L%_) Ung (La,)...9 (La) da,...d% = 
= if Sutra, ayo Day) ag (Lay) xy. <6 dX_y5 
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und gelangen damit zu der Bedingung der LORENTZ-Kovarianz fiir S, 


* 
UGS. (ia Pty ba) Oy = Sah kia. heey) 


d * 
ae So (Lidge ney Dd seed Sn (Ay coos eae te (4,4) 


Zur Beriicksichtigung der Unitaritaét der S-Matrix (3,22) multiplizieren wir 
die Entwicklung (4,1) mit der konjugiert komplexen 


* 1 x 

S(g) =14+ S = [Sala ++ +>) g(t) - ++ G9 (Gn) Oxy... day (4,5) 
as 

und erhalten damit, indem wir der symmetrischen Schreibweise zuliebe 


Seok 
setzen, die Gleichung 


1 . 
= imi! Se(™ Phe atte) Gey) cota GEE Oe, & ee ee 


(m0) 
* 
‘ / Se) (Leds epee) Gul Cera) ac ed (ekg eas os O Lege 
1 * 
ee i! (n —k)! / Sie (My +5 Ve) Sp eAWesene eo tapes 
SC Oyen) see, Wa Id Legend eae (4,6) 


Sammeln wir die Glieder in (4,6) mit gleichem ,,Grad‘ beziiglich g (2), so 
erhalten wir bei n — 0 eine Identitét (1 = 1), bei n > 0 dagegen 


1 x 
2a ae Tt [Sk (a: ONE Lr) Sep (Sra 5 6) Saks a) x 


E 
x G.(0i) os 3G (Bel tw oe Bees O. (4,7) 


Aus den Beziehungen (4,7) kann man bei beliebigem g (x) noch nicht auf 
das Verschwinden des Ausdruckes 


1 * 
2 k! (n —k)! Si (2 Sar ats Xx) Sn-k (2p cs: Re Peel Hee (4,8) 


schlieBen. 

Eine derartige SchluBfolgerung ware modglich, wenn der Ausdruck (4,8) 
in allen Argumenten 2, ..., % Symmetrisch ware. In Wirklichkeit gilt 
jedoch in jedem Glied von (4,8) die Symmetrie nur innerhalb der beiden 
Argumentgruppen 2, ..., x, und w.,, ..., %. Um Ausdriicke vom Typ 
(4,8) vollig symmetrisch zu machen, fiihren wird das Symbol 


p (sea |, 
ery, +++, Up 


: nv! 
ein, das die Summe tiber alle EiGesEn Zerlegungen der Punktmenge %,,..., Zp», 
!(n—k)! 


in zwei Mengen aus k und n — k Argumenten bezeichnet. Hierbei werden 
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Permutationen innerhalb jeder dieser beiden Mengen nicht beriicksichtigt, 
da ja die Funktionen S, in ihren Argumenten symmetrisch sind. 
 Beispielsweise gilt 


* 


P (=) Si (2) Sy (2) = Sy (a2) Sy (arg) + Sy (ary) Sy (2), 


as ay * 
ie (72) So (%, %2) Sy (23) = 


vs 


= S, (a, 22) S,(%3) + S, (4, 23) S,(%_) + 8, (X, X3) S, (2). 


_ Zur Symmetrisierung des Ausdruckes (4,7) schreiben wir ihn auf n!-fache 
Weise, indem wir jedesmal die Bezeichnung der Argumente so andern, daB 


die Menge der Punkte x,, ..., z, in den Argumenten der Funktionen S;, 
und S,,_, neu angeordnet wird. Addieren wir die so gewonnenen Beziehungen, 
so erhalten wir, da ja der Gewichtsfaktor g (x,) . . . g (x,) unverandert bleibt 
i fy 
4 P gee) S HP 2 age x 
me (fee & (% *) 
* 
x Sn-k (e+1, ceraria Xp) g (2) 22s 9 (Xp) dx, S54) © dXy = 0, 
und daraus folgt die Beziehung 
Lee ee * 
SP [2| Selatan Oe )iSe el este v9 Ba) =O 
k Uesyr +++. Xp 


infolge der Symmetrie dieses Ausdruckes hinsichtlich aller » Argumente. 
Bedenken wir, daB S, = 1 ist, so erhalten wir daraus 


* 
Sig (245% + +5 a) Sy (4) + os Ga) + 
+ >, p (2x24) Spl Case epertleoX 
(l<ksn—1) Terps +25 Xp 
* 
oda t (Mesqy«+hsite) Oe (4,9) 


Wir wenden uns nun dem Kausalitatsprinzip (3,25) zu. Zu Beginn ist fest- 
zustellen, dafS8 man besser nicht mit der GroBe 


OS(g) & 
69(y) 8(9), 


arbeitet, die infolge der Unitaritatsbedingung 


*  _ 38(9) & 58(9) 
SS = 1; ba) y) >) + 8(g) 57) = 0 


antihermitesch ist, sondern mit dem Ausdruck 


Hig) Sa) 
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der offenbar hermitesch ist. Unter Benutzung von (4,1) finden wir 


, 1 V7 
Ay =o — | Sac (Ynys ces Leo ee Gl aee) Oty ss Obey om 
ny=0 My + 

1 * 

in ——— f Bai (Saute +65 lnm) Oo haa) «ot (harem Oats fsa ee 
N20 n,! ; / 
ee 
= a | Hy (y, ti. 005 TH) 7 CS 7 (ea hs 
n=o 2! 
wobei die GroBen 
Oe ee 
H,(y; ®y-++)%&)=t > p(ze—* ) x 
O<k<n Less ++ +s Uy 
* 
x Spa (YM, - - +3 Xe) Sa-e (Vie ©: -, Xn) = 
; MP aees Pes 
= tS (Y, Cun eee, ee p(2n-24t) x 
0<k=n—1 Der ns ee 
* 
Sean (YR Wy PRY nce Po a gs (4,11) 


eingefiihrt worden sind, die hinsichtlich aller ihrer Argumente, auBer dem 
ersten, symmetrisch sind. Berechnen wir nun die Funktionalableitung 


-——- des Ausdrucks (4,9) so erhalten wir 


6g (x) eka 
g * 
: 8 = 
i 6g (2) Gar @) 
=D f Ha (Gas ey, 2. aOR) OM 9 Ca) dap ed ae 
n=l 2: 


und hieraus ergibt sich wegen der Kausalitétsbedingung (3,25) und der 
Symmetrie der Funktion H, hinsichtlich aller Argumente auBer dem ersten 
die Gleichung 


Y 8 WO paar Saas terry kel J) (4.12) 
falls nur fiir eine der Gré®en x; mit j = 1,..., n 
YZ %; 


gilt. 
Mit Hilfe der Kovarianz-, der Unitaritaéts- und der Kausalitatsbedingung. 
denen die Matrix S (g) als Ganzes gehorcht, haben wir also die entsprechen- 
den Bedingungen fiir Kovarianz (4,4), Unitaritat (4,9) und Kausalitat (4,12) 
fir die Funktion S, (2, ..., a) abgeleitet. Wir zeigen nun, daB die Be- 
dingungen (4,4), (4,9) und (4,12) in Verbindung mit der Beziehung (4,3), 
die das Korrespondenzprinzip zum Ausdruck bringt, zur Festlegung der Form 
der Funktion 

fe al eh Teer | 
ausreichen. 
Wir beginnen mit S, (a). Nach dem Korrespondenzprinzip (4,3) gilt 


S, (%) = iL (a) 
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Wir priifen nach, ob diese Beziehung den drei Grundforderungen nicht 
) widerspricht. Die Erfilltheit der Kovarianzbedingung (4,4) ist offensicht- 


) lich; eine Kausalitatsbedingung laBt sich fir die Funktion S, (x) noch nicht 


| formulieren; die Unitaritaétsbedingung (4,9) liefert 


S, (w) + S, («) =0, (4,13) 


‘}) woraus sich die Bedingung fiir den hermiteschen Charakter 


Thee (2) (4,14) 


_ des LAGRANGEoperators der Wechselwirkung ergibt. Neben der Bedingung 
| fir die Lokalitat des LAGRANGEoperators L(x) mu8 also auch die Be- 
/ dingung fiir hermiteschen Charakter erfiillt sein. 

Nun betrachten wir S, (2, y). Aus dem Kausalitatsprinzip (4,12) bei n = 1 
erhalten wir fiir x = y 


* 
Ay (x, y) = tS, (x, y) + tS; (x) Sy (y) = 0 


woraus sich unter Beachtung von (4,3) ergibt 


* 
S, (x, y) = —S,(") 8, (y) = —L(x) L(y) fir «xz y. (4,15) 
Sei nun y — x. Wir beachten die Symmetrie von S,. 
Sets Y= Soles ft) =a (y) dae)» fir. ya. (4,16) 


Die Definitionsbereiche der Beziehungen (4,15) und (4,16) tiberschneiden 
sich bei x ~ y, aber hier gilt infolge des lokalen Charakters des Operators L 
die Beziehung 


L(x) L(y) = L(y) L (a), 


und ein Widerspruch zwischen (4,15) und (4,16) tritt nicht auf. 
Wir haben also eine Definition der Funktion S, (x, y) 


= La) Ly) ee zy; 
; = sie 
S, (x, y) en, (4,17) 


erhalten; die hermitesch adjungierte Beziehung dazu lautet unter Beriick- 
sichtigung von (4,14) 
* —L(y) D(z), rZy, 
S,(%, y) = > 
—L(x)Lly), yor. 


Die Symmetrie und die Polylokalitaét von S, (#, y) ergeben sich schon aus 
der Schreibweise. Natiirlich erfiillt der Ausdruck (4,17) auch die Kovarianz- 
bedingung. Von der Erfiilltheit der Unitaritatsbedingung kann man sich 
ebenfalls leicht iiberzeugen. Entsprechend (4,9) haben wir die Beziehung 


(4,18) 


8, (x, y) + & (2, y) +S; (a) Sy (y) + 8, (y) 8, (x) =, 
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zu priifen, deren Giiltigkeit unmittelbar aus den Formeln (4,3) (4,13), 
(4,17) und (4,18) folgt. In der Tat gilt beispielsweise bei x = y 


Sy (a, y) + Sy (x, y) + Sy (@) 8, (y) + Sy (y) Sr (@) = 
hin Ly) — LG) Dis) + DDG a) lia 


Analog kann man sich von der Giiltigkeit dieser Beziehung fiir x < y tber- 
zeugen. 

aanaeen also festgestellt, daB der Ausdruck (4,17) allen an S, gestellten 
Forderungen Geniige tut. 

Es ist zweckmaBig, nunmehr den Begriff des geordneten oder chronologischen 
Produkts von Operatoren einzufiihren. Wir tun dies zunachst fir lokale 
Operatoren. 

Das chronologische Produkt einer Anzahl lokaler Operatoren ®, (a), ..., 
@,, (%,) wird mit dem Symbol 


TD ay) oa Dalen) 


bezeichnet und ist nach seiner Definition gleich dem gewohnlichen Produkt 
dieser Operatoren in einer bestimmten Reihenfolge, die der Abnahme der 
zeitlichen Komponenten der Argumente der einzelnen Faktoren von links 
nach rechts entspricht: 


4 [®, (2) siceine ®D, (an) a Dj, (%j1) ®; (Xjg) cae D;n (Xn), (4,19) 


Hierbei bildet die Folge ;,,... xj, eine Folge von Argumenten x,..., 2p, 
die nach abnehmenden zeitlichen Komponenten geordnet sind, also 


0 0 0 
xj > Le> 66 0 pee Hire 


Der Kirze halber werden wir das chronologische Produkt haufig als T'-Pro- 
dukt bezeichnen. Wir bendtigen auch den Begriff des antichronologischen 
Produkts, bei dem die zeitlichen Komponenten der Argumente von links 
nach rechts wachsen. Nehmen wir etwa die hermitesch Adjungierte der 
rechten Seite von (4,19), so erhalten wir den Ausdruck 


* 

Dj n (Xjn) yi Pj, (21), 

CS ie he SO Se 

den man zweckmafigerweise als antichronologisches Produkt (oder 7'*-Pro- 


* * 
dukt) der Operatoren ®, (2,),...,@n (x) bezeichnet. Wir setzen dem- 
entsprechend 


T* [Dy (a4)... Dy (a%n)] = Bj, (2451) Djg (xjq)---Bjn (jn), (4,20) 
Dey me Why eae eae 

Wir zeigen, daB die Definition des 7-Produkts trotz der ausgezeichneten 

Rolle der Zeit kovariant ist. Fiir die Werte des 7'-Produkts ist die chrono- 

logische Ordnung der Punkte 2, ..., 2%» wesentlich, die sich beim Ubergang 

von einem LORENTZ-Bezugssystem zum anderen durch eine LORENTZ- 
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\Drehung andern kann. Man iiberzeugt sich jedoch leicht, daf ein solcher 
(Ubergang den Wert des 7'-Produkts nicht beeinfluBt. Zu diesem Zweck 
stelle man sich vor, man fihre die interessierende Transformation in Form 
iner groBen Anzahl kleiner Transformationen aus, was infolge des stetigen 
Charakters der Transformationen aus der erweiterten LORENTZ-Gruppe 
‘stets méglich ist. Der Anderungsproze8 der chronologischen Reihenfolge 
‘der Punkte z,,..., 2, wird hierbei in eine Anzahl von Etappen zerlegt, bei 
ideren jeder sich die zeitliche Reihenfolge innerhalb einer gewissen Anzahl 
Gon Argumenten a, ..., x, (zwei oder mehr) andern kann. Die chrono- 
. Reihenfolge mehrerer Punkte aj, ..., 2, kann aber durch eine 
‘“LORENTZ-Drehung nur veraindert werden, falls diese Punkte zueinander 
jraumartig liegen. Die entsprechenden Operatoren @; (x;), ..., Dy, (x,) sind 
jin diesem Falle infolge ihrer Lokalitaét vertauschbar, und ihre Reihenfolge 
jist unwesentlich. Folglich andert sich der Wert des 7'-Produkts auf keiner 
(Etappe der Transformation und damit iiberhaupt nicht. 

{Man stellt auch leicht fest, da8 man nach der Definition (4,19) lokale Opera- 
itoren unter dem 7'-Produkt-Zeichen vertauschen kann, ohne dessen Wert 
)zu andern. Hieraus folgt insbesondere, daB8, wenn alle Operatoren gleich 
jsind, das 7'-Produkt eine symmetrische Funktion der Argumente ist. 

‘Wir wenden uns nun wieder der Formel (4,17) zu und sehen sofort, daB man 
sie mit Hilfe des 7'-Produkts folgendermaSen schreiben kann: 


| 8, (a, y) = — T[L (a), Lly)]. (4,21) 
| Entsprechend nimmt (4,18) die Form an 


8, (2, y) = —T* (L(x), L(y)|- (4,22) 


Nun zeigen wir, da& der Ausdruck 
Shien Fe Le) t= MEG (4,23) 


‘die natiirliche Verallgemeinerung der Formeln (4,3) und (4,21), simtlichen 
den Funktionen 8S, auferlegten formalen Bedingungen entspricht. Die 
Erfiilltheit der Symmetrie-, Kovarianz- und Polylokalitatsbedingung sind 
hier offensichtlich, und einer Nachpriifung bediirfen nur die Unitaritats- 
und die Kausalitatsbedingung. 

Fir uns wird es jedoch bequemer sein, zu diesem Zweck nicht mit der 
Formel (4,23), sondern mit dem Operator S (g) als Ganzem zu arbeiten. 
Setzen wir (4,23) in (4,1) ein, so ergibt sich fiir S (9) 


S(g)=1+ Spf PUL lad L (oa) x 
X g(%)..- G9 (%n) da... day. (4,24) 


Dieser Ausdruck bildet die Entwicklung. des Operators S (g) in eine Funk- 
tionalreihe nach Potenzen von g (x). Augenblicklich interessieren uns einige 
Eigenschaften der Entwicklungskoeffizienten. Ahnlich wie in der Theorie 
spezieller Funktionen ist es manchmal einfacher, die Eigenschaften der 
Funktionen nicht aus ihrer konkreten Struktur, sondern aus einer all- 
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gemeinen erzeugenden Funktion herzuleiten; in diesem Fall ist es einfaches 
die Unitaritats- und die Kausalitaitsbedingung fiir die Reihe (4,24) a 
Ganzes nachzupriifen. | 
Zu diesem Zweck schreiben wir den Ausdruck (4,24) etwas um. Das n-Glie 
der Reihe stellen wir folgendermafen dar: 


qr 
oy Ef (an) g (2s) da - [Li @n) g(a) a0] = 
t nv 
a af T |({L (x) g (x) da) 
Jetzt kann man die Reihe (4,24) formal aufsummieren, indem man de: 
T-Exponentialausdruck (77) einfiihrt 


v 


S(g) ==.7 1 +» kil ([z (a) g (x) az)"| — T (efLima(rd2), (4,98 


n=1 2! 


Wir erhalten somit einen neuen Ausdruck fiir die Streumatrix. 

Zu dem wichtigen Begriff der 7-Exponentialfunktion kann man auch vo 
einer anderen Seite aus gelangen. Wir zerlegen das Einschaltgebiet de 
Wechselwirkung, die durch die Funktion g(x) beschrieben wird, dure 
raumartige Flachen ¢ = const in unendlich viele unendlich diinne Schich 
ten A,. Dann gilt 


a i [ L(x) g(x) dx if L(x) g(x) de 
j 


Ks liegt dementsprechend nahe, die 7'-Exponentialfunktion (4,25) als Grenz 
wert des 7'-Produkts 


T (es! Ei a@)ae) — lim T I « a ifL (x) g (x) eal (4,26 
4; 


a j 
zu definieren. 
Mit Hilfe der Darstellung (4,26) wird die Unitaritaét der Matrix S (g) offen 
sichtlich. 
In der Tat ist das 7'-Produkt (4,26) gleich dem iiblichen Produkt 


(! 4- if ba) g(x) da 
j Aj 

ausgefiihrt mit einer geeigneten chronologischen Reihenfolge der Schichte: 
A;. Jeder Faktor dieses Produkts wird aber bei hinreichend diinnen Schich 
ten A; unitar bis auf eine GréBe von héherem Kleinheitsgrad. Infolgedesse 
ist auch das ganze Produkt unitér und damit ist die Unitaritat von S (g) 
des Grenzwertes dieses Produkts, nachgewiesen. 

Wir wenden uns nun der Priifung der Kausalitaétsbedingung zu. Berechne 
wir die Variationsableitung von S (g) im Punkt y, so erhalten wir 


6S(g) 


=259) = ; if L(2)9 (az 
aa) T (L(y) &/2@g@az) 
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2° = const = 7 

Wn zwei Teile G, und G_. Der Teil G. liege ,,in der Zukunft‘‘, G_ ,,in der Ver- 
wangenheit‘’. Dann gilt 

| -A8(g) t[L(@)ge)dz if L(z)g (2) dz 

= Fe NEG eG Ge = 


i[L@g@dz i[L@g@dz 
= T (1 (y) 6Gy tee i) (4,27) 


Andererseits erhalten wir véllig analog 


t{[L@)g@dzt+ifL@g ed 
S (g) — Tee; ae ie 


t[L@g@dz if{L(@)g(2)dz 
= 1 (eer) «(grrr 


q : tfL dz i[L@ ye 
fund damit Sf) = i ie @g9(2) is ee @)9¢ as 


4 Unter Beachtung der Unitaritaét des Ausdrucks 


t[L(@)g(2) az 
6G, 


| folgt daraus wegen (4,27) 


r 6S(qg) a = if L(g (@dz / it { L(2)g (2) dz 
| —14 Rely) S (¢) = T(z (y) € Gy / i (ea, ), (4,28) 
t .OS(g) & 
/ Der Ausdruck —7) S 
: 69(y) 9) 


ihangt also nicht vom Verhalten der Funktion g(x) im Gebiet G_, d.h. 
i bei 2° < y® ab. 

| Aus Kovarianzgriinden gilt diese Beziehung auch im Fall einer raumartigen 
| Lage der Punkte x und y (bei x ~ y). Die Nachpriifung der Kausalitits- 
/ bedingung ist damit abgeschlossen. 

| Die oben durchgefiihrten Beweise fiir die Kausalitét und die Unitaritat des 
| Operators sind auBerst einfach und anschaulich. Man mu®8 jedoch hervor- 
) heben, daB sie vom rein mathematischen Standpunkt aus nicht ganz voll- 
| standig sind. Wir haben namlich im Laufe unserer Uberlegungen die Frage 
_nach der Erfiilltheit der grundlegenden Beziehungen (4,9) und (4,12) fir 
das Produkt (4,23) mit der véllig ungeklarten Frage nach der Summation 
der Reihe (4,1) im ganzen, nach den Grenziibergingen usw. verknipft. 
'Streng genommen sind jedoch alle diese Dinge fiir den Beweis gar nicht. 
_ erforderlich. 

Statt mit der 7-Exponentialfunktion zu arbeiten, kénnten wir namlich 
auch eine ,,7'-Exponentialfunktion bis zu einer gegebenen Potenz von g“ 
einfiihren, und damit waren saimtliche Summationsprobleme der Reihe 
automatisch erledigt. 
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Wir haben uns also itiberzeugt, da& der Ausdruck 
Sy (x, Sacer at Xn) =e! (L (x) Sea & (an)) 


im Sinne der Erfiillung simtlicher an S,, zu stellenden Bedingungen zulassi 
ist. Es zeigt sich jedoch, da dieser Ausdruck nicht der allgemeinste ist: 
der allen Forderungen entspricht. Wir betrachten deshalb die Frage nac 
der Konstruktion des allgemeinsten Ausdrucks fiir S;, (#,,..., %), der der 
Symmetrie-, der Kovarianz-, der Kausalitaéts- und der Unitaritétsbedingun 
geniigt, und geben damit die vollstaéndige Losung fir unser Problem des: 
Aufbaues des Operators S (q). 

Zu diesem Zweck untersuchen wir zundchst das Verfahren zur Bestimmung 
der Funktion S, anhand einer vorherigen Ermittlung der Funktionen Sj. 
IS 5 ae. ke Sn. Durch die Unitaritatsbedingung (4,9) wird S, bis auf einen 
antihermiteschen Operator festgelegt, den wir mit 1 An (%,..., Z») bezeichnen, 
Entsprechend der Symmetriebedingung mu die GréBe A, eine symmetrische: 
Funktion ihrer Argumente 2, ... 2, sein. Durch die Kausalitatsbedingungen 
(4,12) wird die Operatorfunktion S, mit Hilfe der vorhergehenden Funk- 
tionen im Definitionsbereich ihrer Argumente vollig festgelegt; in diesen 
Definitionsbereich ist 


2, = mindestens ein 2; 7 =2,3..., 7. 


In dem genannten Bereich muB also der antihermitesche Operator iA,, ver-- 

schwinden. Aus seiner Symmetrie hinsichtlich aller Argumente geht hervor, 

daB er auch dann verschwindet, wenn es ein Paar von Argumenten 2; und a; 

gibt, so daB | 
ye 2; 


ist; er kann folglich nur dann von Null verschieden sein, wenn alle Argu-- 
mente tibereinstimmen: 


Wig Deg ag we ae 


Aus der Kausalitats-, der Unitaritats- und der Symmetriebedingung geht: 
also hervor, dafi der hermitesche Operator A, ein quasilokaler Operator im: 
Sinne der in §2 getroffenen Definition ist; seine Koeffizientenfunktionen: 
haben die Form 


0 \ 
(++ ge ++) 8a — my). 8 (x — 2p), 


ee aus Griinden der Translationsinvarianz Z nicht von 2; abhangen: 
ann. 

Wir haben damit festgestellt, daB die Bedingungen der Invarianz, Sym-. 
metrie, Unitaritét und Kausalitaét bei gegebenen S,, S,..., S,_, die Funk-. 
tion S, bis auf einen FaktoriA, festlegen, wobei A, (%,..., 2) ein sym- 
metrischer hermitescher quasilokaler Operator ist, der sich wie ein Skalar 
transformiert. Um also den Ausdruck fiir die Funktionen S, Bes Fok Bane 
gewinnen, mu man also auBer dem lokalen Operator L (x) noch eine Folge. 
quasilokaler Operatoren 


A, Gi, IS «> Age ee eee (4,29) 
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vorgeben. Wir sind auf den ersten Blick zu etwas seltsamen Ergebnissen 
_ gelangt. Zur vollstandigen Festlegung der Matrix S (g) geniigt die Vorgabe 
| des LAGRANGEoperators der Wechselwirkung nicht, sondern es mu noch 


w) eine unendliche Anzahl quasilokaler Operatoren (4,29) vorgegeben werden. 
4) Um das Wesen der Sachlage aufzuklaren, betrachten wir unser Problem 


. von einer etwas anderen Seite. Wir gehen von dem Ausdruck 
T (ei [L(#sa)9(a) ax) (4,30) 
) aus, wobei der ,,LAGRANGEoperator L (x;g) durch die Beziehung 


q (x; g) = L(¢) + 


1 
ey = [4 (8) 2. pag (BD) og (a4) dada. (4,31) 


v2 


gegeben ist. 

Infolge des quasilokalen Charakters der Funktionen A, werden also simt- 
liche Integrationen in (4,31) aufgehoben, und ZL (x; g) hangt in Wirklich- 
keit nur von den Feldfunktionen wu (x) im Punkt 2 ab. LZ (x; Q) ist also ein 
lokaler Operator, der auBer von den Feldoperatoren u (x) von der Funk- 
tion g (x) abhangt, die man als ,,klassisches Feld“ auffassen kann. Der Aus- 
druck (4,30) geniigt folglich allen an S (g) gestellten Bedingungen, unter 
anderem auch dem Korrespondenzprinzip (4,3), und kann dementsprechend 
als Streumatrix S (g) aufgefaBt werden. Entwickeln wir (4,30) in eine Reihe 
nach Potenzen von g, so erhalten wir also Ausdriicke fiir S,, die allen er- 
hobenen Forderungen entsprechen. Es wird 


T (et JU (e9)9 (2) dz) =i1+ pe Seis (273.4) at Lee) SS 
m>1 mM: 
SSH CW ao CO) EC Pa 


Setzen wir hier die Entwicklung (4,31) ein, so ergibt sich 


,m 
| (et U (x39)9 (2) dz) =1+ >, za eee! 
eT US ter at 

(; 20, +++, Hm = O) 


COTE A, Tay ani te) ere ye) eral’ fine cea} 


Gils) Re Gee) ape A Fy eee 


x 


wobei wir aus Symmetriegriinden L (x) = A, (x) gesetzt haben. Das Symbol 
hla ba Vol Aas Net d Ps apie) 


bezeichnet das Produkt der Operatoren A,,,..., A,, in chronologischer 
Reihenfolge der zeitlichen Argumente. Die Vielfachheit der Argumente fiir 
jedes A, braucht uns nicht zu stéren, da definitionsgemaB A, nur bei Uber- 
einstimmung aller seiner Argumente von Null verschieden ist. 
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Diese Reihe ordnen wir nun nach Potenzen von g (x), wobei wir die Glieder 
aussondern, in denen g (x) in einer bestimmten n-Potenz vorkommt und 
die genau n Integrationen enthalten: 
Mm 
T (e[Lieino(edv) 1 4 : 


azh (lemsn gre gel sont 
Luyj=n 


x 


Xf DAs (Bp x 225 Beg) «+ Any (Gries tm atn + + « Had} X 
a Ro RR A oe WE a Ee 


Die so gewonnene Reihe unterscheidet sich von der Entwicklung (4,1) durch 
die Unsymmetrie der Koeffizienten der einzelnen ,,Potenzen® von g (2). 
Um sie symmetrisch zu machen, benutzen wir die Symmetrie des Gewichts- 
faktors g (a,)...g (a) fiir jedes gegebene n und die Symmetrie der Funk- 


tionen A,; wir fiihren alle oa oe AT moglichen Vertauschungen der Be- 
Vivo Pes! 


zeichnungen der Variablen 2,,..., x, durch, so daB die Summe aller so 
gewonnenen Ausdriicke unter Beriicksichtigung der Symmetrie der A, eine 
symmetrische Funktion aller Argumente wird. Dividieren wir das Ergebnis 


; n! : 
noch durch die Zahl yeeros eT erhalten wir den Ausdruck 
Auer | 
i[ L(239)9(x)d y e 
a 239)g(a)dx) ‘ , 
# (¢ , ) : re uns n!m! ) 
as ) 
ee 
SOAP (os Maen Cri oe eae 


MDA AGS way Bet. By ee alt (eG) se eye ey ene 


Hierbei ist P (a,..., %,| %,i3,..-|.-..%n) der Symmetrisierungsoperator 
> Dal ae 

Vy, Vy+++, Ym Punkte (2' »; = n). Dieser Operator ist die natiirliche Verall- 
gemeinerung des Operators 


fiir alle mdglichen EKinteilungen einer Menge von » Punkten in 


cote ae 
P (Se 2B) Pty Be Bean my): 


Ss ener 
Damit ist die Matrix (4,29) folgendermaBen dargestellt: 
1 (eff 2 (239) 9 (x) day = 


1 
= 1+ S| 8a leis. -s te) g(a). 9 (ea) day... day, 


nel 


wobei der Koeffizienten S,, die Form haben: 


Sn (Biss 3's5 Be) = De SAP. yi, | ea en) 
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,,) Bedenken wir, daB A, (x) = L (x) ist, so kénnen wir S;, umschreiben: 


Sip (Biscsiets Hi A et LY OY) ages Oe 9 ee 


a = TPs.» 5p, Lose cig eny Ox 
bee sh 

: We YAS igs «<5, By) poe Als de Ha)h + tAg (By, +063 Bn) (4.82) 
1 oa nun einige einfache Spezialfalle der gewonnenen Formel 
ft 3 af = 2 ist 
Al Sp (y, %) = PT [DL (2) L (ay) + 6A, (2, 2). 
4 Bei n = 3 wird dementsprechend 
Sg (1, yy Xa) = T [L (an) L (ey) L (a%9)] + 


| v7 Dae 43t P24) y| acts) [A,, (1, %,) Ar, (. - - %3)] + tg (24, 2g, %g) = 
= —0tT [L (a) L (x) L (%3)] — T [L (a) Ay (x2, %3)] — 
— T [L (x) L (x1, %3)] — T [L (2) L (2%, %)] + tg (a, %, %g). 
| Wie wir sehen, wird also jede folgende Funktion S,, durch die vorhergehenden 
| bis auf einen symmetrischen, antihermiteschen, quasilokalen Operator 7A, 


) festgelegt. Der Ausdruck (4,32) ist also die allgemeinste Form fir die Funk- 
) tion S,, waihrend der Ausdruck 


8 (g) = T (ef Meinateazy, (4,34) 


| wobei L (x; g) durch die Reihe (4,31) gegeben wird, der allgemeinste Aus- 
) druck fiir die Streumatrix ist. 

Die Folge quasilokaler Operatoren (4,29), die man zur vollstandigen Fest- 
) legung der Streumatrix S(g) vorgeben mu8, kann also in Wirklichkeit 
schon im ,,LAGRANGEoperator“ der Wechselwirkung enthalten sein. 
Nun erhebt sich die Frage nach der physikalischen Bedeutung der Linear- 
kombination (4,31) fir Z (2) und der Integrale der quasilokalen Operatoren, 
die die Rolle des vollstaindigsten zulassigen LAGRANGEoperators spielen. 
In unseren Uberlegungen wurde die unphysikalische Vorstellung der ,,Ein- 
schaltung‘‘ einer Wechselwirkung benutzt. Hierbei ergab es sich, da ein 
Anteil des LAGRANGEoperators in erster Naherung, ein anderer ‘Anteil in 
zweiter, ein weiterer Anteil in n-Naherung ,,eingeschaltet“’ wurde und daB 
der LAGRANGEoperator der Wechselwirkung in mehrere Einzelteile zerlegt 
werden muBte. Physikalische Bedeutung hat demgegeniiber eine Situation, 
in der die Wechselwirkung vollstindig eingeschaltet ist. Hierbei ist die 
Funktion g (x) gleich Eins, und die Ausdriicke (4,31) und (4,34) nehmen 
folgende Form an: 


Leis F(a) oe 


v>2 vt 


S (1) = 7 (ef hesdaz), (4,36) 


fr Dey es he aa dee ee Ly 74,30) 


. 482 N. N. BoGoLjuBow und D. W. ScHIRKOW 


Die wirkliche Streumatrix S (1) wird also vollstandig gekennzeichnet durch 
den wirklichen LAGRANGEoperator der Wechselwirkung des Systems L (x; 1), 
der in der Stérungstheorie gelegentlich als Reihe aus mehreren Gliedern: 
dargestellt wird. 

Bei der iiblichen Darlegung der Feldtheorie, die von der SCHRODINGER-- 
gleichung ausgeht, erhalt man folgende Darstellung fir die Streumatrix: 


T (e-t[ H(a) day | (4,37)) 


Hierbei ist H (x) die Dichte des HamMILTONoperators der Wechselwirkung. 
H (x) stimmt mit — L(x) nur in besonders einfachen Fallen tiberein, in 
denen L(x) nicht von den Ableitungen der Feldfunktionen abhangt. lm) 
allgemeinen Fall enthalt H (x) auBer — L (x) noch einige nichtkovariante: 
Glieder. Man kann jedoch mit Hilfe eines ziemlich komplizierten Verfahrens: 
(18) diese Glieder véllig ausschlieBen und damit den Ausdruck (4,37) auf die» 
Form (4,36) bringen. 


§ 5. Die Auswertung der chronologischen Produkte 


Wir verfiigen nun iiber einen expliziten Ausdruck fiir die Streumatrix und| 
k6nnen dazu iibergehen, ihre Matrixelemente fiir verschiedene Zustande zu} 
berechnen. 

Im Verlaufe dieser Rechnungen werden wir die Matrixelemente auf die 
Normalform zu bringen haben, d.h. auf diejenige Form, in der in den 
einzelnen Summanden alle Vernichtungsoperatoren rechts und” alle Er- 
zeugungsoperatoren links stehen. 

Wir versuchen deshalb, das 7'-Produkt lokaler Operatoren LZ (x) durch das 
Normalprodukt der entsprechenden Feldoperatoren auszudriicken. Hierbei 
wird es zweckmaBig sein, den Begriff des 7'-Produkts auf den Fall eines 
allgemeinen Systems linearer Operatoren, wie sie in § 2 definiert wurden, zu 
ubertragen. 

Wir definieren das chronologische oder geordnete Produkt 


TAs Ata) * stl (en) 


der linearen Operatoren A, (x,),...An(%,) als gewéhnliches Produkt in 
chronologischer Re oneaee multipliziert mit ¢« = (— 1)", wobei iP die 
Anzahl der Fermi-Inversionen beim Ubergang von der Reihenfolge ii ,n 


zur chronologischen Reihenfolge ist, also 

DCA By) ce tag an) = Eada (hig) een Cen) (5,1) 
fiir Ti ihe. aS eies (el) ts 
Die Regel fiir die Auswertung solcher Produkte gibt der ,,Satz von WICK 
fir 7'-Produkte“, das Analogon zum ,,Satz von WICK fiir gewdhnliche 
Produkte“. Bevor wir uns dem Beweis dieses Satzes zuwenden, fihren 


wir noch den wichtigen Begriff der ,,chronologischen Paarung von Opera- 
toren“ ein. 
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Zu diesem Zweck betrachten wir (5,1) im Fall n = 2. Dann ist 
Age (2) Asa.) Feel ee ah; 
D (Ay (2) Aste) = | 7 CARE 
€A, (2) A, (a), a) > af. 
4 Dieser Ausdruck 1a8t sich in Ubereinstimmung mit der Definition der iib- 
7 lichen Paarung 
Ay (21) Ag (@_) = : Ay (a1) Ay (a9) : + A, (#1) Ay (ay) 
| auf folgende Form bringen: | 
D (A, (2) Ay (%y)) = : Ay (21) Ag (ay): + Ay (a4) Ay (%Q), 22 > 28, 
= €: Ay (a) A, (a) + €Ay (x) Ay (%) = 
= : A (a) Ay (%): + € Ay (at) Ay (4), 2) > 2. (5,2) 
Wie wir sehen, unterscheidet sich also 
T’ (Ay (#1) Ay (%5)) 
von PA) AS (ta) 


) um eine c-Zahl, die wir als chronologische Paarung bezeichnen, und der wir 
) das Symbol ae Geehste de 

A, (%1) Ay (Xp) 

geben; es ist also 


T’ (Ay (&1) Ay (%_)) =: Ay (%) Ay (%) 2 + Ay (ay) Ay (XQ), (5,3) 
wobei wegen (5,2) 
A, (a,) Ay (%), a} > 23, 


A, (2%) Ay (%) = (5,4) 


&A, (X,) Ay (%1), 22 > a}. 


Vor allem heben wir eine charakteristische Kigenschaft der chronologischen 
Paarung hervor. Man kann unter dem Zeichen der chronologischen Paarung 
die Reihenfolge der Faktoren andern, ebenso wie unter dem Zeichen des 
Normalprodukts; es ist also 
Pa ga eat 

A, (#1) Ay (%y) = € Ay (2) Ay (a), 
was sich unmittelbar aus (5,4) ergibt. 
Nun bestimmen wir die chronologische Paarung fiir die zu untersuchenden 
wichtigsten Typen von Feldern. 
Fiir das komplexe Skalarfeld erhalten wir unter Benutzung der Ausdriicke 
fiir die tibliche Paarung (vom Typ (2,8)): 


pay —i DO (ug as fe asi” eS 
P(A) PY=\ ae oD 
—i DO (y — 2) =1D©) (2 — y), Y > 2. 


Wie wir sehen, stimmt also fiir 2° > y° und fiir y° > x° sowie auch fir 
a&y, wo beide Formen identisch sind, die chronologische Paarung 
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Ce ee | 
y (x) ? (y) mit der kausalen GREENschen Funktion D°(x — y) iberein (bis | 
auf den Faktor i-1). Wir kénnen also annehmen, da8 diese Identitét auch — 
in einer unendlich kleinen Umgebung des Punktes x = y gilt, d. h. das stets _ 


er 1 1 [ eke—wdk Ri 
9 (2) Gy) == D@— = a; Pay ae (5,6) 


Wie man sieht, besteht bei der Einfiihrung der Paarung eine gewisse Willkir. 
In der Tat definiert die Beziehung (5,5) sie nur fiir x + y. 

Die Integrationsregeln dieses Ausdrucks in einer unendlich kleinen Um- 
gebung des Punktes x = y kann man willkirlich festsetzen. Man kann 
beispielsweise stets zur rechten Seite von (5,6) eine beliebige Koeffizienten- 
funktion eines quasilokalen Operators 


0 


ot 
hinzufiigen, wobei P sa) ein Polynom in 7, ist. Diese Notwendigkeit 


Ox Ox 
einer zusitzlichen Festlegung der Paarung in einer unendlich kleinen Um- 
gebung des Punktes x = y ist eine spezielle Erscheinungsform der Will- 
kir, die im 7-Produkt steckt. Das 7-Produkt selbst ist namlich durch 
unsere formale ,,Definition’ (4,19) nur fir Argumentwerte festgelegt, die 
nicht alle titbereinstimmen. Man hat deshalb das 7'-Produkt in den ent- 
sprechenden unendlich kleinen Umgebungen der Punkte, in denen die 
Argumente ibereinstimmen, zusatzlich zu definieren, indem man die Inte- 
grationsregeln fir ihre Koeffizientenfunktionen festsetzt; mit anderen Worten 
hat man also die Koeffizientenfunktionen des 7'-Produkts als integrierbare 
uneigentliche Funktionen zu definieren. 
Wir kommen zu dem Schlu8, daB nicht nur der LAGRANGE-Operator der 
Wechselwirkung vorzugeben ist, sondern da gleichzeitig auch das 7'’-Pro- 
dukt ,,zu Ende definiert“‘ werden muB. 
Man muB jedoch feststellen, da8 der EinfluB einer Anderung des 7'- Produkts 
auf die Matrix S (g) auch durch eine Anderung der LAGRANGE-Funktion L (2) 
beriicksichtigt werden kann. Bei einer Anderung eines 7’-Produkts von 
Feldfunktionen fithren wir namlich in das J-Produkt der LAGRANGE- 
operatoren der Wechselwirkung mehrere quasilokale Operatoren ein, woraus, 
wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, die Notwendigkeit einer Hinzu- 
fiigung gewisser Ausdriicke zum LAGRANGEoperator der Wechselwirkung 
resultiert. 
Wir sind also zu dem Schlu&8 gekommen, da8 zur Darstellung der Matrix- 
elemente der Streumatrix S (g), die die Struktur der physikalischen Pro- 
zesse bestimmen, gleichzeitig ein LAGRANGEoperator der Wechselwirkung 
und gewisse Integrationsregeln fiir das 7'-Produkt vorgegeben werden 
miissen. Sind die Integrationsregeln fir das 7'-Produkt schon festgelegt, 
so hat man den LAGRANGEoperator der Wechselwirkung L (#) im Hinblick 
auf diese Regeln zu wihlen. 
Die Abhiangigkeit der Form des LAGRANGEoperators von gewissen zusitz-_ 
lichen Uberlegungen ist durchaus keine spezifische Eigenschaft der zweiten | 
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_ Quantelung. In der klassischen Physik beispielsweise mu8 man, um die 
) Form der LAGRANGEfunktion festzulegen, zundchst unabhangige dynamische 
/ Variable wahlen [vergleiche z. B. die Behandlung des Skalarfeldes auf dem 
‘| tblichen Wege und im Formalismus von KEMMER (19)]. 

Wir miissen also zunachst alle Paarungen ,,zu Ende definieren‘‘, ebenso 
auch ihre Produkte, denn diese miissen integrierbare Funktionen werden. 
| Dann ist das 7'-Produkt vollstaindig festgelegt, und auch der LAGRANGE- 
( operator ist damit bestimmt. 

Mit diesen Fragen, die mit dem Regularisierungsproblem der S-Matrix 


) zusammenhangen, werden wir uns im folgenden Artikel eingehend beschaf- 


tigen. Hier beschranken wir uns auf die vollstaindige Definition der Paarung 
von Feldfunktionen. Wir kénnen festsetzen, daB die Paarung, wenn sie 
fiir alle v + y mit einer GREENschen Funktion iibereinstimmt 


ae ee oe (;.) De (« —y), 


mit dieser Funktion auch in jeder unendlich kleinen Umgebung des Punktes 
x = y tbereinstimmt. 

Indem wir also fiir das elektromagnetische und das Spinorfeld entsprechende 
Zusaitze anbringen, kénnen wir uns tiberzeugen, da die chronologischen 
Paarungen der Feldfunktionen dieser Felder 


ighDO) (x —y), 2° > y, 
Am (#) An (y) = ’ 


tg DO (ey), 9 Ym, 
Sie cabs [Damage Seer Baran) a Ys 


bei x + y mit den Kausalfunktionen der entsprechenden Felder tiberein- 
stimmen. Wir nehmen also an, es gelte stets 


p ‘A A ce gn “dketk(«-y 
An (2) Any) = io Djl@—W = ara | Gera 8 
= pe: 1 “dpeir(e—v(p = m) ot de 
WP ire, SC geal ee ae (5,8)*) 


Wie bereits in § 1 bemerkt, geniigen die Funktionen der meist betrachteten 
Felder den Vertauschungsrelationen 


e i| 0 
[ee (xt). Ug (y)] aa ra Aap (x —y)= Pag (53) DAS ia): 


0 
ful (a), #9 ()] = > AG? (@ — 9) = Pas (Fz) DO (@ — 9). 


1) Anm. d. dtsch. Red.: p ist in (6,17) definiert. 
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Indem wir die tibliche Paarung berechnen, erhalten wir also 


| abe Oe 
tha () tip(y) = — Aue” (% — 9), 


und gelangen damit zu der chronologischen Paarung 
=iAG? (x7 — y), LOE as 
v2) Ay) =f 
+ tAap (Sey) Ae an, 
die bei x + y mit 
{oe Se 1 0 , 
— Apa (% —y) => Pao (5) D’ (% — y). 
tbereinstimmt. i 
Wir setzen also fest, daB fiir beliebige x und y 


Ca aee 1 ‘ 
Wa (2) the (y) = = Ag (@ — 9). (5,9) 


gelten soll. 

In einigen Fallen kann der LAGRANGEoperator der Wechselwirkung auch die 
Ableitungen der Feldfunktionen enthalten. Es ist deshalb zweckmabig, 
auch eine Bedingung fir die vollstandige Definition ihrer Paarung ein- 
zufiihren. ; 
Beachten wir, da8 bei 2° S y° 


—o 


OF tha (Neste, 2 Ott (G). yt 
(0. x9)" 2 (Ox) (Ay)... (0 y8)92 
oF OL Ret erste 


- (0 7° \ho (Ome) rs , (Oy)%... (0 y3)% Uq (%) Up (Y), 


gilt, so konnen wir definitionsgema8 festsetzen 


a 


OF tq (x) Guy) 
(Aa9)ko... (Oac3)Fe (Ay)... (Oy3)a2 
1 OF 02 


Cc 
i (Jx)ho (Ax) (Jax)... (Ay) ae Aba fas bani) 
Nach der Definition der chronologischen Paarung gehen wir zur Formu- 
lierung des Satzes von Wick fir 7'-Produkte iiber. 
Der ,,Satz von WIck fiir T-Produkte“ besteht in der Behauptung, daB das 
T-Produkt eines Systems von n linearen Operatoren gleich der Summe 
ihrer Normalprodukte mit allen méglichen chronologischen Paarungen 
(einschlieBlich des Gliedes ohne Paarung) ist. 
Der Beweis liuft praktisch auf einen Beweis des Satzes von WICK fiir 
gewohnliche Produkte hinaus. In der Tat ist nach der Definition (5.1) das 
T-Produkt gleich einem gewohnlichen Produkt. 


MINA 84) es andy (%n)) =e Aj, (Xj)... Ajn (@5n)- 
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Wenden wir auf dieses iibliche Produkt den Satz von WIcK an, so ergibt 
» sich, daB es gleich der Summe der Normalprodukte der Operatoren 
) Aj (xj) .. .,Ajn (jn) mit allen méglichen iiblichen Paarungen ist. Da aber die 
i Reihenfolge der Argumente 2), ..., xj, die chronologische ist, so sind die 
? tiblichen Paarungen identisch mit den chronologischen. Wir finden also, daB 


T’ Ay ((%1) .. . An (%n)) 
| gleich der Summe der Normalprodukte der Operatoren 
Ajy (Xj)... Ajn (%jn) 


} mit allen méglichen chronologischen Paarungen ist, abgesehen von dem 
) Faktor «. 
' Wie bereits bemerkt, kann man unter dem Zeichen der chronologischen 
* Paarung ebenso wie unter dem Zeichen des Normalprodukts lineare Opera- 
» toren umstellen (unter Beriicksichtigung der Vorzeichenénderung). Damit 
7 k6nnen wir unter dem Zeichen der Normalprodukte mit allen méglichen 
| chronologischen Paarungen die normale Reihenfolge der Faktoren 1, 2, ..., 
) wiederherstellen und kénnen gleichzeitig den Faktor ¢ fortlassen. Der Satz 
| ist somit bewiesen. 


( Nun beziehen wir in die Betrachtung auch 7'-Produkte mehrerer Normal- 


4 produkte von linearen Feldoperatoren A, (x) ..., D; (2)... ein: 
PA GAT (2) ASE ee hn Uo eee se OP AD (z) a). (5,11) 


T-Produkte dieser Art sind zur Auswertung von 7'-Produkten lokaler 
Operatoren erforderlich, denn ein lokaler Operator L(x) ist definitions- 
gemaB eine Linearkombination von Gliedern des Typs 


Ag (2) Ag) sre cdg \apeee 


Fiir 7-Produkte von der Form (5,11) hat die Formulierung des Satzes von 
WICK nur die Besonderheit, daB man die chronologischen Paarungen von 
Operatoren, die im gleichen Normalprodukt enthalten sind, nicht zu beriick- 
sichtigen braucht. 

Zum SchluB stellen wir fest, da8 man ausgehend von (5,11) auch ein 7’-Pro- 
dukt normaler Produkte von allgemeinerer Form 


ay Re pk (oh epee eset (Po) WP ame ey a Ca gy bo 67 a (5,12) 
als Summe von Normalprodukten der Operatoren 
A, (2) ra! De (Zim) 


mit allen méglichen Paarungen mit Ausnahme der Paarungen der Opera- 
_ toren im gleichen Normalprodukt definieren kann. 

_Stiitzen wir uns auf diese Definition des 7-Produkts (5,12) so kénnen wir 
auch ein 7'-Produkt polylokaler Operatoren einfiihren: 


TAMU OCR teers sad) (215 ar. 45 ean) s (5,13) 


indem wir es durch eine Linearkombination von Ausdriicken des Typs (5,12) 
darstellen. Die unmittelbare Bestimmung eines 7'-Produkts (5,13) anhand 


488 N. N. BoGoLtyjusow und D. W. SCHIRKOW 


des chronologischen Merkmals ist in diesem Fall nicht angebracht, da die 
Operatoren A,..., D zu viele Argumente haben. 

Wir folgern, da8 das 7'-Produkt seinem Wesen nach eine neue algebraische 
Operation darstellt, die auch unabhangig von den tblichen Produkten ein- 
gefihrt werden kann. 

Vom mathematischen Standpunkt aus ist das 7'-Produkt dadurch besonders 
anziehend, daB man im Unterschied zu den tiblichen Produkten unter dem 
Zeichen des 7'-Produkts die Operatoren vertauschen kann, als ob sie exakt 
kommutierten oder antikommutierten. 


§ 6. Die FeyNMANsche Regel zur Beredhnung der Matrixelemente 
und Ubergangswahrsdcheinlichkeiten 


Der im vorigen Paragraphen dargestellte Satz von Wick fiihrt auf ein 
einfaches Verfahren zur Reduktion der 7-Produkte von LAGRANGEopera- 
toren, wie sie die Operatorausdricke S,, in der Streumatrix bestimmen, auf 
die Normalform. Der gréBeren Anschaulichkeit halber ist es angebracht, 
die Darlegung mit einem Spezialfall zu beginnen. Wir betrachten also die 
Wechselwirkung zwischen dem elektromagnetischen und dem Elektron- — 
Positron-Spinorfeld, deren Wechselwirkungs-LAGRANGEoperator folgende 
Form hat?) 

L (x) = V4me 3) =p (x) yy (2) Am (x): (6.1) 
Aus dem Satz von Wick fir J-Produkte folgt, daB der Koeffizient 
Sn (%1,..., %n) bis auf den Faktori” gleich der Summe der Normalprodukte 
der n LAGRANGEoperatoren (6,1) 


2D (ie Led bale (6,2) 


mit allen méglichen chronologischen Paarungen der auftretenden Operatoren 
A, y und y ist. 


Stellen wir der Paarung der Spinoroperatoren 


igs Rate 1 


* 
Pa (2) We (22) = — ap (1 — 2X») (6,3) 


einer Elektronenlinie, die vom Punkt 2, zum Punkt 2x, verlauft, die elektro- 
magnetische Paarung 

Ay (%1) An (%) = ig” Dé (x, — ay) (6,4) 
der ungerichteten Photonenlinie, die die Punkte a, und x, verbindet, gegen- 
iiber, und entsprechend der Matrix y” aus dem LAGRANGEoperator L (2;) 
den Punkt «,, durch den zwei Elektronen- und eine Photonenlinie gehen, 
schlieBlich den ungepaarten Operatoren  (a;), y (x;) und A (a;) eine innere 


1) Der Faktor ¥4x beruht auf der benutzten N ormierung des Potentials des elektro- 
magnetischen Feldes (vgl. auch (6,7) (6,8)). 
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Elektronenlinie, die vom Punkt x; ausgeht, eine innere Elektronenlinie, 
die in den Punkt 2; einmiindet bzw. eine 4uBere Photonenlinie, die in den 
Punkt x, miindete, so erhalten wir die bekannten Zuordnungsregeln zur 
Konstruktion der sogenannten FEYNMANschen Diagramme, die den Ele- 
menten S, (2%, ..., %,) entsprechen. 

Die Regeln miissen noch durch eine Vorzeichenregel erginzt werden, die der 
Tatsache Rechnung tragt, daB die Spinoroperatoren y und p antikommu- 
tieren. Ublicherweise schreibt man diese Operatoren und ihre Paarungen von 
links nach rechts, entsprechend einer Bewegung in entgegengesetzter Rich- 
tung einer Elektronenlinie, d.h. in der Form 


peri i ee ee ene eae ae 


:y (2;,) p (%4,) Y (%,).-- y (%,-4) W (Lex) Y (Xin): (6,5) 


Man kommt dann leicht zu dem SchluB, daB die Ausdriicke dieses Typs mit 
einem Faktor 
c= (— ten 


multipliziert werden miissen, wobei n die Ordnung des Diagramms, | die 
Anzahl der geschlossenen Spinor-Zyklen und m die Anzahl der offenen 
Spinor-Zyklen ist. 

Bedenken wir noch die Faktoren e” und 2” (n!)-1, so kommen wir zu einem 
einfachen Verfahren zur Konstruktion der einzelnen Glieder in der Ent- 
wicklung der S-Matrix in der x-Darstellung, die offenbar darauf hinauslauft, 
daB man nach den angegebenen Regeln die Operatorausdricke konstruiert. 
die allen modglichen FEYNMANschen Diagrammen der gegebenen Ordnung 
entsprechen. 

Hierbei hangen die Art und die Anzahl der ungepaarten Operatoren von den 
aéuBeren Linien des Diagramms ab, dagegen wird die Struktur der Koeffi- 
zientenfunktionen vollsténdig durch die inneren Teile dieses Diagramms 
bestimmt. 

Die angegebene Methode zur Konstruktion der Glieder des S-Matrix mit 
Hilfe der FEYMANschen Regeln und Diagramme 1laBt sich auf jede andere 
lokale Wechselwirkung iibertragen. Hierbei wird die Topologie der Dia- 
gramme vollstandig durch die Struktur der Glieder, aus denen der La- 
GRANGEoperator der Wechselwirkung besteht, bestimmt, wahrend die Zu- 
ordnungsregeln durch die Matrixstruktur dieser Glieder und die Art der 
Paarung der vorkommenden Operatoren gegeben werden. 

Wir betrachten nun das Verfahren zur Berechnung der Matrixelemente der 
Streumatrix, das bei Berechnungen der Wirkungsquerschnitte verschie- 
dener Streu- und Umwandlungsprozesse der Teilchen eine hervorragende 
Rolle spielt. 

Zur Berechnung der Matrixelemente geht man zweckmaBigerweise zur 
Impulsdarstellung iiber. Einerseits haben namlich die Kausalfunktionen 
(die chronologischen Paarungen) in der Impulsdarstellung sehr einfache 
Struktur und andererseits werden die Matrixelemente in der Regel fiir 
Zustinde gewiinscht, die Teilchen mit festen Impulsen enthalten. 

Der Anschaulichkeit halber schreiben wir die Impulsentwicklungen des 
Elektron-Positron-Feldes, des elektromagnetischen Feldes und die ent- 
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sprechenden Paarungen hin. Fiir die Operatoren des elektromagnetischen 
Feldes gilt 


Am (a) = A (x) + An’ (2), (6,6) 
1 : 
(4) (4) = — Like § (k2) 0 (k°) AX (k) dk, 6,7 
Arm” (#) = cae, |e! 9 (RA) 0 (l) Ame (h) (6,7) 
Ag (B) = 3 ne G, ey. (6,8) 
v=0,1,2,3 
Lt =.0) 
mit ve—={ 5 bia hy cs 


Hierbei sind e, die Polarisationsvektoren, aS’ (k) und a‘? (k) die ent- 
sprechenden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Photonen mit der | 
Polarisation » und dem Viererimpuls k (k? = 0). 
Fiir das Elektron-Positron-Feld gilt 


yp (2) = yp (a) + yO (a), (6,9) 

p (2) =p (2) + PO (a), (6,10) 

2 (2) = aye, [ eHF# (pt — mi!) 8 (p") wp) dp, (6,11) 
yo (p) = D> us" (p) at (p), (6,12) 


p=? 


B® (2) = oy, [ eb 8 (Bt — me) 8 (DF) (v) dp, (613) 


Po (p) = 3) tz’ (p) a" (p). (6,14) 
BK 

hierbei ist w die Spinvariable, ut“ und u+-“ sind die Spinoramplituden, 

a* und a~ sind die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Elektronen, 


entsprechend a+ und a~ fiir Positronen. 
Fir die Paarungen erhalten wir schlieBlich 


—————— oh gm etk(z—y) . 
Arm (2) An (y) = ig" D5 (@ — y) = sou | ot (6,15) 


i 2e 
Wa (X) Pp (y) = ap (© — y) = 


er aa ne . 
=a | pa ee, 6.9 
= 
P=yp =p — 7p. (8,17) 


Infolge des Auftretens von Faktoren der Art 6 (k2 — m2) 6 (k®) in (6,7), 
(6,11) und (6,13) 14Bt sich die Integration iiber k° (oder p°) in trivialer Weise 
durchfiihren. Wir erhalten einen Ausdruck des Typs 


Lai i iRetepe WAE(D) pee — 
(+) — ips — 2 2 
y (x) way | e+ } V2 p° dp (p a? Vp ae m ye (6,18) 


p? 
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yp (p) = Dd) ut (p) at (p), (6,19) 
bu 


| mit wert (p) = wt (p) |p Vote 
und die ,,dreidimensionalen‘‘ Operatoren a (p) sind mit den _,,vierdimen- 
sionalen‘‘ Operatoren a (p) durch die Beziehungen 
a* (p) 
at (p) = —@ 
V2.2 | p+ Vem 
verkniipft und geniigen Vertauschungsrelationen des Typs 
[a* (p), & (p')] = 5 (Pp —P’). (6,21) 


Die Amplitude eines Zustandes, der m Teilchen verschiedener Art mit 
bestimmten Impulswerten enthalt, bildet jetzt einen Ausdruck der Form 


= | a (p) V2p°6 (p? — m?) 6 (p°) dp? (6,20) 


De asyices SAME ia) (ta)int cage» (Lap) Deere (6,22) 
Bei der Berechnung des Matrixelementes 
* 
(Byer. FLD aed (6,23) 


| miissen die Erzeugungsoperatoren uw mit den Vernichtungsoperatoren 


* 
a‘—) (f') der Amplitude ®...,... kommutieren, ebenso die Operatoren w‘*) 
mit den Operatoren a“ (f) der Amplitude @...,..., solange einer von ihnen 


bei der Einwirkung auf Dvax oder ®,,,; nicht Null ergibt. Dieser ProzeB 
wurde in § 2 kurz behandelt. 

Wir beschrinken uns auf den Fall, fiir den der Impuls keines der Teilchen 
im Anfangszustand mit dem Impuls im Endzustand tibereinstimmt und 
kommen zu dem Schlu8, daB das Matrixelement (6,23) als Produkt der 
Ergebnisse der Vertauschung der Operatoren w‘— (#;) mit a (f) und 
wu) (x;) mit a‘) (f') dargestellt werden kann: es ist gleich dem Ausdruck 


gee) e-ink TT we) Kae 
(k) on Ip (K’) (27) le 


- Wesentlich ist der Umstand, da jede auBere Linie des Diagramms vom 
Standpunkt der Matrixelemente einem realen Teilchen im Anfangs- oder 
Endzustand entspricht. Auf Grund dessen kann man auch die FEYNMANschen 
Diagramme als schematische Darstellung der Wechselwirkungsprozesse der 
Elementarteilchen auffassen. 
Unter Benutzung der Entwicklung der Kausalfunktionen in der Form (6,15), 
(6,16) sowie des Ausdruckes (6,24) kénnen wir nun die in den Gliedern der 
S-Matrix vorkommenden Integrationen iiber die Variablen 2 ausfithren 
und erhalten so die FEyNMANschen Regeln fiir die Berechnung der Matrix- 
elemente der Streumatrix 


[Babee heelys orb Bale " (6,25) 


Beispielsweise erhalten wir fiir die Spinor-Elektrodynamik in den hier 
benutzten Bezeichnungen folgende Zuordnungsregeln: 


(6,24) 
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Tabelle 


Faktor im 
Matrixelement 


Element des 


Teilchen Diagramms 


1. Elektron im Anfangszustand (22)~/2u—>”(p) 


2. Positron im Anfangszustand (22)*/2u—>” (p) 


3. Elektron im Endzustand (2 x)~*/2ut>” (p) 


4. Positron im Endzustand (2)/2ut>*(p) 


Ui 
n 


(27)'l2 V2 k° 
6. Virtuelles Elektron mit einem 


Ns 
je 
Pp 
ee] 
k 
eee 
‘ 2 an 
Impuls p, das sich von 1 nach i ptm 
2 bewegt, oder virtuelles Po- (2n)* p?—m? + te 
Gi) 
winch 
k 
+ 


5. Photon im Anfangs- oder End- € 


zustand mit derPolarisatione, 


ities 


sitron mit einem Impuls p, 
das sich von 2 nach 1 bewegt 


Gis 1 


7. Virtuelles Photon mit einem ese Cia : 
(2a)4i k? +e 


Impuls f 


8. Knoten im Diagramm 


V4n ey™ (27)40(p. —py £ k) 


Bei der Aufstellung der Matrixelemente in der Impulsdarstellung hat man 
auch die Symmetriceigenschaften der Funktion S,, (x,,...%n) zu beachten. 
Diese Eigenschaften haben zur Folge, daB, wenn unter den » Knoten des 
Diagramms k Gruppen mit 1, ,..., 7% symmetrischen Knoten sind, alle 
Ausdrticke mit dem Faktor 
n! 
a nie cai the 

multipliziert werden miissen. 

Es mu8 auch der Fall erwihnt werden, daB sich im Anfangs- und End- 
zustand mehrere Teilchen derselben Art (mehrere Photonen, mehrere 
Elektronen usw.) befinden. In diesem Fall kénnen die Erzeugungs- und Ver- 


nichtungsoperatoren fiir die Amplituden @ und ® mit den Operatoren aus 
der Streumatrix auf mehrere verschiedene Weisen kommutieren. Die ent- 
sprechenden Diagramme unterscheiden sich durch eine Vertauschung der 
Impulse der aueren Linien fiir die identischen Teilchen. Hierbei ist noch 
zu berticksichtigen, daB die normierte Amplitude eines Zustandes, der 
k Gruppen von N,.... N, identischen Teilchen enthalt, einen Faktor 


(Ny! NA! 2. Wyle 
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aufweist und da8 im Fall identischer Fermionen das resultierende Matrix- 


_ element antisymmetrisch hinsichtlich der Vertauschung zweier beliebiger 


Fermionen sein muB. 


| Wie wir sahen, sind die Matrixelemente (6,25) Funktionen der Anfangs- 
_ und Endwerte des Impulses p und p’, und infolge der Zuordnungsregeln 


sind sie proportional der 6-Funktion 
6 (2) | ae Das p’) ? 
die den allgemeinen Erhaltungssatz fiir den Viererimpuls ausdriickt, also 
* 
(Dr PRS A). ee eS) (pi), 4118,26) 
Bei der Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten fir die Streuprozesse hat 
man die Quadrate der Matrixelemente der Typs 
* 
i Die Sy OS 1) Bee) y oo) 


zu berechnen: eine unmittelbare Berechnung mit Hilfe von (6,26) fihrt auf 
einen sinnlosen Ausdruck. Wie eine eingehendere Betrachtung lehrt'), 
erhalten wir in diesem Fall 


2 


? 


IB... 80) G...9.. P= sad py —S vy F wwe (6,27) 


Hierbei sind V und 7 das Raumgebiet und das Zeitintervall, innerhalb 
derer die Wechselwirkung erfolgt. 

Im Spezialfall einer Streuung von Teilchen durch ein klassisches stationares 
Feld, wo nicht der Impuls, sondern nur die Energie erhalten bleibt, finden wir 


(Soe 8 (1) Dente oe Ba SRM Ns), 091. 0(6)28) 
ie T 
(B..p- 8 (1) B.p..) P= = (DED BYP (y', ve. (6,29) 


SchlieBlich ermitteln wir noch den Zusammenhang zwischen den Matrix- 
elementen der S-Matrix und den Ubergangswahrscheinlichkeiten. 
Betrachten wir die Amplitude eines Einteilchenzustandes mit festem 
Impuls py als Grenzwert der Amplituden eines Wellenpaketes von Teilchen 
mit Impulsen in einer kleinen Umgebung von py, beim Zusammenschrumpfen 
dieses Gebietes, so kénnen wir nachweisen, da8 die Amplitude des Ein- 
teilchenzustandes, normiert auf die Volumeneinheit, folgende Form hat: 


@® = (22)"!: a* (Yo) Dvax- 


Die normierte Amplitude eines Anfangszustandes, der s Teilchen mit be- 
stimmten Impulsen enthalt, 1aBt sich also folgendermafen schreiben: 


38 3s 
@D = (22)? at (p,)... at (p,) Pyax = (22)? ®... 5p... (6,30) 
Setzen wir fiir die Amplitude des Endzustandes ®, an 
3r 
ee ee tee (anya (6,31) 
G 


1) Siehe z. B. (10). 
35 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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und integrieren iiber ein Gebiet G, das gleich dem Produkt der Volumina 
Ay ois Ese Ap, 

ist, so erhalten wir die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang aus dem Zu- 
stand (6,30) in den Zustand (6,31) nach den allgemeinen Regeln der Quanten- 
mechanik zu ¥ P 
(6.81) 0)| 
dw —— SiC a ee —— 

(d, ©) 


z 2 
= (20) Apy. Apt (O onc... 90)G. 25.0) a (6am 
Im Zusammenhang mit der Wahl der Normierung sind hierbei die mittleren 
Teilchenzahlen der Volumeinheit im Anfangszustand gleich Eins gesetzt. 
Sind diese Teilchenzahlen n,,..., ,, so ist der Ausdruck (6,32) zu ersetzen 
durch 


dao = had cag FO AD a AUD. ore, WOLD iam pec 


Zur Veranschaulichung betrachten wir die Streuung eines Teilchens an 
einem anderen. In diesem Fall ist r = s = 2. Statt (6,33) erhalten wir unter 
Beriicksichtigung von (6,27) fir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit- 
und Volumeneinheit 


(27)? ny + Me. 6 (py + Po — Pi — Po) |F (p’,.p) |? dpi dps... 


Da der Impuls pi durch den Wert p; und die Anfangsimpulse vollstandig | 


bestimmt wird, erhalten wir durch Integration tiber pj 


(270)? ny > n,|F (p', p)|? 6 (p? + p$ — pi? — pe?) dpi, (6,34) 


Hierbei ist in F gesetzt Po =P, + P, — Pi. 
Der Ausdruck (6,34) wird gewohnlich als Produkt 
Ny S Nog . Vy do, 


dargestellt, wobei v, der Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens mit dem 
Impuls p, ist, Ip, 
1 


1 0 
Pi 
do, hat die Dimension einer Flache und ist proportional dem Raumwinkel- 
element des Teilchenimpulses pj nach der Streuung; es wird als. ,,differen- 
tieller Wirkungsquerschnitt‘‘ bezeichnet und hat die Form 
(2.7)? 
do, = ——|F (p', p) 
1 


6 (#, + H, — By — B3) dp, - pp dQ}, (6,35) 


mit den Bezeichnungen E,=pi; pi =|pi 
Gehen wir von p, mit Hilfe der Beziehung 
Ey = py + m* 
zu H uber und integrieren tiber Ej, so erhalten wir schlieBlich 
_ (27°) p By 


dg ES 
: v,|f (Z;)| 


pap) OT eee (6,36) 
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mit der Bezeichnung 


f (Hh) = aap (Bs + By — 8, — 2). 
_ Den integralen Wirkungsquerschnitt finden wir, indem wir (6,36) tiber Q’ 
integrieren 2 a) BY 
it)" Pi 
C= FE] F 2¢dQ)’. 6,37 


Bei der Berechnung der it een interessiert man sich gewohnlich 
nicht fiir die Spinzustaénde der Teilchen. Man summiert deshalb iiber die 
Spinindizes der gestreuten Teilchen und mittelt tiber die Spinindizes der 
streuenden Teilchen. Bezeichnen wir diese Operation abgekiirzt mit dem 
Symbol 2;, so erhalten wir folgende Formeln fiir den differentiellen und den 
integralen Streuquerschnitt 


(270)? EY 

Loe oP | = | p', P) P dia, |p ! Po Dy" —Po’ = 0> (6,38) 
2m)? [pil 

O71 a “ Se jee rae a (p’, Pp bie OO name p'1—p'2== 9° (6,39) 


| Analog kann man aus der allgemeinen Formel (6,33) Ausdriicke fiir Wahr- 
scheinlichkeiten und Querschnitte anderer méglicher Prozesse erhalten. 


Ubersetzt von H. VOGEL 
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Die Verteilung der Nukleonen in schweren Atomkernen 
Von P. MITTELSTAEDT 
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I. Einleitung 


Der folgende Bericht soll referieren iiber einen Problemkreis, der in der 
letzten Zeit einen gewissen AbschluB erfahren hat, sowohl was die experimen- 


| telle Seite der Fragestellung anbelangt, als auch in Hinsicht auf die theore- 


tische Deutung. Es handelt sich um die Frage nach der Dichteverteilung der 
Protonen und Neutronen in verschiedenen, insbesondere schweren Atom- 
kernen. Dabei soll weniger die Problematik der genauen Gestalt dieser Ver- 
teilungsfunktion im Vordergrund stehen, als vielmehr die des sog. ,,Radius“ 
der Kerne, wobei der Begriff des ,,Radius‘‘ unten noch genau prazisiert 
werden soll. 

Bis vor einigen Jahren konnte das Problem des Radius der Protonen- und 
Neutronendichteverteilungen als befriedigend gelést betrachtet werden, die 
Auswertung der verschiedensten Experimente (s. Abschn. II) wies tberein- 
stimmend darauf hin, daB sich der Radius in einer brauchbaren Naherung 
durch die Formel R = R,- A’: (Ry = 1,4- 10718 cm, A= Gesamtnukleonen- 
zahl) darstellen lieB, ohne da8 ein wesentlicher Unterschied zwischen einem 
Protonenradius R? und einem Neutronenradius R* festgestellt werden konnte. 
Man konnte jedoch vermuten, daB die Protonen infolge ihrer gegenseitigen 
AbstoBung mehr am Kernrand konzentriert seien als die Neutronen, so dafs 
bei einer Steigerung der experimentellen MeBgenauigkeit méglicherweise ein 
RP zu erwarten gewesen ware, das einen etwas gréReren Wert als der ent- 
sprechende Neutronenradius R* gehabt hatte. 

In den vergangenen Jahren ist es jedoch gelungen, zwei neue MeBmethoden 
zu entwickeln, die speziell die Dichteverteilung der Protonen mit einem sehr 
hohen Genauigkeitsgrad zu messen gestatten. Es handelt sich dabei um die 
y-Spektroskopie des u-Mesonatoms sowie um die Messung der Winkel- 
verteilung bei hochenergetischer Elektronenstreuung an verschiedenen 
Kernen. Beide Methoden weisen in ihren Ergebnissen darauf hin, daB sich 
entgegen den friitheren Untersuchungen und Vermutungen fir die Protonen- 
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radien Werte ergeben, die angenahert in der Formel R? = KR}. A’e 
(RP =1,2-10-%cm) dargestellt werden konnen, wogegen kein Anlaf8. 
besteht, die Messungen der Neutronendichte, die mit Neutronenstreuung | 
hoher Energie durchgefihrt waren und RY = RY As (RY = 1,4- 107% cm). 
ergeben hatten, zu revidieren. 

Die Diskrepanz dieser Werte zu friiheren Untersuchungen ist offensichtlich. 

Zahlreiche Methoden, die die Protonendichte zu messen gestatten, die Energie- 

differenz bei Spiegelkernen, Protoneneinfangexperimente, die a-Zerfalls- 

wahrscheinlichkeit und die Bestimmung der Coulombenergie aus den Massen- 

defekten, hatten iibereinstimmend fiir den Protonenradius den Wert 

RP = RP. A's (RP = 1,4-10-4% cm) ergeben. Weiterhin widerspricht das. 
neue Ergebnis der einfachen Uberlegung, wonach die Protonenverteilung | 
wegen der Coulombschen AbstoBung vermutlich einen groBeren Radius haben 

sollte als die entsprechende Neutronendichte, wahrend die angefihrten Experi- 
mente RP = 1,2-10-%cm und RY = 1,4-10°% cm als richtig erscheinen 
lassen. 

Auf Grund dieser Problematik ergab sich eine zweifache Aufgabe: Einmal 

eine genaue, erneute Diskussion der bereits vorliegenden Experimente durch- 

zufiihren, zum anderen von rein theoretischen Gesichtspunkten aus an Hand 

eines geeigneten Kernmodells die zunachst unverstandliche Tatsache zu 

deuten, daB die Protonen starker im Inneren des Kerns konzentriert sind als 

die Neutronen. 

Entsprechend dieser Fragestellung gliedert sich das vorliegende Referat: 

In Abschnitt IT sollen die bekannten Modelle zur Bestimmung der Dichte- 

verteilung der Protonen und Neutronen genauer diskutiert werden, wobei 

sich zeigen wird, daB eine genaue Auswertung der experimentellen Daten im 

allgemeinen Ubereinstimmung mit den neuen Experimenten ergibt. Dabeisoll 

jedoch der experimentelle Teil dieser Fragen nur insoweit diskutiert werden, als’ 
dies fiir die theoretische Auswertung, insbesondere die hier interessierenden 

Radien der Dichteverteilungen, notwendig ist. Beziiglich aller Einzelheiten 

und meBtechnischen Fragen sei auf die Originalarbeiten hingewiesen. 

In Abschn. III soll dann von theoretischen Gesichtspunkten aus die Frage 

nach der Interpretation dieser Ergebnisse gestellt werden. Wir werden ver- 

schiedene Deutungsversuche diskutieren, die durch Beachtung einer Anzahl 

bisher unbericksichtigter Effekte und durch erhéhte Rechengenauigkeit die 

experimentell gefundene Verschiedenheit von R? und RY in befriedigender 

Weise erkliren kénnen. 

Ehe jedoch die MeBmethoden fiir die Bestimmung der Kernradien im 

einzelnen untersucht werden, soll noch die grundsiatzliche Frage erértert 

werden, in welcher Weise es moéglich ist, einheitlich fiir alle auftretenden 

MeBmethoden einen Radiusbegriff zu definieren. Die Verteilungsfunktionen 

fiir Protonen bzw. Neutronen, die im folgenden stets als kugelsymmetrisch 

angenommen werden sollen (Abweichungen von der Kugelgestalt sollen in 

diesem Referat nicht behandelt werden), wollen wir mit op(r) bzw. oy (r) 

bezeichnen. Aus der Gesamtwellenfunktion der Protonen ¥’p (1, t,-+-1,) laBt sich 


G(r) durch gp (t) = [Prlt, tat) PB(t, ty-t,) dty--dt, 


herleiten, entsprechend fir Neutronen. 
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Bei einem Vergleich mit den Experimenten wird es im allgemeinen nicht 
moglich sein, @p(r) bzw. oy(r) unmittelbar als numerische Funktion zu 
gewinnen, da das empirische Material dazu meist zu unvollstandig vorliegt 
und auch mit zu groBen Fehlern behaftet ist. Statt dessen ist es meist zweck- 
maBig, von einer einfachen analytischen Funktion fiir op(r) bzw. oy (r) aus- 
zugehen, derart, daB @(r) auBer von r noch von einigen Parametern abhangt, 
die dann durch das Experiment geeignet festgelegt werden kénnen. Auch bei 
den rein theoretischen Untersuchungen wird es wegen des groBen Rechen- 
aufwandes nur sehr selten méglich sein, die Dichtefunktion o(r) etwa aus 
einem Variationsverfahren zu gewinnen, so da man auch hier auf die Ver- 
wendung von geeigneten Vergleichsfunktionen angewiesen ist, wobei die ent- 
sprechenden Parameter etwa durch ein Ri1Tzsches Verfahren bestimmt werden 
kénnen. Der einfachste derartige Ansatz fiir eine solche Verteilungsfunktion 


ist: ns 0 mee ye 
df.) eeaees 
. 0 r>R 


Bei einer derartigen Verteilung ist es unmittelbar einleuchtend, R als den 
Radius des entsprechenden Kernes zu bezeichnen. Wir werden im fol- 
genden die verschiedenen Radiusbegriffe stets so wihlen, da8 in dem Falle, in 
dem die Dichte die Form (I, 1) hat, der entsprechende Wert in R iibergeht. 

Man kann auf Grund zahlreicher Untersuchungen (WEIZSACKER 1935, FLUGGE 
1935) annehmen, da8B die Form der Dichteverteilung nicht immer dieselbe 
sein kann: Leichte Kerne kénnen etwa angenihert werden durch eine GAUSS- 
Verteilung (x ‘ 


(I, 1) 


= NG 
o(r) = Q0€ ? (I, 2) 
wahrend schwere Kerne mehr eine Verteilung der Art (I, 1) haben werden. 
Um diese Verhaltnisse durch eine fiir alle Kerne universelle Funktion dar- 
zustellen, werden wir spaiter von der Funktion 


-(=}" 

g(r) = ee (I, 3) 
ausgehen, die fiir n = 2 die Form (I, 2), fiir » > oo die Form (I, 1) annimmt, so 
da8B » eine Funktion des Atomgewichts wird, die, wie sich zeigen laBt, ange- 
nihert die Form n = n, A’ besitzt (MITTELSTAEDT 1954). 

Weiterhin ist nicht zu erwarten, daB man fiir Protonen und Neutronen ein- 
heitlich monoton abfallende Verteilungsfunktionen erhalt. Die Berechnungen 
in Abschn. III werden im Gegenteil zeigen, daB die Protonendichtever- 
teilungen ein Maximum am Rande des Kernes haben werden. 

Es ist unter diesen Umstinden ungiinstig, den Radius etwa durch den Abfall 
auf den e-ten Teil (R,) oder den Wendepunkt &,, zu definieren. Die nicht 
monotonen Funktionen wiirden in diesen Fallen zu sinnlosen Resultaten 
fiihren. Dagegen scheint der mittlere quadratische Radius 

4x { o(r)r4dr 
0 


7 = —____—_—__, , 


4x | o(r)r? dr 
) 
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der fir die hier diskutierten Zwecke am besten geeignete Begriff. r2 ist auf 
monotone und nichtmonotone o(r) in gleicher Weise sinnvoll anwendbar. 


Ein Vergleich mit (I, 1) zeigt, daB als Radius Ry, nicht direkt r2 verwendet 


5 f= : ; : ; 
werden kann, sondern Ry = ee V7?. Der Radius Ry ist noch in einer 


weiteren Weise vor den anderen Definitionsméglichkeiten ausgezeichnet 
dadurch, da dieser Begriff von den Elektronenstreuexperimenten aus 
(Abschn. II, B6) am besten zuginglich ist. Ein in Abschn. III durchgefihrter 
Vergleich der drei GréBen R,, Rk, und Ry zeigt auBerdem, daB wenigstens 
im Bereich der schweren Kerne ein der experimentellen MeBgenauigkeit 
zuganglicher Unterschied der drei GréfSen nicht vorliegt. 

Im Falle n — ov, also bei der Verteilung (I, 1) wiirden sie voraussetzungs- 
gemaB exakt gleich sein. Wegen der angefiihrten Griinde werden wir Ry, als 
den dem Problem am meisten adaéquaten Begriff fiir den Radius verwenden. 
Der Radius der Protonen- bzw. Neutronenverteilung soll entsprechend mit 


Re bzw. igh bezeichnet werden. 


II. Experimentelles 


In dem nachfolgenden Abschnitt sollen verschiedene Methoden diskutiert 
werden, mit denen es méglich ist, die GréBen R? und R* zu bestimmen. Wie 
bereits bemerkt, soll dabei weniger Gewicht auf die experimentelle MeB- 
anordnung im einzelnen gelegt werden, als vielmehr die Frage der Aus- 
wertungen der Messungen im Vordergrund stehen. Die Experimente zer- 
fallen dabei in zwei Gruppen, einmal diejenigen, die zur Bestimmung von R* 
fihren, zum anderen diejenigen, die R? festlegen. Dabei ist jedoch zu be- 
tonen, daB eigentlich keine Methode existiert, um direkt R¥ zu messen, da 
die hier angefiihrte Streuung von Neutronen hoher Energie in Wirklichkeit 
den Radius der Gesamtdichte 0 (7) = op(r) + oy (r) miBt. Wir werden jedoch 
diese Methode (Abschn. III) als brauchbar ansehen zur Bestimmung von RY”, 
da, wie sich spater zeigen wird, im allgemeinen R? < R* ist, so daB die 
gewonnenen Radien der Gesamtdichte ein gutes Ma8 fiir den Neutronen- 
radius R% darstellen. (Vgl. auch die in Abschn. III durchgefiihrte Diskussion 
dieser Frage.) 

Neben dieser Methode dienen alle iibrigen hier erwaihnten Verfahren zur Fest- 
legung des Protonenradius R’. Es soll im wesentlichen Aufgabe dieses 
Kapitels sein, zu diskutieren, inwieweit sich die Diskrepanzen der ver- 
schiedenen Methoden zur Messung von R? durch eine sorgfaltige Analyse 
der Experimente beseitigen lassen, wihrend die Frage nach der theoretischen 


Begriindung der Verschiedenheit von R? und R* in Abschn. III untersucht 
werden soll. 


A. Messung der Gesamtverteilung 


Die Bestimmung der Gesamtverteilung kann experimentell durch die Messung 
der totalen Wirkungsquerschnitte hochenergetischer Neutronen an dem 
betreffenden Kern durchgefiihrt werden. Die Querschnitte lassen sich aus einer 
Reihe einfacher Voraussetzungen berechnen (FESHBACH 1947, BLATT- 
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WEISSKOPF 1952), so daB durch einen Vergleich der gemessenen mit den 
berechneten Werten riickwarts auf die GréBen FR geschlossen werden kann. 
Es soll zunachst der Weg skizziert werden, der die Berechnung der ver- 
schiedenen Querschnitte erméglicht. Wir werden hier die Theorie etwas aus- 
fihrlicher als fiir den Zweck der Neutronenstreuung erforderlich, behandeln, 
da spiter bei der Diskussion der Protoneneinfangexperimente derselbe 
Formalismus mit nur geringen Abanderungen benutzt werden wird. 

Die folgenden Betrachtungen gehen von einer wesentlichen Voraussetzung 
aus: Der kugelsymmetrisch gedachte Kern hat an der Stelle » = R eine wohl- 
definierte Oberflache. AuBerhalb dieser Oberfliche (r > R) ist, abgesehen von 
dem Coulombpotential, das durch die Protonen erzeugt wird, keinerlei 
Wechselwirkung mit der Kernmaterie vorhanden. Es wird hier also von 
vornherein von einer Dichtefunktion ausgegangen, die die in der Einleitung 
diskutierte Form (I, 1) hat. 

Ist r der Relativabstand zwischen Kern und einfallender Partikel, so lautet 
im Gebiet r > R die SCHRODINGER-Gleichung fiir die Radialfunktion: 


au, Yi+1) 2M 
Aye. a E es a V (n| uy = 0, (II, 1) 
wobei die Wellenzahl & mit der Energie H des einfallenden Teilchens im 
Schwerpunktsystem durch k = (2M E/h2)’/: verbunden ist. M ist dabei die 
reduzierte Masse. V (r) ist fiir geladene Teilchen das entsprechende Coulomb- 
potential, im Falle der Neutronen entfallt dieses Glied. Es seien nun F’,(r) 
und G,(r) die Grundlésungen der Gl. (II, 1). Fiir Neutronen [V (r) = 0] sind 
diese in bekannter Weise durch BESSELsche und NEUMANNsche Funktionen 
darstellbar. 


ker\'/2 kr\'/2 
Fits) = (7) “dren, (en aur) = — () Ni +1, (kr). 


2 


Fir Protonen kénnen die entsprechenden Funktionen nicht mehr durch 
elementare Funktionen ausgedriickt werden. Sie sind fiir verschiedene Z und k 
tabelliert worden (BLOCH 1951, CHRISTY 1948, National Bureau of Stan- 
dards 1952). Zerlegt man die Radialfunktion fiir Neutronen in ein- und aus- 
laufende Kugelwelien, 


u(r) = aruf)(r) + BufH(r), (II, 2) 
wobei ut) (r) = Gi (r) + iF, (r) 
die auslaufende Welle und 
ul) (r) = G(r) — Fi (7) 


die einlaufende Welle darstellt, so bestimmen sich die Konstanten a und 6 
durch Vergleich von (II, 2) mit dem Verhalten der Wellenfunktion im 
Unendlichen 


zu Fie ag es a b=—yna, 
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n, ist dabei eine komplexe Zahl, deren Wert von den Gegebenheiten im Kern- 
inneren abhangig ist. Die Kenntnis der GréBen 7, ist ausreichend, um die ver- 
schiedenen Querschnitte zu berechnen. Fir den Streuungsquerschnitt erhalt 
man oo 


1 
Og) vod? (Bhepul)pb— yy A=z 


f= 0 
und fir den Reaktionsquerschnitt 
Or eS mA? (20 +- 1) (1 — | mI?) 
=0 
Es 148t sich zeigen (FEHSBACH 1947), daB die GroBen 7, allein durch die 


Werte der logarithmischen Ableitung der Wellenfunktion an der Kernober- 
fliche (r = R) ausgedriickt werden kénnen. 


Definiert man 
Haan. E a git — wi (R) 
T— wh 


Lee) ~ wu) (R) 
uty (r) ul-Y (r) 
(Ce) == ps ne Cc) == pte 
up h = Be (r) a f =R| u) (r) |par 
; fears? V2te 
so ist Dea aearreay ik 
Ublicherweise zerlegt man f(+) und f(—) in Real- und Imaginarteil 
ff = A, + ts, f = A, —t8,. 


Bei der Anwendung des dargestellten Formalismus auf die Streuung hoch- 
energetischer Neutronen an Kernen wird jedoch gewohnlich noch eine weitere 
einschrankende Voraussetzung gemacht (BLATT-WEISSKOPF 1952). Es werde 
angenommen, da das mit der Wellenzahl k einfallende Neutron im Inneren 
des Kernes, also fiir r < R, eine Wellenzahl K besitzt, die man sich etwa 
durch die Wirkung eines Potentialtopfes der Tiefe — V, entstanden denken 


kann, so daB 2M (ik? gi 1/5 
he \2M : 
ist. 


Entsprechend dieser Vorstellung laBt sich K? = k? + K? baw. Ky bestimmen 
aus dem THOMAS-FERMIschen Potentialmodell: Ky, ist gleich derjenigen 
Wellenzahl, die der Energie Egren, + V4 entspricht, wenn Egrenz die kine- 
tische Grenzenergie und V, die Abtrennarbeit aus dem Kern bedeutet. 
Wahlit man angenihert fiir den Radius des kugelférmig gedachten Kernes die 
Formel Rk = R, A‘, so erhalt man in bekannter Weise 


1 /97\'ls 
B= 55) 


unabhingig vom Atomgewicht des einzelnen Kernes. Wahlt man R, = 
1,5 - 10-13 em, so erhalt man fiir 


Ke a ie 10cm +, 


So tet 


Se nee ee 


Die Verteilung der Nukleonen in schweren Atomkernen 503 


Ohne Bezugnahme auf diese spezielle und nur angenahert richtige Herleitung, 


‘y wird fiir die folgenden Berechnungen der Wert K, = 1-10-13cm-} zugrunde 


gelegt werden. 

Die erwaihnte zusatzliche Voraussetzung besteht nun in der Annahme, daB8 
jedes Neutron, das in den Kern eindringt, dort zu einer Reaktion fiihrt, also 
von dem betreffenden StreuprozeB aus gesehen, absorbiert wird. 


| Dieser Sachverhalt wird angenihert durch die Bedingung ausgedriickt, daB 


im Inneren des Kernes (r < #) nur einlaufende Wellen existieren. Der ein- 
fachste Ansatz (sog. Kontinuumtheorie) fiir die Radialwellenfunktion ist dann 


oh (r) pe py he ag 


was zu fi=—tKR 


unabhangig von 1 fiihrt. Diese Annahme ist nicht so speziell wie es zunadchst 
scheinen mochte. Im Formalismus zur Berechnung der Querschnitte treten 
die Bedingungen im Inneren des Kerns nur durch die logarithmische Ab- 
leitung f; auf; die Annahme einlaufender Wellen im Inneren ist daher viel 
spezieller als dies fiir die Rechnung ben6tigt wird, da in diese nur die Be- 
ziehung f{, = —ikK R eingeht. 

Da auf Grund der gemachten Voraussetzungen alle Neutronen, die einen 
Compound-Kern bilden, zu einer Reaktion fiihren, so ist der Querschnitt o¢ 
zur Bildung des Compound-Kernes gleich dem Reaktionsquerschnitt 


2 2 4s, KR 
goge : ete a7! oe A? + (KR + 8)” 


Um einen Vergleich mit den gemessenen totalen Querschnitten o; durch- 
fihren zu kénnen, muB8 noch der Streuquerschnitt hinzugenommen werden 

2is, 4s, KR 
A, + i(kR + 81) A? + (KR + 8,Pf° 
Die Werte von o;/z R? sind in Abb. 1 fiir verschiedene Energien des ein- 


fallenden Teilchens graphisch dargestellt. Die Abszisse ist in Einheiten «=k R 
= 0,218 RE’: dargestellt, wobei R in 10-43cm und E in MeV gemessen 


co 2 2 
a= nt 502141) aun + 


1=0 


Sieh Lee Sool FG TNO aia I 
x=kR=0.218 RVE [10 -®em (MeV )?2 ] ——~ 


Abb. 1. Totale Neutronenquerschnitte. 
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werden. Die beiden oberen Kurven entsprechen den beiden Radien R = 
5-10-8em und R= 8- 10-4 cm. Fir Ky wurde wie oben erwahnt, Ky = — 
1-10-43 cm gewahlt. Zum Vergleich ist noch der Querschnitt o,, der total 
reflektierenden Kugel (K,= oo) mit aufgetragen, woraus deutlich wird, daB die 
Querschnitte bei hohen Energien nicht sehr stark von Ky abhangen, und diese 
Daten zur Bestimmung von K, sehr ungeeignet sind. Es sei noch bemerkt, dah 
der asymptotische Wert von o; = 2 Ff erst fiir sehr hohe Energien (H > 50 MeV) 
erreicht wird. Die experimentellen Daten, die zum Vergleich mit den so 
berechneten Querschnitten herangezogen werden sollen, beziehen sich auf 
Messungen bei 14 MeV (AMALDI 1946) und 25 MeV (SHEER 1945). Die sehr 
schwache Abhangigkeit des Querschnittes o;,/7 R? von K, laBt diese GroBe als 
sehr geeignet zur Bestimmung von & erscheinen. Tab. 1 gibt fiir verschiedene 
Elemente die gemessenen Querschnitte o, sowie die daraus berechneten 
Radien R und die der Formel R = R, A’ entsprechenden Werte Ry. FaBt 
man die so gewonnenen Werte als geeignete MaBe fiir Ry auf, so ergeben sich 
fiir das entsprechende Rk, Werte zwischen 1,4 und 1,5-10-1%cm. Die Ab- 
weichungen von der strengen Formel R = R, A’ rihren vermutlich von 
individuellen Strukturen der einzelnen Kerne her. 


Tabelle 1 


R, [10-8 cm] 


Element | _ o, (14 MeV) o,(25 MeV) | &[(10-8 cm] 
2,4 


Be | 0,65 (10-4 em)? 1,17 
B 1,16 3,4 1,54 
C 1,29 (10-24 cm?) 3,8 1,65 
fe) 1,6 4,3 1,71 
Mg 1,83 4,5 1,57 
Al 1,92 4,6 1,53 
Al 1,85 4,6 1,52 
S 1,58 41 1,30 
Cl 1,88 4,7 1,44 
Fe 2,75 5,6 1,46 
Cu 2,5 5,5 1,38 
Zn 3,03 5,9 1,48 
Se 3,35 6,3 1,46 
Ag 3,82 6,8 1,44 
Ag Soy 6,9 1,46 
Cd 4,25 7,2 1,48 
Sn 4,52 7,4 1,52 
Sb 4,35 7:3 1,46 
Au 4,68 7,5 1,33 
Hg 5,64 . 8,3 1,42 
Hg 5,25 8,4 1,44 
Pb 5,05 7,8 1,32 
Bi 5,17 7,9 1,34 


Eine Auswertung neuerer Experimente (HUGHES u. a. 1955) nach der dar- 
gestellten Methode mit Hilfe der Kontinuumtheorie liegt noch nicht vor. 
Eine solche Auswertung scheint im augenblicklichen Zeitpunkt auch nicht 
zweckmaBig zu sein, denn es kénnen gegen die eben diskutierte Methode 
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zwei wesentliche Einwainde gemacht werden, tiber deren Bedeutung noch 


‘~ nicht endgiltig entschieden ist. 
' Es erscheint fraglich, ob die Methode als solche geeignet ist, um die 
‘) Kernradien zu bestimmen. Einmal ist sicher die Forderung einer scharf 


begrenzten Oberfliche nicht in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit. 
Zahlreiche frihere Untersuchungen (WEIZSACKER 1935, FLUGGE 1935) haben 


ib gezeigt, da} auch bei schweren Kernen eine sehr langsam abfallende Ober- 
| flache vorliegt, so daB die hier gemachten Annahmen nur eine sehr grobe 
| Naherung darstellen. 


Anderseits ist die Voraussetzung der Kontinuumtheorie (f; = —i KR) auf 
Grund der Erfolge, die in jiingster Zeit mit dem optischen Modell des Atom- 
kerns erzielt wurden (FESHBACH u. a. 1954), problematisch. Zwar wird bei 
sehr hohen Energien das optische Modell in die hier verwandte Kontinuum- 
theorie tibergehen, es 14Bt sich jedoch auf Grund der bisher vorliegenden 
Theorien noch nicht entscheiden, ob fiir 14 bzw. 25 MeV die Kontinuum- 
theorie die angemessene Beschreibung darstellt. 


B. Bestimmung der Protonenverteilung 


Die im folgenden angefiihrten, teilweise sehr verschiedenartigen Methoden 
dienen der Bestimmung der Dichteverteilung der Protonen bzw. des Pro- 
tonenradius R?’, der stets, wie in Abschn.I diskutiert, durch den mittleren 
quadratischen Radius definiert werden soll. 


1. Massendefekte, WeizsicKER-BETHE-Formel 


Auf Grund zahlreicher Arbeiten tiber das Tropfenmodell und das statistische 
Modell des Atomkerns (WEIZSACKER 1935, BETHE 1936), k6nnen die 
Bindungsenergien bzw. die Massendefekte der verschiedenen Kerne in einer 
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Abb. 2. Bindungsenergien nach der WEIZSACKER-BETHE-Formel (nach BLATT-WEISSKOPF 1952) 
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mathematisch sehr einfachen Form dargestellt werden durch die WEIZ- 
SACKER-BETHE-Formel (Abb. 2): 
2 N—Z 
E(N, Z) =—a,A + @,A'h + ds Far, + ats (II, 3) 
Dabei ist N die Neutronenzahl, Z die Protonenzahl und A die Gesamt- 
nukleonenzahl A = N + Z. Die qualitative Gestalt dieser halbempirischen 
Formel wird durch die Theorie nahegelegt, wahrend die genauen Werte der 
Konstanten @,, d3, @3 und a, durch Vergleich mit den experimentellen Massen- 
defekten gewonnen wurden. Eine theoretische Bestimmung dieser GroBen 
ist infolge der ungenauen Kenntnis der Kernkrafte mit groBen Schwierig- 
keiten verbunden, dagegen lat sich der 3. Term, a; Z?.A’/s, der die Coulomb- 
energie des Kerns darstellt, unter entsprechenden Voraussetzungen tiber die 
Ladungsverteilung theoretisch bestimmen. Der Kern werde durch eine 
homogen geladene Kugel der Ladung Ze vom Radius R? approximiert. Dann — 
erhalt man fiir die COULOMBsche Energie des Kerns: 
3 Z(Z—1) , 3 Ze 


ere ee ee? 


5 RP BRP wenn Z>1. (II, 4) 


Nimmt man weiterhin an, daB der Radius der Ladungsverteilung dem ein- 
fachen Gesetz R? = RP A’/s geniigt, so liefert ein Vergleich der Formeln 
(II, 3) und (II, 4) 
3 2 5e 
= —_— — RP = =— > 

Ts RB P 2et ay 
Die Kenntnis von a, aus den experimentellen Massendefekten wiirde also 
ausreichen, um damit R? zu bestimmen. In der Literatur sind zahlreiche, 
z. 'T. sehr verschiedene Zahlwerte fiir die Konstanten a,, a,, a; und a, ange- 
geben worden (Tab. 2). 


Tabelle 2 (Energiemasse in TME) 


a, Ay | as UM Literatur 
14,885 14,176 0,623 83,77 BETHE 1936 
15,04 14,0 0,627 83,0 GoopMAN 1947 
15,74 16,5 0,647 88,24 MaTTAucH 1946 
15,035 14,069 0,627 77,755 PEENBERG 1947 
15,089 15,035 0,655 84,199 Pryce 1950 
15,0825 14,0 0,627 82,970 METROPOLIS 1950 
16,432 17,989 0,741 96,872 FOWLER 1949 
15,74 16,5 0,646 88,0 HEISENBERG 1951 
16,72 18,5 0,75 100,0 GREEN 1953 
16,917 19512 0,762 101,77 GREEN 1954 


Bestimmt man aus den Werten von a; mit Hilfe der Gl. (II, 4) die entsprechen- 
den Radien, so erhalt man die in Tab. 3 angegebenen Daten. Eine neue, 
besonders sorgfaltige Untersuchung, die nochmals das gesamte Erfahrungs- 


ee 


a 


SUE 


ANTES ES 
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‘) material zu ordnen versucht, ist von GREEN durchgefiihrt worden (GREEN 


1953, GREEN 1954). Die Konstanten, die nach gewissen Kriterien eine 
optimale Anpassung an die Erfahrung gewahrleisten, sind in Tab. 2 in der 


) letzten Zeile aufgefiihrt. 


Tabelle 3 

a, (TME) RP (10-13 em) Literatur 
0,623 1,489 BETHE 1936 
0,627 1,479 CoopDMAN 1947 
0,647 1,433 MaTraucu 1946 
0,627 1,480 FEENBERG 1947 
0,655 1,416 PRYCE 1950 
0,627 1,480 METROPOLIS 1950 
0,741 1,252 PowLer 1949 
0,646 1,436 HEISENBERG 1951 
0,75 1,237 GREEN 1953 
0,762 1,216 GREEN 1954 


| Wahrend die friiheren Untersuchungen fiir den Radius der Protonen R? auf 


} Grund der Gleichung (II, 4) im allgemeinen Werte zwischen 1,4 und 


| 1,5-1073 Asem ergeben, fiihren die neuen von GREEN bestimmten 


' Konstanten zu einem wesentlich kleineren Wert 


RP = 1,216 - 10-18 A’/s cm 


(GREEN 1954). Dieses Ergebnis ist insofern bemerkenswert, als dieser Wert 


- auch mit den nachfolgend diskutierten MeBergebnissen in Ubereinstimmung 


steht, waihrend der friiher oft angegebene Wert (1,4 bis 1,5 - 10-18 A’/s cm) 
durch eine nicht geniigend sorgfaltige Analyse des experimentellen Materials 


‘ begriindet gewesen zu sein scheint. 


. 2. Energiedifferenzen zwischen Spiegelkernen 


Eine weitere Methode zur Bestimmung des Protonenradius R&? besteht in der 


i Bestimmung der Energiedifferenz zwischen Spiegelkernen. Zwei Kerne, die 


beziiglich ihrer Protonen und Neutronenzahl spiegelsymmetrisch sind, das 
heiBt eine Protonenzahl Z = (A -+ 1)/2 und eine Neutronenzahl N = (A + 1)/2 
besitzen, sind in ihrer Struktur sehr ahnlich. Nimmt man beziiglich ee Kern- 
krafte Gleichheit an zwischen Proton-Proton- und Neutron-Neutron-Kraften, 
so unterscheiden sich die Bindungsenergien zweier Spiegelkerne nur um die 
Differenz der Coulombenergien. Das 1a8t sich leicht an der WEIZSACKER- 
BETHE-Formel iibersehen. Da A und (N — Z)? fiir beide Spiegelkerne gleich 
ist, so treten Differenzen der Gesamtenergien nur durch die Coulombenergie, 
in der Z(Z — 1) vorkommt, auf. 

Anderseits kénnen die Differenzen der Bindungsenergien direkt gemessen 
werden durch Bestimmung der maximalen f-Energie, die beim f-Ubergang 
von einem Spiegelkern in den anderen frei wird. Der Vergleich der ge- 
messenen Energie mit dem berechneten Unterschied der Bindungsenergien 
liefert dann eine Aussage tiber den Radius. 
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Betrachten wir zwei Spiegelkerne mit den Protonenzahlen Z = (A + 1)/2, 
so ist, da die Coulombenergie fiir einen Kern vom Radius Rk 


3 Z(Z—1) , 

Lie ae 
ist, die Differenz der Coulombenergien, 
3.0.4 =F Dias 1) (2d ah Ses) eae 
ee ies 2 2 2 cau 
wenn man fir beide Kerne denselben Radius & annimmt. Hinzu kommt noch 
die Energie, die der Umwandlung einer Neutronenmasse in eine Protonen- 
masse entspricht, so daB die gesamte Energiedifferenz 
Se ae 
Og tAce 


(A — 1), 


AE, = (My c? = M pc?) (II, 5) 


ist, wenn man Rk = R, A’! setzt. 

Tragt man fiir einige Kerne das experimentelle 4 #, gegen (A — 1)/A’*> auf! 

(Abb. 3), so erhalt man angenadhert eine Gerade. AH, ist dabei korrigiert : 

um die Neutron-Proton-Masendifferenz. Der Wert fiir den Radius, der sich: 
damit ergibt, ist 


RP = 1,465 - 10738 As em 


(BLATT-WEISSKOPF 1952). Die: 
Diskrepanz dieses Wertes zu den 
neueren Messungen (II B5 und II 
B6) scheint herzuriihren von einer 
nicht geniigend sorgfaltigen Be- 
rechnung der Energiedifferenz, 
insbesondere von der Vernach- 
lassigung der Austauschglieder 
(PEASLEE 1954, JANCOVICI 1954, 
CARLSON 1954). Neuere Rech- 
nungen weisen darauf hin, da 
sich durch Beriicksichtigung dieser 
Glieder Ubereinstimmung mit den 
ubrigen Radiusbestimmungen er- 
reichen laB8t. Bildet man die 
Gesamtwellenfunktion der Pro- 
tonen aus den Einteilchenwellen- 
funktioneny, (r) mit einer SLATER- 
Determinante 


1 (1) 4 (2) ‘ “7 ¥i(4) 


a 


on 


(OE) courome (Mev) ——=— 


(A- =As @ — 
Abb. 3. Energiedifferenz bei Spiegelkernen (nach 1 


BLATT-WEISSKOPF 1952) aa 


V2" \ye(l) pe(2)--v2(Z) 
so erhalt man fiir die Cae ate 


2) \2 
=a f fee® Wi pes ff en aba, 
; "io 
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‘) wobei (1,2) die gemischte Dichte @ (1, 2) ar wy (1) y,(2) ist, wenn die Summe 
| uber alle besetzten Zustinde erstreckt wird, Ks ist dann o(1) = e(1, 1). 


8 


i) 


Tabelle 4 (A= 4n + 1) 


AE(MEV) 
+> 


A=42+1 


NR 


eh 


2 4 
(Z'+ve)//A® 


Abb. 4. Energiedifferenzen bei Spiegelkernen 
(nach PEASLETD 1954) : 


Tabelle 5 (A = 4n + 2) 


2 4 : 
(Z'+%2)/A%’ 


Abb. 5. Energiedifferenzen bei Spiegelkernen 
(nach PEASLEE 1954) 


Tabelle 6 (A = 4n + 3) 


= . A Z E, (MeV) 
N 7 3 1,64 
up 11 5 2,77 
NX L5e - yi} 3,50 
19 9 4,00 
23 11 4,75 
: = - 27 13 5,56 
(Z'+22)/A® 31 15 6,3 
39 19 7,9 


Abb. 6. Energiedifferenzen bei Spiegelkernen 
(nach PEASLEE 1954) 
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Durch geeignete Vereinfachungen dieses Ausdrucks (PEASLEE 1954) erhalt ; 
man fiir die Energie des Uberganges Z > Z’ = Z— 1 
yf Zt Ye 2h (2 + thy" 
AE, = 26 JA Is Alls a 3 Alls OK > (II, 6) ; 


wobei CO, eine Konstante, 


th x {fee di d2 
2 "12 


1 
Kee “Is 


ist. Die GréBe K hangt von der genauen Form der Dichteverteilung ab. Man 


cat GauBverteilung K = 1,5 


Kastendichte K=1 
Exponentialf. K = 0,9. 


Der Vergleich mit dem Experiment wurde fiir Kerne mit den Teilchenzahlen 
A=4n+1, A=4n+ 2 und A =4n+ 8 durchgefiihrt (Tab. 4, 5, 6). 
(Experimente: AJZENBERG 1952, HUNT 1954, HUNT 1954a, RODERICK 1953, 
PENNING 1954, Gow 1954, HEYDENBURG 1954.) Tragt man die Werte von 
AE, gegen (Z’ + 1/,)/A’/s auf, so erhilt man die in den Abb. 4, 5, 6 darge- 
stellten Geraden. Die Energie JH, wurde dabei im Falle eines ungeraden 
A aus der f-Energie, bei geradem A (A =4n +2) aus der bekannten Lage 
der 7’ = 1 Niveaus bestimmt. 

Ks liegt nahe, die gefundenen Werte durch die Funktion 


(Z + */2) 
A’ls 


auszudriicken. Fiir die drei Sorten von Kernen sind dabei in Tab.7 die ent- 
sprechenden Werte fiir a und 6} an- 

Tabelle 7 (Energien in MeV) gegeben. In der 4. Zeile sind jeweils 

die Mittelwerte angegeben. a ist die 
Wurzel aus der mittleren quadra- 


AE Rane +b 


4n +1 tischen Abweichung der einzelnen 
4n +2 1,45 —1,06 0,12 MeBpunkte von der Geraden 
4n+3 PAG =1,00| > 0,17 Z+4 

Mittelwert: 1,46 —1,11 0,15 AE, = a( os 2 ) seedy, 


Der Vergleich dieser so gefundenen experimentellen Werte mit der theore- 
tischen Formel fiir 4H, (II, 6) ergibt: 


(J Atls)-1 = 1,96 - 10-23 


Nimmt man eine kastenférmige Dichteverteilung vom Radius R an, so erhalt 
man damit eine Beziehung zur Bestimmung dieses Radius R. Man erhilt: 


RP = 1,18 - 10-13 As om. 
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i) Dieser Wert ist in wesentlich besserer Ubereinstimmung mit den neuen 
| Experimenten als der entsprechende, aber ohne Beriicksichtigung der Aus- 
} tauschanteile berechnete Wert. Entsprechend lassen sich auch die Radien fiir 
() andere Formen der Dichteverteilung bestimmen, worauf hier aber nicht 
) weiter eingegangen werden soll (PEASLEE 1954). 


| 3. Protoneneinfangprozesse 


+ Die experimentellen Untersuchungen, die im folgenden Abschnitt behandelt 
) werden sollen, betreffen den Einfang von Protonen in mittleren und schweren 
+ Atomkernen. Gegeniiber dem Beschu8 eines Kernes mit Neutronen (IIA), 
) treten hier etwas verinderte Verhaltnisse auf. Um dies zu erliutern, soll der 
Kern, ahnlich wie fiir Neutronen, durch einen Potentialtopf der Tiefe V =--V, 
' gekennzeichnet werden, solange r < R ist. AuBerhalb von R wirkt nur das 
CouLomBsche AbstoBungspotential V = Ze2/r (r > R). 

Entsprechend lauten die Schroédingergleichungen fiir die Radialwellen- 


» funktion: 


du, (r 2MV 
an ) =k G ae 5 a he OL NT en) (II, 7a) 
d? u, (1) Td+1) 2MZe a 
qr + (e —- re ae ash ) mt eh Uae (gh Sa (5) eat HE 0) 


Wahrend ein Neutron mit der Drehimpulsquantenzahl / einerseits an der 
Potentialschwelle bei r = R, anderseits an der abstoBenden Drehimpuls- 
barriere f21(1 + 1)/2Mr? reflektiert werden kann, kommt bei Protonen 
noch das abstoBende Coulombpotential hinzu (Abb. 7). Die Wahrscheinlich- 
keit fir ein Proton, in den Kern einzudringen, ist daher wesentlich kleiner als 
die eines Neutrons, anderseits gilt dasselbe fiir die Wahrscheinlichkeiten, den 
Kern wieder zu verlassen. Wahlt man daher die Energie Hp des einfallenden 
Protons so groB, daB Hp + Hp, > Hy, ist, wenn Hy, die Abtrennarbeit 
eines Neutrons aus dem Kern und Ep, die entsprechende Energie fiir ein 
Proton ist, so wird man bei einem hinreichend groSen Coulombberg 
annehmen dirfen, da ein einmal in den Kern eingedrungenes Proton 
diesen nicht wieder verlassen wird, da die mitgebrachte Energie mit einer viel 
groBeren Wahrscheinlichkeit durch Emission eines Neutrons abgegeben wird. 
Unter diesen Voraussetzungen Hp + Hp,> Ey, sind damit die Bedingungen 
erfiillt, die in Abschn. II A als Kontinuumtheorie bezeichnet wurden: Jedes 
in den Kern eindringende Proton fihrt dort zu einer Reaktion. Die Forde- 
rungen der Kontinuumtheorie hatten wir durch die logarithmische Ableitung 


fi. =—tKR 
zum Ausdruck gebracht. Entsprechend erhalt man fiir die GréBe 7), die das 
Verhaltnis der Amplituden der ein- und auslaufenden Welle kennzeichnet, 
ee at ote gett 
singel a eras Keke 
wobei f;{*+) und f,—) jetzt durch diejenigen Funktionen F;(r) und G(r), die 


Lésungen der Gl. (II 7b) sind, gegeben sind. Diese Funktionen sind tabelliert 
(CHRISTY 1948, BLocH 1951). 
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Da die Bedingungen der Kontinuumtheorie erfillt sind, kann o, = o, gesetzt 
werden. Man erhilt daher den Querschnitt zur Bildung des Compound- 


Kernes: 4s,KR co 

2 = ol Ocl L. 
+(KR+ 8) io | 
Diese Formel gestattet eine einfache 


Interpretation: Der maximale Reaktions- 
Ut, U(r) =Vir) + nettle (r>R) querschnitt ist 
R 


omax — gf? (21 + 1). 


=n ¥ (QM 1), 
Oe eh > | ete, 


Jedes ankommende Teilchen dringt dabei 
in den Kern ein. Durch die Wirkung 
der verschiedenen Barrieren wird nur ein 
Bruchteil der einfallenden Partikel das 
Kerninnere erreichen, die ibrigen werden 
reflektiert werden. Wir schreiben daker 


a 43,K Ti 
~ A2+(KR+ 8)? 
und bezeichnen 7 als den Durchlassig- 


keitskoeffizienten fiir die betreffende 
Teilchenenergie. Man erhalt damit 


7 


Gg == cd? DD (20-1) Pe 
i=0 

Da die Wahrscheinlichkeit, den Coulomb- 
berg zu durchdringen, um so gr6Ber ist, 
je groBer die Energie des einfallenden 
Teilchens ist, werden die 7; und somit o,; 
mit wachsender Protonenenergie an- 
steigen. In Abb.8 sind die 7, in Abhangig- 
keit von der Energie des einfallenden Teil- 
chens fir / = 0, 1 und 2 dargestellt. 
In umfangreichen Messungen sind Pro- 
toneneinfangquerschnitte an 60 mittleren 
und schweren Kernen bestimmt worden 
(BLASER u.a. 1951, BLASER u. a 1951 a). 
Die maximal erreichbare Energie der ein- 
fallenden Protonen betrug dabei 6,7 MeV 
Der Wirkungsquerschnitt wurde aus der 
Abb. 7. Potentialbild fir verschiedene Barrieren Radioaktivitat des Endkerns ermittelt. 

Der durch Einfang eines Protons gebildete 
Zwischenkern geht durch Emission eines Neutrons in den Produktkern iiber. 
Bei den Untersuchungen wurde die Kenntnis des Zerfallsmechanismus in 
jedem einzelnen Falle vorausgesetzt. Ein Vergleich der experimentell 
gefundenen Kurven fir o,(#p) mit den theoretisch berechneten gestattet eine 
Bestimmung des in der Theorie auftretenden Parameters R = R? = RP A’l:, 
In Abb. 9 ist der Vergleich fiir Ni durchgefiihrt worden. Fir RP = 1,3 und 
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1,5 - 10-8 cm ist je eine theoretische Kurve aufgetragen. Da nicht fiir alle 
a 60 Kerne o,(Hp) bekannt ist, ist die Bestimmung von RP immer so durchge- 
! fiihrt, daB bei der einheitlichen Energie Zp = 6,7 MeV Ubereinstimmung 


R=4.5 x70\®tm 


4 Ss 6 7 g 9g 70 
Ep —~(MeV} 


Abb. 8. Durchlassigkeitskoeffizienten in Abhangigkeit von der Einfallsenergie (nach BLATT-WEISSKOPF 


1952). 


zwischen Theorie und Experiment gefordert wurde. Tab. 8, 9 gibt fiir die 
untersuchten Kerne den Wert fiir o, bei 6,7 MeV an, sowie die daraus 


bestimmten Werte fiir R? in 10-13 cm. 
Spalte 1 enthalt die Reaktion, Spalte 2 
die charakteristische Halbwertszeit 
des Produktkerns. Spalte 4 gibt die 
GroBenordnung fiir den médglichen 
Fehler von o, an. In den Fallen, in 
denen Anregungskurven gemessen 
wurden, gibt Spalte 5 den Wert der 
gefundenen Reaktionsschwelle. 

Die ermittelten Werte fiir R? -zeigen, 
daB sich nach dieser Methode der Aus- 
wertung im allgemeinen Werte von 
R? = 1,5 ergeben. In Hinblick auf die 
anderen Experimente zur Bestimmung 
des Protonenradius erscheint es viel- 
leicht zweifelhaft, ob die hier gemachten 
Voraussetzungen, insbesondere die des 
scharfen Kernrandes, berechtigt sind, 
da die Durchlassigkeit des Coulomb- 
berges keineswegs unabhangig von 
dessen genauer Gestalt ist. 


4. Halbwertszeit des a-Zerfalls 


-29 
7 70 


* 6 Ime vj —~ ‘ 


Abb. 9. 


Um das Phanomen des spontanen a-Zerfalls bei schweren Kernen zu be- 
schreiben, wird gewohnlich ein ahnliches Modell zugrunde gelegt wie in II B3. 
Man betrachtet dabei das System, das aus dem Restkern und dem a-Teilchen 
gebildet wird, als einen Compound-Kern, den man etwa durch einen recht- 
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Tabelle 8 (nach BLASER 1951a) 


O 

Reaktion Ts) cure o MeV 10-13 cm 
Ni®(p,n)Cu® . 24,6m <a = — 
Ni®!(p,n)Cu® 3,3h 24 20 “ae 1,3 
Ni®(p,n)Cu® 9,9m 43 10 4,7+ 0,1 1,52 
Ni®4(p,n) Cu® 12,8h 40 10 2,5 + 0,2 1,49 
Cu® (p,n) Zn® 38,5m 33 — 4,2+ 0,1 1,43 
Cu®(p,n) Zn® 250d 57 — rae | 1,64 
Zn**(p,n) Gass 9,2h 40 ta 6,05 -L 0,05 1,52 
Zn*"(p,n) Ga®? 3,3d 38 se <2, 1,44 
Zn® (p,n) Ga® 68m 60 = 3,4 + 0,3 1,67 
Ga®® (p,n) Ge® 39,6h 47 10 1,6 
As?5(p,n) Se? 127d 27 100 = 1,42 
Se7®(p,n) Br?’ 6,4m 30 20 4,5 + 0,2 1,49 
Se®(p,n) Bre... 18,5m 33 20 2,6 + 0,2 | ee 
Sese(onyn) bres 4,5h 11,5 20 2,8 + 0,2 4 
Se®?(p,n)Br8?, . 1,63d 45 20 <2,0 1,62 
Br? (p,n)Se™* . 55s 13,5 20 ca (1,2) 
bE (osm) ona reer 65d 31 10 — 1,55 
Rb®?(p,n)Sr87* . 2,75h 19 20 < 2,5 (1,38) 
SHES Gays NET cin al 80h 23 10 2,5 + 0,2 1.58 
Steel ((osm) bYe seamen 14h 9,5 30 _ 2 
Sr88(p,n) Y88* 105d 16 10 4,7 + 0,2 (1,36) 
Y®(p,n)Zr . . 79,3h 29 10 3,5 + 0,2 het 
NEM) AERTS 4,4m 12 10 — P 
Jhe Opin INNO ees y 15h < 0,015 a — — 
Zr®1(p,n)Nb* 64d 5 20 < 3,0 (1,0) 
Zr®?(p,n)Nb®. . 9,8d 18 10 2,5 + 0,2 1,43 
Zr®6(p,n)Nb%*%. . 23,3h 32 10 2,6 + 0,2 1,62 
Nb®?(p,n)Mo . 6,75h 0,18 30 3,7 + 0,2 = 
Mo%(p,n)Te! . 53m 15 20 5,1 + 0,1 1,44 
Mo®5(p,n)T&® 20h 11 20 3,6 + 0,3 
Wikos (ara Ma" 62d 6 20 — 143 
Mo®%(p,n)Te® . . 4,3d 23 20 3,8 + 0,3 1,56 
Ru? (p,n) Rh. 20h 15 10 4,1 + 0,2 1,48 
Ruf (psn) Rie 4,3d 10 30 2,6 + 0,3 1,54 
ENG sa Re 215d 16 20 — 1,51 


Reaktion 


06,7 MeV Fehler Schwelle 
LO5?°eme oF MeV 


Ru?4(p,n) Rh! | ist é 
Ru!¢(p, 5 Rhioe* 1,54 
Rh?°8(p,n) Pd}® . 1,61 


paises n) Agi , 
IBd2e8 (ps n) Ag106* 
Pd°(p, n) Agil0 : 

Pdt!®(p, n) Agil0* 
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Tabelle 9 (Fortsetzung) 


Aly 06,7 MeV 
Reaktion Ty, 10-28 cans 10-18 Gn 

Ag!7(p,n) Cd? 
BAG 108 '( 9511) Ca 102 1,48 

Cd#°(p,n) Inv 1,57 
Cd™1(p,n) In?! ; 1,62 
Ca" (ip; n) Inte. 9m 4,5 = oat 

Cd¥2(p,n)In¥2* . 23m 6,7 = 3,2 + 0,3 } peu 

Cd!™(p,n)In™4 | 728 8,6 20 es \ 
Cd44(p,n)Int4* 48d 6,6 — < 3,5 J sate 
Cd (po n)intte 2°. 13s 4,5 30 = = 
ness (pm) onto. 105d 20 50 — 1,60 
Sn116(p,n)SbUé . 60m <0,3 a = = 
Sn117(p,n) Sb1? 2,8h 9 — 223;5 1,47 
Sn48(p,n) Sb18 3,3m 1685 20 — 1,43 
Sn}?°(p,n) Sb12° 15m 17 ea 3,5 + 0,3 1,63 
Sn?22(p,n) Sb!22 2,63d 19,5 — < 3,5 1,67 
Sb?#1(p,n) Tel! 17d 7 30 =a c 
Sb™*1(p,n)Te'!* 143d 10 30 a= She 
Te!4(p,n) [124 4d 15 20 = 1,63 
Te!26(p, n) 1126 13d a 20 — 1,46 
Tel?8 (p,n) 1128 25m 9 10 3,2 + 0,3 1,51 
Te*°(p,n) 1 12,5h 9,5 10 3,3 + 0,3 1,53 
1227 (p,n) Xel2? 34d 4,4 20 \ 154 
P27(p,n)Xe®™ | 75s 5,3 30 cic 
Cs!33(p,n) Bal33* 39h 4,3 20 — (1,41) 
Ba!8®(p,n)Lals® |, 9,5m 10 50 — 1,61 
Re Dt Voo 140d 2,4 100 aa 1,33 
CeO (o Wee 5 3,6m 5,4 20 — 1651 
Ce!?(p,n)Pri? 18,9h Bs 20 — 1,53 
Pri41(p,n)Ndi*) . 2,42h 1,6 20 on 1,30 
Noel 0 0 a a 5,3d 3,6 20 — 1,49 
Gd'56(p,n)Tbs , 5h 3,6 20 — 1,57 
Gd}57(p,n) Tb? , 4 7h 6 50 — 1,69 


eckigen Potentialtopf darstellt (Abb. 10), so dafB das a-Teilchen in diesem 
Bilde einen quasistationaren Zu- 
stand der Energie ¢, einnimmt. 
Die Zeit, die notwendig ist, damit 
das a-Teilchen den Kern ver- 
lassen kann, ist abhéngig von 
der Durchlissigkeit des Coulomb- 
berges, der den Kern umgibt. 
Die Bestimmung des Protonen- 
radius geschieht dabei in der 
Weise, da man versucht, aus 
der experimentell gefundenen 
a-Zerfallszeit eines Kerns sowie 
aus der Energie des emittierten Abb. 10. Potentialbild zum a-Zerfall 
37* 
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Teilchens Riickschliisse zu ziehen auf die Form und Gréd8e, und somit auch 
auf den Radius des Coulombschen Potentialberges, der von dem a-Teilchen 
durchdrungen werden muf. 

Allerdings ist ein Potentialtopfmodell, wie es bei der Behandlung des Pro- 
toneneinfanges eingefiihrt wurde, fiir den a-Teilchenzerfall noch weniger 
zutreffend. Die Bestimmung des Potentialberges aus der Lebensdauer sowie 
die Bestimmung eines Radius aus der Gestalt des Potentialberges ist mit einer 
relativ groBen Ungenauigkeit verbunden, so daf dieser Radiusbestimmung 
beziiglich ihrer Genauigkeit kein allzu hoher Wert zugesprochen werden 
kann. 

Gehen wir aus von einem Potentialtopf mit dem Radius &. Das a-Teilchen 
habe in diesem Topf eine kinetische Energie #,. Dringt das a-Teilchen durch 
den Potentialberg hindurch, so hat es auBerhalb des Kernes die Energie ¢é, 
(Abb. 10). Die Durchlassigkeit der Potentialschwelle soll auf diesselbe Weise 
wie in II B3 aus der Theorie des Compound-Kernes bestimmt werden (BLATT- 
WEISSKOPF 1952). Vernachlassigt man s, gegenitber KR, wobei K? = 
2M E,/h? (M ist die reduzierte Masse von a-Teilchen und Restkern), so 
erhalt man fiir den Durchlassigkeitskoeffizienten 


4s,KR 


ey (eR Ap 


wobei s; und A, wie tiblich definiert sind. Ist wy die Anzahl der Versuche, pro 
Sekunde den Potentialwall zu durchdringen, so ist die Zerfallswahrscheinlich- 


keit pro sec fiir den Compound-Kern 
Da 
h 


=e lt: 


Die GréBe wy hangt mit dem Abstand D zwischen den Energieniveaus gleichen 
Typs (Drehimpuls und Paritaét) durch 


D 
0 Oak 
zusammen, so dah 
4s,KR D D 
Lees = T,—. 
(K RP + A,2a 22 


Die GréBen s,; und A, werden durch die Lésung der Wellengleichung fir 
ry > k bestimmt. Man kann zeigen (DEVENEY 1950), daB die W.K.B.- 
Naherung fiir die hier diskutierten Fragen ausreicht. 


To 


ie 4K ki(R) ca ah al 
t—-_ 
, 1 F(R) 
R = 
z (#1) es um) 
Nae Fine (ld + 1) 2M 2Ze werd Bean: 


2 h2 r h2 


~l 
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kj(r) ist die Ableitung von k,(r) und 7, ist definiert durch 
ky(T}) = 0 
(GAMOw 1928, KUDAR 1929). Auf Grund der Relation fiir 7; in Verbindung 


bs ; De : ; 
mit der Beziehung J, = T, oe ist es nun moglich, aus der experimentellen 
4 


Lebensdauer den Parameter R zu bestimmen. 

Die Bedeutung der GroBe R ist hier gegeniiber II B3 etwas veraindert. R ist 
hier die Summe aus dem Radius des Kernes und dem des a-Teilchens R,. 
Aus Streumessungen von Neutronen an a-Teilchen ist der Wert R = 
2-10-43 cm wahrscheinlich. In einigen Fallen ist es jedoch méglich, neben 
den a-Zerfallszeiten der Kerne auch die totalen Streuquerschnitte mit Neu- 
tronen anzugeben (Pb und Bi). Bestimmt man R = R? + R, einerseits aus 
der Lebensdauer und fordert man, da8 R? mit dem aus Neutronenquer- 
schnitten gewonnenen F iibereinstimmt, so erhalt man fiir R, den Wert 
1,2-10-%cm. Dieser Wert soll in den folgenden Rechnungen zugrunde 
gelegt werden (Tab. 10). 

Angesichts der Tatsache, daB die Neutronenstreumessungen die Gesamt- 
verteilung, die Lebensdauer des a-Zerfalls jedoch die Protonenverteilung 
allein bestimmt, scheint es fraglich, ob dieser Vergleich der beiden Methoden 
und die daraus erfolgte Bestimmung von R, sinnvoll ist. 

Auf Grund der angegebenen Theorie und der Formeln fiir 7; nach der 
W.K.B.-Methode soll ein Vergleich der experimentellen Lebensdauer 


Tabelle 10 
Zerfallskern Halbwertszeit Energie (MeV) D (MeV) RP (10-4 cm) 

Bit 11h 6,20 0,06 1,14 
Bee 76d 5,61 0,06 1,34 
Bort’ 138,3d 5,4 0,8 1,21 
12oy he 3-10-7s 8,95 0,7 1,31 
Pot 1,5-10-*s 7,83 0,6 1,35 
Bozts 1,8-10-8s 7,5 0,2 1,4 

poss 0,158s 6,89 0,5 1,35 
Por 3,05m 6,12 0,4 1,4 

At?25 10-45 8,15 0,2 1,35 
Em??? 4,78 6,98 0,03 E39 
EM?20 54,58 6,39 0,25 1,4 

Em??? 3,83d 5,59 0,19 1,4 

Ra? 20,2d 5,82 0,3 1,4 

Ra??4 3,8d 5,78 0,08 1,42 
Ra?26 1700y 4,88 0,07 1,44 
PAG ea 1810y 5,04 0,06 1,39 
4Baee 93d 6,16 0 04 1,26 
Meee 2,64y 5,52 0,04 1,36 
mh2s0 10°y 4,76 0,5 1,36 
T2832 1,39-10!°y 4,05 0,5 1,43 
just 2,35-10°y 4,84 0,8 1,35 
es 4,51-10®°y 4,25 0,73 1,36 
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a-aktiver Kerne mit den theoretischen Lebensdauern durchgefihrt werden, 
um daraus R? zu bestimmen. Tab. 10 gibt das Ergebnis dieses Vergleichs an. 
Die erste Spalte gibt den zerfallenden Kern, die zweite seine Halbwertszeit 
an. In der 3. Spalte ist die Energie des a-Teilchens angegeben, in Spalte 4 
eine grobe Bestimmung des Niveauabstandes D nahe dem Grundzustand des 
Ausgangskernes. Die Berechnung des Radius R? = R? A’! erfolgt nach der 
W.K.B.-Methode. 

Die so gewonnenen Radiuswerte, die alle etwa R? = 1,4- 10-13 cm ent- 
sprechen, stehen in sehr schlechter Ubereinstimmung. mit den neuen Experi- 
menten (II B5 und II B6) sowie mit den aus der Coulomb-Energie (II B1) 
und aus den Spiegelkernen gewonnenen Werten fir Rk” (II B2), dagegen 
stimmen sie praktisch tiberein mit den Daten, die aus den Protoneneinfang- 
experimenten gewonnen wurden. Ob eine genauere Theorie des Protonen- 
einfangs sowie des a-Zerfalls imstande ist, diese Diskrepanz zu beseitigen, 
1aBt sich noch nicht sagen. 


5. Energiezustinde des u-Mesonatoms 

Nach einem Vorschlag von WHEELER (WHEELER 1949) ist in den letzten 
Jahren eine neue Methode entwickelt worden, um Aussagen tiber die Struktur 
der Ladungsverteilung zu gewinnen (FITSCH u. a. 1953, COOPER u. a. 1953, 
WHEELER 1953). Es werden dabei die Energieniveaus bestimmt, die ein 
44-Meson im Coloumb-Feld eines Atomkernes einnehmen kann. Da das 4-Meson 
eine wesentlich groBere Masse als das Elektron besitzt, werden die Radien 
der BouRschen Bahnen entsprechend verkleinert. Dadurch werden die 
Niveaus in starkem Mae abhangig von der genauen Form und Ausdehnung 
der elektrischen Ladungsverteilung des Kerns, so da8 riickwarts aus der 
Kenntnis der Niveaus auf die Struktur der Dichte geschlossen werden kann. 
Mit dem Cyclotron der Columbia-Universitat (New York) wurde ein Strahl 
aus z- und w-Mesonen erzeugt. Da die w-Mesonen eine gréBere Reichweite als 
die a-Mesonen haben, kann man durch einen geeigneten Absorber die z- 
Mesonen abbremsen, so da} ein reiner u-Mesonenstrahl zur Verfiigung steht. 
Beim Auftreffen eines «-Mesons auf das Targetmaterial kann dieses seine 
kinetische Energie an die Elektronen abgeben und in eine BOHRsche Bahn 
des betreffenden Kerns eingefangen werden, wobei entsprechend dem stati- 
stischen Gewicht hohe Quantenzahlen nm und 1 bevorzugt werden. Durch eine 
Folge von Ubergangen sehr kurzer Zerfallszeit (10-13 bis 10-14 sec) gelangt 
das 4-Meson in die K-Schale. Es ist gezeigt worden (WHEELER 1949), daB 
die Uberginge zwischen Zustanden hoher Quantenzahlen meist keine 
Strahlungstibergange sind (AUGER-Prozesse), waihrend bei kleinen Quanten- 
zahlen Strahlungsiibergiinge vorliegen. 

Von der K-Schale aus bestehen fiir den weiteren Zerfall zwei Méglichkeiten: 
Der f-Zerfall und der Einfang in den Kern. Die charakteristische Zerfallszeit 
wurde zu 2,1 «sec bestimmt. Fiir die mittlere Zeit des Einfangs in den Kern 
wurde bei Untersuchung zahlreicher Kerne eine Proportionalitat zu Z-4 
gefunden, mit einem Sattigungswert von 7 - 10-8 sec fiir Z = 82. 
Experimentell wurden die Ubergangsenergien derjenigen BOHRschen Bahnen 
untersucht, die infolge ihrer niedrigen Quantenzahl beim Ubergang ein 
y-Quant aussenden. Die Energie der y-Quanten wurde mit einem NaJ- 
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Kristall-Szintillationsspektrometer bestimmt, wobei die Genauigkeit besser 
als 1% war. Speziell wurde der 2p —> 1s- Ubergang gemessen und dieser mit 
den entsprechenden Rechnungen verglichen. Die Linienbreite der y-Strahlen 
ist dabei sehr schmal gegeniiber dem Gesamtwert der Energie. Beispiels- 
weise betrigt bei Pb die Ubergangsrate 2p —> 1s 10!8sec-1, wahrend die 
-Einfangrate 10’ sec"! ist. Die entsprechende Linienbreite ist angenahert 
1 keV bei einer gesamten Energie von 6 MeV. 

Die theoretischen Berechnungen der Energieniveaus wurden unter der An- 
nahme durchgefiihrt, daB das u-Meson den Spin 1/2 besitzt und der Dirac- 
Gleichung gehorcht. Die Masse wurde zu 210 Elektronenmassen angenommen. 
Betrachtet man zunachst den Kern als Punktladung, so ist der Radius der 
n-ten BoHRschen Bahn 


‘ (Ag) se 2, Sipe One? [cm], 


oe 
we 
wobei uw bzw. m, die Masse des 4-Mesons bzw. Elektrons bedeuten. Der Bahn- 
radius wird somit um den Faktor 210 gegeniiber der entsprechenden Elek- 
tronenbahn verkleinert. Bei Blei erhalt man fiir n = 1 


r(1) = 3,07 - 10% cm, 


also eine Bahn, die bereits innerhalb des Kerns verlauft. Die Bahn n = 2, 
r(2) = 1,23 - 10-12 cm liegt etwa gerade an der Oberfliche. Die berechnete 
Ubergangsenergie fiir 2p:,, > 1s betragt 16,41 MeV, wogegen die Messungen 
nur 6,02 MeV ergeben. Diese Zahlen deuten darauf hin, dafi die Annahme der 
punktformigen Ladungsverteilung nicht der Wirklichkeit entsprechen kann. 
Es wurden daher analoge Berechnungen durchgefiihrt fiir eine Ladungs- 


verteilung: orca: 
Sh 
Cp Paar 


0 r> R 


Die Energie des 2p — 1s-Uberganges ist dabei sehr empfindlich gegeniiber 
schwachen Anderungen von R. Anderungen um 1% haben etwa bei Pb eine 
1%ige Anderung der emittierten y-Energie zur Folge. Infolgedessen war 
es méglich, auf Grund der sehr genauen Messungen der y-Energie Aussagen 
tiber den Radius zu machen. 

Kine Aufspaltung des 2 p-Niveaus ist bei Pb theoretisch mit einem Wert von 
0,2 MeV fiir die angenommene Ladungsverteilung zu erwarten. Es wird 
vermutet (FITSCH 1953), daB die Aufspaltung auch in den Experimenten 
beobachtet wurde. 

Die 2p — 1s-Uberginge wurden fiir eine groBe Anzahl von Kernen nach der 
beschriebenen Methode bestimmt. Tab. 11 gibt die verschiedenen Z-Werte 
gemeinsam mit den entsprechenden Ubergangsenergien in MeV. 


onder has 
Z | =m | 30 
Ey, | 0,35 0,41 0,955 0,155 | 1,6 
Z 82 , 
E, 


51 83 
‘ a 5,9 o 602 | 6 


520 P. MITTELSTAEDT 


Der Vergleich mit den aus der kastenférmigen Ladungsverteilung berechneten 
Energieniveaus wurde nur fiir einige Kerne durchgefithrt. Schreibt man R 
wieder in der Form R? = RP A’, so erhalt man die in Tab. 12 angegebenen 
Werte (R? in 10-13 cm). 


Tabelle 12. 
Z 22 | 29 51 82 
RP 1,17 | 1,21 1,22 17 
Die angegebenen Daten weisen offensichtlich darauf hin, daB sich die La- 
dungsverteilungen innerhalb einer Kugel vom Radius R? = 1,2 - 10-43.A"/sem 
befinden. Dieser Methode wird man wegen ihrer hohen Genauigkeit vermut- 
lich ein sehr hohes Gewicht beimessen diirfen, im Gegensatz etwa zu den in 


II B3 und II B4 dargestellten Verfahren, die ein von dem hier erhaltenen 
abweichendes Resultat ergeben hatten. 


6. Elektronenstreuung 


Die Messungen der elastischen Streuquerschnitte von Elektronen sehr hoher 
Energie an schweren Kernen gaben zusammen mit den in II B5 diskutierten 
u-Meson Einfangexperimenten den AnstoB zu den erneuten Untersuchungen 
zum Problem des Kernradius, da es infolge der hohen Energie der Elektronen 
moglich ist, Abweichungen von der punktformigen Ladungsverteilung zu 
erfassen. 

In zahlreichen Arbeiten (LYMAN u. a. 1951, COOPER u. a. 1953, PIDD u. a. 
1954, HOFSTADTER u. a. 1954) wurde der differentielle Streuquerschnitt von 
Elektronen hoher Energie an verschiedenen Kernen gemessen. Es sollen hier 
insbesondere einige auch theoretisch genau diskutierte Messungen von 
HOFSTADTER diskutiert werden. Es wurden die differentiellen Streuquer- 
schnitte von Ta, Au und Pb bei 125 und 150 MeV gemessen. Die Elektronen 
wurden mit dem Stanforder Linearbeschleuniger erzeugt. Weiterhin wurde 
tiber Messungen an Au!%” mit 84, 126, 154 und 183 MeV berichtet sowie tiber 
Messungen an Pb mit 84, 153 und 186 MeV. 

Die theoretische Auswertung der gewonnenen Winkelverteilungen wurde 
zuerst mit BoRNscher Naherung (SCHIFF 1953, SCHIFF 1954) und durch Ver- 
gleich mit der Streuung an einer punktformigen Ladungsverteilung (HoF- 
STADTER 1953) durchgefiihrt, spaiter mit einer exakten Phasenanalyse unter 
Verwendung der Dirac-Gleichung, wobei jedoch Strahlungskorrekturen nicht 
berticksichtigt wurden (YENNIE u.a. 1953, BARANGER 1954, YENNIE 
u. a. 1954, YENNIE u. a. 1954a, YENNIE 1954b). Die Arbeiten folgen dabei 
mit geringen Abweichungen einer Methode von ACHESON (1951) und PARZEN 
(1953). Die Aufsummierung der verschiedenen Partialwellen bei der Phasen- 
analyse wurde bis zur 9. Partialwelle durchgefiihrt. Dabei betragt die Phasen- 
verschiebung der letzten Partialwelle in allen Fallen weniger als 0,003°. 

Bei der Auswertung der Experimente wurde dabei von geeigneten kugel- 
symmetrischen Vergleichsfunktionen ausgegangen. Die hohe Energie der 
Elektronen und die Genauigkeit der Experimente gestatten es, die Rech- 
nungen mit zweiparametrigen Funktionen durchzufithren. Als geeignete 
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# charakteristische Parameter wurden dabei die Breite der Oberflachenschicht 
| und der mittlere quadratische Radius eingefiihrt (YENNIE 1954b). Dabei ist 
) der mittlere quadratische Radius nicht mehr wie bei den friiheren Aus- 
) wertungen (SCHIFF 1953, HOFSTADTER 1954) unmittelbar durch die Theorie 
/ nahegelegt, sondern diese Gré8e wird hier verwendet, da man einen Radius- 
) begriff braucht, der fiir verschiedene, auch nichtmonoton abfallende Funk- 
i tionen (Weinflaschenform) verwendbar ist. Definiert man eine GréBe c durch 


» so ist s? ein MaB fur die Breite der Oberflichenschicht: 


te on } de dr 
waa | o c)2 Gao : 
0 


{ Der mittlere quadratische Radius ist damit 


— ed | 0° Me 
Vr ee 4x fo) rar| 4x foe ar 
0 0 


5 /o\2\"2 
Jr = \ 3 BANG a 12 R, A’: [10-13 em]. 
arg Cerra 5 


_zugrunde gelegt. Dabei ist 


‘ Die Querschnitte hangen im wesentlichen nur von s und ¢ ab, nicht aber von 
/ der genauen Gestalt im einzelnen. Bei 183 MeV wurde bei festgehaltenen s 
) und c die Form der Dichte variiert, wobei sich ergab, dafB die Querschnitte 
) nur innerhalb 10% schwanken. Der Vergleich mit den tbrigen Experimenten 
| an Gold wurde fiir die in Tab. 13 angegebenen Parameter durchgefihrt 
(84, 126, 154 und 183 MeV). 


Tabelle 13. 


19788 


19-28 


705-2 


70°39 
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Die beste Ubereinstimmung mit den Experimenten ergibt (Abb. 11) 
K = 2,2, ¢ = 6,63, s = 1,65, Ry = 1,2. Die geringen Abweichungen bei 
183 MeV kénnen méglicherweise auf Formabweichungen der Dichte von dem 
hier verwandten Ansatz oder auf Strahlungskorrekturen beruhen. 

Um die Frage zu untersuchen, ob eine Dichte der angegebenen Form oder 
eine Verteilung, die ihr Maximum am Rande des Kerns hat, mehr den Experi- 
menten entspricht, wurde fiir 
Gold bei 125 MeV (YENNIE u.a. 
1954a) neben 


noch die Funktion 


_e(+@) 


1 me Sk le 


o(r) 


fir den Fall d =c untersucht 
(Weinflaschenform). Die daraus 
berechneten Streuquerschnitt- 
kurven liegen jedoch so dicht 
beieinander, daB es nicht moéglich 
ist, zwischen den beiden Ver- 
teilungen zu entscheiden. 
Die angefithrte Auswertung 
der experimentellen Ergebnisse 
deutet somit ziemlich eindeutig 
auf eine Ladungsverteilung mit 
Ry, = 1,2- 10°! em hin, ebensa 
wie dies bei den in II BS er- 
ot 7 an PS: ed “?  wihnten 44-Mesonexperimenten 
der Fall war. Diese  beiden 
Gruppen von  Experimenten 
hatten dann zu einer erneuten 
Uberpriifung der friiheren Methoden zur Bestimmung des Kernradius, ins- 
besondere der Bestimmung von R? gefiihrt. Dabei hatte sich gezeigt, da8 in 
den Fallen II B1 und IT B2 eine genauere Analyse fiir R? ebenfalls Werte 
um 1,2 - 10-13 cm lieferte, wogegen jedoch die Protoneneinfangexperimente 
({I B3) und die Lebensdauerbestimmungen a-zerfallender Kerne (II B4) nach 
wie vor auf den Wert R? = 1,4- 10-13 cm hindeuten. Inwieweit diese Dis- 
krepanz in der Bestimmung von R? durch bessere theoretische Berechnungen 
beseitigt werden kann, laBt sich noch nicht tibersehen. Die Tatsache, daf die 
Neutronenstreuexperimente (ITA) zu einem Radius der GréfBe 1,4 - 10-18 
A‘! cm gefiihrt haben, ist jedoch in keiner Weise ein Widerspruch zu den in 
IIB diskutierten Messungen der Ladungsverteilung, wie dies im folgenden 
Abschnitt auf Grund eines Kernmodells genauer gezeigt werden soll. 


Abb. 11. Differentielle Streuquerschnitte 
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IE]. Theoretische Deutung 


Die im letzten Abschnitt II aus verschiedenen Experimenten gewonnenen 
» Resultate hatten etwa folgendes Bild ergeben: Fir den Radius der Gesamt- 
Jnukleonenverteilung lieB sich aus der Streuung von Neutronen an ver- 
ischiedenen Kernen ein durchschnittlicher. Wert von R = 1,4 - 10-13A‘/s em 
jentnehmen, der jedoch noch kleinen Schwankungen unterworfen ist, die von 
(der individuellen Struktur der Kerne abhangen kénnen. Abgesehen von den 
in der theoretischen Auswertung nicht ganz befriedigenden Experimenten 
jmit Protonen und a-Teilchen (II B3, II B4), wiesen alle tibrigen experimen- 
/tellen Daten darauf hin, da der Radius der Protonenverteilung sich ange- 
fnahert in der Form 


RP = 1,2 - 10-38 A's om 


) darstellen 1a8t. Es.soll im folgenden versucht werden, diese Tatsache aus einem 
) Kernmodell her verstandlich zu machen. Fiir diese Untersuchungen wird es 
i gunstig sein, den Radius der Neutronenverteilung zu kennen. Es ist bereits 
} darauf hingewiesen worden (Abschn. II), daB eine direkte MeBmethode fiir RY 
)nicht vorliegt. Zwischen den Radien Ry, det Gesamtverteilung und den 
» Radien Ri und ee (der Index M deutet hier wieder an, daB die Radien aus 
‘dem mittleren quadratischen Radius gebildet werden) besteht wegen 


Je) = ep(r) + on(r) die Beziehung 

i. (Z + N) (By)? = N - (Ruy? + Z (Ru). 

} Auf Grund der Beobachtungen ist 

| (Ry? > (Ru)? oder (Ry)? = (Ruy)? + A? 


4. 


zeros (Rip = (Rint + 4¢ (AT) 


N 


folgt. Der Neutronenradius (Ry)? ist also gegentiber (Ruy)? um A?2(Z + N)/N 
i groBer, so da die Differenz zwischen (Riz)? und (R3z)? noch groBer ist als die 
? zwischen (R uy und (R,,)?. In den beiden folgenden diskutierten Theorien 
} sind fiir Rj, jeweils die Zahlenwerte verwendet worden, die man aus der 
} Neutronenstreuung fiir Ry erhalten hatte. Das verursacht aber nur einen 
' quantitativen Fehler. Die qualitativen Verhiltnisse, nimlich die Tatsache, 
/ daB R? < RY ist, ist immer erfiillt, wenn R? < R gilt, dadann sogar R < R* 
/ ist. Man miiBte also an Stelle des hier angegebenen 


RX = 1,4- 10-18 A’s cm 


) eigentlich einen etwas groBeren Wert verwenden. Da aber fiir diese Differenz 
» aus den Experimenten keinerlei genaue Anhaltspunkte vorliegen, wurde 
) stets der oben angegebene Wert gewahlt. 
) Eine theoretische Deutung der Tatsache, dai die Radien der Protonenver- 
‘ teilung kleiner sind als die der entsprechenden Neutronenverteilungen, kann 
| mit Hilfe des statistischen Kernmodells gegeben werden (JOHNSON 1954, 
, WILDERMUTH 1954, MITTELSTAEDT 1955). Die beobachtete engere Ver- 
teilung der Protonen wird dabeials ein bisher unberiicksichtigter Oberflachen- 
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effekt bei schweren f-stabilen Kernen gedeutet. Dem von den Kernkraften 
herrithrenden kollektiven Potential, das unabhangig von der Teilchensorte auf 
ein Nukleon wirkt, soll sich nach dieser Auffassung im Falle der Protonen | 
das langsam veranderliche CouLompsche AbstoBungspotential tiberlagern 
(Abb. 12). Die B-Stabilitat der betreffenden Kerne bedeutet, daB der héchste | 
angefiillte Protonenzustand dieselbe Energie hat wie der héchste angefillte: 
Neutronenzustand. (Von den vorhandenen, durch die Massendifferenz | 
zwischen Proton und Neutron hervorgerufenen, aber geringfiigigen Unter- : 
schieden soll hier abgesehen werden.) Im Falle eines allmahlich abfallenden | 
Kernpotentials bedeutet daher die Addition des Coulombpotentials nahe-. 
rungsweise eine Parallelverschiebung, so dai der Radius (etwa definiert: 
durch den mittleren quadratischen Radius) des gesamten Protonen-: 
potentials kleiner ausfallt als: 
der des Neutronenpotentials. | 
Eine entsprechende Beziehung | 
wird daher zwischen den Dichte- 
verteilungen der Protonen und 
03 06 
7 [14 A%-10-8cm] —~ Neutronen bestehen (JOHNSON 
1954). 
Die konsequente Durchfithrung 
dieses Gedankens  zerstort. 
jedoch zunachst die innere 
Konsistenz des THOMAS-FER-: 
Mischen Potentialbildes. Das. 
auf diese Weise konstruierte: 
Protonenpotential ist bereits. 
mit einer Teilchenzahl voll auf-. 
gefillt, die weit unterhalb des 
Abb. 12. Potentialbild fiir 2°’Pb bei a = 1(Z = 55) experimentellen Wertes von Z 
liegt (vgl. Abb. 15). 
Daraus scheint zu folgen, da die Annahme der Ubereinstimmung des 
Protonenpotentials, soweit es von den Kernkraften herriihrt, mit dem 
Neutronenpotential sich nicht aufrechterhalten 1a8t. In der Tat laBt sich 
durch eine konsequente Anwendung des THOMAS-FERMIschen Potential- 
modells auf das hier dargestellte Problem zeigen, daB bei schweren Kernen 
die von den Kernkriaften herrithrenden Kollektivpotentiale verschieden ange- 
nommen werden miissen (MITTELSTAEDT 1955). Inwieweit sich eine solche 
Verschiedenheit der Potentiale aus der Struktur der Kernkrafte verstehen 
14Bt, soll im Rahmen des statistischen Modells in III 1 genauer diskutiert 
werden. Die Annahme verschiedener Kernkraftpotentiale fiir Protonen und 
Neutronen ermoglicht eine widerspruchsfreie Durchfiihrung des statistischen 
Modells und fiihrt zu dem Ergebnis, daB der Radius der Protonenverteilung 
entsprechend den experimentellen Resultaten kleiner ist als der der Neutronen. 
Als Beispiele werden die Dichte- und Potentialverteilungen des Kerns 237Pb 
genauer berechnet werden. 
Kine Verschiedenheit der Kollektivpotentiale fiir Protonen und Neutronen 
kann auch auf einem anderen Wege gezeigt werden (WILDERMUTH 1954).| 
Durch eine Herleitung der Kollektivpotentiale aus der halbempirischen 
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WEIZSACKER-BETHE-Formel zusammen mit den iiblichen Voraussetzungen 
‘@ des statistischen Modells konnte ein Zusammenhang zwischen der Differenz 
9 der Potentiale und dem in der WEIZSACKER-BETHE-Formel auftretenden 
} NeutroneniiberschuBterm (N — Z)?. hergeleitet werden. Diese Ableitung 
5 macht es besonders deutlich, da eine Verschiedenheit der Potentiale nur 
‘} vorliegt, wenn N + Z ist, also fiir mittlere und schwere Kerne. Durch Lésen 
) einer Schrédingergleichung in den so konstruierten Potentialen erhalt man 
+ dann Aussagen tiber die Radien der betreffenden Nukleonenverteilungen. 


‘e 7. Herleitung der Kollektivpotentiale 


Die Vermutung, daB das kollektive Potential fiir Protonen und Neutronen 
verschieden sei, soll zunichst im Rahmen des statistischen Modells naher 
begriindet werden. Dabei wird sich ergeben, da bei Annahme einer ladungs- 
unabhangigen Anziehungskraft zwischen den Nukleonen die den Austausch- 
energien entsprechenden Potentialterme wegen der bei schweren Kernen 
giltigen Beziehung N +-Z ungleiche Beitrage zu den Potentialen der Pro- 
tonen und Neutronen liefern. 
Sind gp(r) bzw. oy(r) die auf Z bzw. N normierten Dichteverteilungen der 
Protonen bzw. Neutronen und ist H = fe é(Op, ov) dt die Gesamtenergie des 
Kernes, so werden die Dichten in der statistischen Theorie durch die Glei- 
chungen 

6(# + ApZ) = 0 6(# + AyN) = 0 (III, 1) 


bestimmt. Ap und Ay sind hierbei LAGRANGEsche Multiplikatoren, die die 
Normierung der Funktionen op(r) und @y (tr) gewahrleisten 


fer@)de=Z — few(t)dr =N. 


Wahlt man fiir die Kernkrafte eine Mischung der verschiedenen Austausch- 
krafte (WIGNER, MAJORANA, BARTLETT, HEISENBERG) und ein nur orts- 
abhangiges Potential J(r,,r.), so erhalt man fiir die potentielle Energie der 
Kernkrafte einen Ausdruck der Form 


Epo = @ | [ {or (1)er(2) + ew(1) aw (2)] J (1,2)duy dt, 
+ 6 [f ep(1) 7(1,2) en(2)drdty + ¢ ff ler(1.2)% + | ew (1.2) F1 J (1,2) duydr, 
+ 4 ff ep (1.2) 7(1,2) en (2,1) dr dr, 


op(1, 2) und ey (1, 2) sind dabei die gemischten Dichten der Protonen bzw. 
Neutronen, die sich aus den Einteilchenwellenfunktionen y,(r) durch Sum- 
mation iiber alle besetzten Zustande, also 


op(1,2) = Dd’ yr(1) pr (2) = Sip, (1) pF (2) 


berechnen lassen. a, b, c und d sind Konstanden, die von dem Mischungs- 
verhaltnis der verschiedenen Austauschkrafte abhangen. Sie sind unter der 
Annahme gemischter Austauschkrafte berechnet worden (VOLZ 1937). Sind 
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W, M, Bund H die Anteile der WIGNER, MAJORANA, BARTLETT, HEISEN- | 
BERG-Kraft, so ist 

a=—M/4+ W/2—H/2+ B/44 b=WH+ B2 

¢ = Mjf2—W/4 + H/4 — B/2 d=M+ H/2 
Um die dem obigen Energieausdruck entsprechenden Potentialausdriicke zu 


erhalten, untersuchen wir die Variationen nach op(r) und ey(t). Fir die 
ersten beiden Energieanteile erhalt man damit 


5B, = | DY (t)dopde DP (r) = [ (2a0r(e’) + bow(e’)) Ji, v') dv’ 
SE, = [ PY(t)devde OY(t) = | (2aew(e’) + bop(e’)) Jer’ )ar’, 
also wegen der verschiedenen Teilchenzahlen zwei verschiedene Potential- 
ausdriicke fiir Protonen und Neutronen. Die beiden verbleibenden Glieder | 
der potentiellen Energie gestatten im Rahmen der statistischen Theorie eine | 


Vereinfachung. Verwenden wir namlich fiir die y,(r) ebene Wellen, so ist 
P 


2 = LZ P29] 
Opty, tT) = q) ave ; 


wobei Pp bzw. Py der Wie ie der Protonen bzw. Neutronen ist. Mit 


f(er, ev) = se [as aoe] Sine (131) [$3] = | — | 


erhalt man fiir die Energie see 


Exo. = ¢ | (few, ew) + flap: er)) dt + d{ flop, ey) dr. 


Die Potentiale, die HO und nay iene sind daher 


Bp(t) = P(e) + 6 J Hleren) + d x flenen) 


1 ye 0 
Py (t) = @\ (r) Be FG f(ov. ew) + d x— flop, en). 
On 


Die Potentiale ®p(r) und @®y(r) werden wegen o Verschiedenheit der 
‘Teilchenzahlen und der damit verbundenen Verschiedenheit der Dichten op 
und ey nicht gleich sein und dadurch eine Verschiedenheit der kollektiven 
Potentiale bewirken, wie sie oben schon vermutet wurde. 

Im Zusammenhang mit der Absattigung ist dikutiert worden, statt des 


Energieausdruckes 0) von. einer nichtlinearen Potentialgleichung, etwa 
Ad — wD — 1G = — giop + on) 


auszugehen, und als Energie die entsprechende Hamiltonfunktion zu ver- 
wenden: 


p 


1 , 1 1 
Epo = | | > (4 PP? + > we + — 1G4 —gD(op + oy)| dr. 
ae 2 4 
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‘) Im Rahmen der hier durchgefiihrten Uberlegungen wirde die Anwendung 
dieses Ausdrucks keine wesentlichen Anderungen hervorrufen, denn bei 
| Variation der Energie 


dE por = —g [ Bdop de 


erhalt man als nichtlineares Potential einen Ausdruck, der gleich ist fir 
Protonen und Neutronen, daher also die bereits gezeigte Verschiedenheit der 
Potentiale nicht beeinfluBt. 

Berechnet man denden Gl. (III, 1) entsprechenden vollstandigen Variations- 
ausdruck, so kommen zu der potentiellen Energie der Kernkrafte noch die 
kinetische Energie der beiden Teilchensorten hinzu, die im statistischen 


Modell Pp i) 3 h2 
Exin -| 5 om (3 22)"s @')s(r)dr 
Are ah é 
und Bin = | 5 Soar Ot 2)" g'a(r)dr 


betragen, und die Coulombenergie der Protonen: 


op(t) Qp(t v’) 
Ek, = 1 sal dt ar 


jr —1'| 


Die Variation der einzelnen Energieanteile ergibt dann 
6 Wain =| sar (3.2?)"s of dop dr 
he : 
Wee es | sz ~~ (3z2)'s o's bay dr 


; 
6H, =e ‘a we) eet dy dv’ =| V(t) dop(t) dr. 


Versteht man unter Bie (r) und Ekin (t) die kinetische Grenzenergie der Pro- 
tonen bzw. Neutronen an der Stelle r und unter V(r) das klassische Coulomb- 
potential der Protonen, so erhalt man die beiden Gleichungen 


@D(t) + Dp(r) + ekin(r) + V_(v) + Ap = 0 
@(t) + Dy(t) + exin(t) + Ay = 0, 


dabei bedeutet @(r) diejenigen Potentialanteile, die fir Protonen und Neu- 
tronen gleich sind und etwa herriithren von einer nichtlinearen Potential- 
gleichung des oben angefiihrten Typs. Ap und Ay bedeuten die Abtrenn- 
arbeiten eines Protons bzw. Neutrons aus dem Kern. Wegen der §-Stabilitat 
wollen wir angendhert Fans ees 


setzen. Da es wegen der Unsicherheit in der Kenntnis von J(1, 2) schwer 
moglich ist, ®p(r) und ®y(r) zu berechnen, wollen wir in einer halbempi- 
rischen Weise die Potentiale 


Vp(t) = D(r) + Op(r) und Vy(r) = P(r) + y(t) 
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als phinomenologische Kollektivpotentiale ansetzen und sie erst spater aus 
den experimentellen Daten mit Hilfe der beiden Gl. (III, 2) bestimmen: 
V(r) + &kin(r) + Vo = 0 
Ve(r) + exin(r) + Velr) + Vo = 0. (III, 2) 
(Wir wollen fiir die folgenden Rechnungen stets Kugelsymmetrie fiir Dichte- 
und Potentialverteilungen annehmen, so daf nur mehr eine Variable r auftritt.) 


Die Verschiedenheit der Kollektivpotentiale fiir Protonen und Neutronen la8t 
sich noch auf einem anderen Wege herleiten (WILDERMUTH 1954). Dabei 
wird angenommen, da die Ortsabhangigkeit der Potentiale die Form 


Vivo TSR 
a re etn 
Keg ee 
ads es ee 


hat, wobei R einen einheitlichen Radius der GréBe R = R, A’: darstellt. Die 
Verschiedenheit von R? und R* wird dabei erst in den Dichteverteilungen 
selbst auftreten, nicht aber, wie bisher geschehen, bereits in den Potentialen. 
Die Bestimmung der Potentiale geschieht dabei auf folgendem Wege: Die 
gesamte Bindungsenergie eines Kerns ist angenahert durch die WEIZ- 
SACKER-BETHE-Formel gegeben: 


(N — Zp 3 e 22 
A 5 Ry A’le’ 
a = 14,76 MeV c¢ = 15,37 MeV 
b = 20,5 MeV Re ==-1,4- 10 em 
(HEISENBERG 1951). 


Gg Aeaah 


Um die potentielle Energie, die von den Kernkraften herriihrt und mit in ZH, 
enthalten ist, zu bestimmen, ist es erforderlich, diejenigen Energieanteile 
von #; abzuziehen, die durch die kinetischen Energien hervorgerufen werden. 
Entsprechend dem statistischen Kernmodell nehmen wir an, daB die Nuk- 
leonen sich in den angegebenen Potentialen befinden, so daB die gesamte 
kinetische Energie des Kerns 


27 he (3) "3 { 


40M R2\3) Ate 2 


N—Z) 


pars: [(2N7)"> + (22)'h] ~ = 14,6 4 + 8,13 ( + 


betragt. 
Daraus erhalt man die potentielle Energie der Nukleonen im Kern 


en) 


Boot = Eg — Exin = — 29,27 A 4+ 12,37 + 15,37 A*/s 


Ze 
+ 0,616 Th 
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‘) Um die Potentiale zu erhalten, mu8 man die Variationen der Energien nach 
‘) den Teilchenzahlen untersuchen. Es ist 


OE po _ 2(N—Z)  (N—ZPp 
AN = 29:27 + 12,37 (= Se ) 
2 1 
fo, doa As 0,618 Ze Ah 
OE pot ; Nie Zein Ne a2 
3g = 28.27 12,37 ( = 7 


2 1 . 
a 3" 15,37 A~‘/s — a 0,616 Z2 A~*/s + 0,616 -2ZA-"). 


Zu diesen Beitrigen der potentiellen Energie kommt noch ein Anteil, der der 
Anderung der kinetischen Energie entspricht (WILDERMUTH 1954): 


0 Exin OE xin OR 2 Exin 2 (V.—Z)* 
LOnest +-O.R OA) ISTH =— 5 [404 BN Yee \ 
Damit ergeben sich die gesuchten Potentiale 
OE pot 0 Exin (NV —4) (N —Z)* 
V py = AW ae rae 39,02 — 24,74 ve BS 7579 SA a 
+ 10,25 A-*/s — 0,205 Z?2 A-‘/s + 1,232 ZA-*!s 
0 E pot \ 0 Exin (N= Z) (N =-Z)2 
— = 2 2 Ae SESS is ee pes, Ses 
Vo AW oT Fag 39,02 + 24,74 7 Lo TE 


+ 10,25 A-*/s — 0,205 Z? A-‘/s, 


Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, daB sich die Potentiale der Protonen 
und Neutronen auSBer durch den Coulombanteil noch durch ihre verschie- 
denen Antisymmetrieterme unterscheiden. Fiir Protonen ist letzterer positiv, 
fiir Neutronen negativ, da bei der Entfernung eines Neutrons aus dem Kern 
der Neutronentiberschu8 abnimmt, d.h. die Antisymmetrieenergie wird 
kleiner. Bei Protonen ist es genau umgekehrt. 

Lést man in diesen Potentialen die entsprechenden Schrédingergleichungen 
fiir ein Proton bzw. ein Neutron und bezeichnet man mit A Rp bzw. A Ry 
jeweils den Abstand vom Potentialrand, in dem die Dichte der entspre- 
chenden Teilchensorte auf den e?-ten Teil des Mittelwertes abgesunken ist, so 
erhalt man etwa fiir 3}°Hg 


A Ry =0,74-10-% cm bzw. ARp = 0,43- 107% cm, 


woraus sich bereits eine Differenz der Radien von 0,055 - 10-19.A‘/s cm ergibt 
(WILDERMUTH 1954). 

Dieser gegeniiber dem erwarteten RY — R? = (1,4 —1,2)- 10°38 A> cm 
ziemlich kleine Wert ist jedoch ohne Beriicksichtigung der Tatsache be- 
rechnet worden, da& die Potentiale am Rande nicht unstetig Null werden, 
sondern ein allmahlicher Abfall von Dichte und Potential stattfindet. Es soll 
deshalb im folgenden Abschnitt gezeigt werden, da eine Beriicksichtigung 
der Oberflachenstruktur, wie sie von JOHNSON und TELLER vorgeschlagen 
38 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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wurde, zusammen mit der Annahme verschiedener Kollektivpotentiale Vp 
und Vy, zu einer Verschiedenheit der Radien fiihrt, die der Gré8e nach dem 
experimentell zu erwartendea Wert etwa entspricht. 
2. Bestimmung der Nukleonendichten 
Aus (III, 2) folgt 

Valr) + Volr) = éicin(r) — ekin (7), 
wenn die Differenz Vp — Vy mit V4 bezeichnet wird. Um fir dieses Differenz- 
potential einen physikalisch sinnvollen und leicht zu berechnenden Ansatz, 


zu machen, nehmen wir an, daB die Potentiale durch einen Zahlenfaktor a 
miteinander verbunden sind, und zwar soll 


Vp(r) = a(Vy(r) + Vo) — Vo fur 7, = 15 
Vp(r) = Vy(r) fire 2 


gelten. Die GréBe 7, soll dadurch definiert werden, da8 fiir r= 7) die Dichte der 
Neutronen gy (r) verschwindet. Wegen (III, 2) und (III, 3) gilt dann 


Va(r)=(1—a) exin(r). (ILI, 4) 


Da im THOMAS-FERMI-Modell 
die Dichte der Protonen bzw. 
= Neutronen mit den entspre- 
chenden kinetischen Grenz- 
energien durch die Relationen 
7 : "(Bay oh(r) 


03 09 Ekin (7) = 
eaeeeal ios = 
iA] h? 2 2 


(III, 5) 


verbunden sind, so folgt aus 
(III, 2), (ITI, 3) und (III, 5) 


2 My 
p(t) = ay [aetin(r) 
—V,(r)}. (II, 6) 


Da das Coulombpotential wegen 


Bs op(t’) , 
Kets) <6 [es dr 


(III, 7) 


durch die Protonendichte gegeben ist, erhailt man aus (III, 6) und (III, 7) fiir 
p(t) eine nichtlineare Integralgleichung erster Ordnung 


op(t t= es actin) —e f eet ax |" ° (CLE 8) | 


(III, 3) 


Abb. 13. Potentialbild von 29'Pb bei a = 1,425 (Z = 82) 
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Dabei wird die Verteilung der Neutronen als bekannt vorausgesetzt. Der 
bisher noch unbestimmte Parameter a soll so festgelegt werden, daB die 
Normierungsbedingung 


4x fop(r,a)rPdr=Z (III, 9) 
0 


fir die Protonendichte erfiillt ist. 
Um einen geeigneten Ansatz fiir gy (r) zu finden, wollen wir fiir die Neutronen- 
dichte den Ansatz 


ov (7) = Ono bi (III, 10) 


machen, und fir den Zahlenparameter n die Beziehung n = 1,57 - A’/s ver- 
wenden, die sich aus der Variation der Gesamtenergie nach der Dichte ergibt 
(MITTELSTAEDT 1954). Die Werte oy, und Ry sollen durch die Normierungs- 
bedingung 


4c f on(r) 2dr = N (III, 11) 
0 


und wegen der in I erérterten Griinde durch Vorgabe des mittleren quadra- 
tischen Radius festgelegt werden. 
Wegen (III, 10) ergibt sich 
fins a 1+ ‘1+ 3/n) RN 
Teese 


Der Radius der Protonenverteilung soll ebenfalls durch den mittleren quadra- 


tischen Radius nf 
5 |/4a ° 
Ry = yz \3] op(r) ridr 
§ 


festgelegt werden. Zur Bestimmung von Rj, verwenden wir die in ITA disku- 
tierten Werte aus der Neutronenstreuung. Fiir den hier untersuchten Kern 
207 Pb ist: 


Ri, = 1,32-10-13 A’ om. (III, 12) 


Zum Vergleich sollen im Falle der monoton abfallenden Neutronenverteilung 
noch zwei weitere moégliche Radiusdefinitionen mit angegeben werden: Der 
Wendepunkt der Dichteverteilung und die GroBe Ry. 


3. Ergebnisse 


Um numerische Aussagen tiber den Protonenradius Ry machen zu kénnen, 
wurde speziell der Kern *°’Pb naher untersucht, ttber den sowohl Elektronen- 
streumessungen als auch Messungen am u-Mesonatom vorliegen. Die Neu- 
tronendichte wurde entsprechend (III, 11) und (III, 12) gewahlt, jedoch im 
Vergleich zu dem Ansatz (III, 10) insofern modifiziert, als die asymptotisch 
abfallende Verteilungsfunktion (III, 9) unter Beachtung der beiden Bedin- 
38* 
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gungen (III, 11) und (III, 12) an der Stelle r = 1,308 R}y in geeigneter Weise 
abgeschnitten wurde (Abb. 14). Wahrend Ri, durch (III, 12) bestimmt ist, 


erhalt man fiir die Stelle des Wendepunktes Rw den Wert Ry = 0,991 Ri 
und fiir die Stelle Ry. an der die Dichte auf den e-ten Teil abgefallen ist, 


Ry = 1,003 R3y (Tabelle 13). 


Tabelle 13 
RY, = 7,8078 | = 1,32 
EST = 1,308 
a ee 10-33 em U8 A’/s 10738 em 
Ry = 7,835 = 1,325 
Ri, = 17,4863 = 1,265 


Die Lésung der Integralgleichung (III, 8) wurde fiir verschiedene Werte des 
Parameters a bestimmt, wobei die jeweilige Lésung op(a;r) numerisch 
berechnet wurde. Der Zusammenhang 

der Protonenzahl - V,(o) [Mev] —~ 
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Abb. 14. Dichteverteilungen Abb. 15. Zusammenhang zwischen Z und a 


Neutronen: @y(7) 
Protonen bei a = 1: ep(r, « = 1) 
Protonen bei a = 1,425: Per a = 1,425) 


mit dem Parameter a bzw. mit dem Differenzpotential V4 (7) ist in Abb. 15 
graphisch dargestellt. Die richtige Normierung der Funktion op(a; 7) auf. 
= 82 wurde dabei mit a = 1,425 erreicht. Die Potentialkurven, die sich aus _ 
dieser Lésung ergeben, sind in Abb. 13 angegeben. Die numerischen Werte 
seien hier nur fiir 7 = 0 angegeben (Tab. 14). | 
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Tabelle 14 


ef (0) = 24,23MeV | Vy (0) = —41,54 MeV 
en (0) = 33,54 MeV Vp (0) = —55,79 MeV 
V, (0) = 23,56 MeV Va (0) = —14,25 MeV 


Fir V, wurde auf Grund zahlreicher friiherer Untersuchungen der Wert 
V, = 8 MeV gewahlt. 

Die Dichtefunktion der Protonen ist gemeinsam mit der Dichtefunktion der 
Neutronen in Abb. 14 dargestellt. Fiir den Radius der Protonen erhalt man 


Ri, = 0,956 RY, = 7,486 - 10-18 em = 1,265 - 10-13 4% om, 


also in ungefahrer Ubereinstimmung einen um 0,06 - 10-13.4"/s cm kleineren 
Radius als fiir die Neutronen. Eine groBere Differenz. wie sie den oben ange- 
gebenen Werten 1,4 und 1,2 entspricht, lieBe sich im Rahmen dieses Modells 
etwa dadurch erreichen, da man von einer weniger steil abfallenden Dichte- 
verteilung fiir die Neutronen ausginge, also den hier verwendeten Parameter n 
etwas kleiner annihme. 


Die gewonnenen Ergebnisse bleiben auch erhalten, wenn statt Rj, andere 
Radiusdefinitionen verwandt werden. Wie aus Tab. 13 ersichtlich, sind die 
verschiedenen, hier vorgeschlagenen Radiusdefinitionen quantitativ nur sehr 
unwesentlich voneinander verschieden, so daf die gewonnenen Ergebnisse 
auch bei Verwendung eines dieser Radiusbegriffe qualitativ dieselben bleiben 
dirften. 


IV. Zusammenfassung 


Die Streuexperimente mit schnellen Neutronen an verschiedenen Kernen 
weisen darauf hin, da8 der Radius der gesamten Nukleonenverteilung durch 
die Formel R = 1,4 - 10-18 A‘ cm dargestellt werden kann. Anderseits lieB 
sich aus einer groBen Anzahl von Experimenten (II, 1 112, I15, I16) zeigen, 
da der Radius der Protonenverteilung R? etwa durch R? = 1,2 - 10-8 A*>cm 
dargestellt werden kann. Ob bei den ebenfalls erwaihnten Methoden (118, 14), 
diese GréBe zu bestimmen, durch eine Verbesserung der theoretischen Aus- 
wertung die aus diesen Experimenten folgenden Werte R” méglicherweise 
verindert werden, und somit die Diskrepanz zu den obigen Experimenten 
beseitigt wird, lat sich noch nicht ibersehen. 

Da der Radius hier meist durch den mittleren quadratischen Radius definiert 
wurde, so gilt, da R? < RY auch R? < R < R¥. Der Radius der Neutronen- 
verteilung, fiir den jedoch keine unmittelbare MeBmethode vorliegt, ist daher 
ebenfalls gréBer als der der Protonenverteilung. 

Die Frage inwieweit sich eine solche Verschiedenheit der Radien auch theore- 
tisch verstehen la8t, konnte mit dem statistischen Modell beantwortet 
werden. Dabei ergab sich zunachst auf Grund einfacher Annahmen tiber die 
Kernkrafte, daB die Kollektivpotentiale fiir Protonen und Neutronen ver- 
schieden sind. Ein ahnliches Ergebnis lieB sich herleiten aus der WEIZ- 
SACKER-BETHE-Formel durch Variation der Gesamtenergie nach den ver- 
schiedenen Teilchenzahlen. Dadurch wurde deutlich, da® die Differenz der 
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Potentiale wesentlich durch den Neutroneniiberschu8 hervorgerufen wird. 
Durch Lésung der entsprechenden Schrédingergleichungen in diesen Poten- 
tialen konnte bereits eine Differenz der Radien R? und R* verstandlich 
gemacht werden. Zusatzlich zu diesen Annahmen tiber die Potentiale miissen 
jedoch noch Oberflicheneffekte beriicksichtigt werden, die durch den all- 
mihlichen Abfall der Potentiale am Kernrand entstehen. Fir den Kern Pb 
konnte dann gezeigt werden, daB bei Vorgabe der Neutronenverteilung durch 
eine geeignete Vergleichsfunktion sich ein Protonenradius von R? = 
1,265 - 10-13 A’/s cm ergibt. 


Gottingen, Max-Planck-Institut fiir Physik, Bottingerstr. 4. 
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Hydrodynamische Theorie der Mehrfacherzeugung von Teildhen’) 
Von 8. 8S. BELENKI und L. D. LANDAU 


§ 1. Einleitung 


Wie das Experiment zeigt, bildet sich bei StoBen sehr schneller Teilchen 
eine groBe Anzahl neuer Partikeln (Mehrstrahl-Sterne). Die Energie von 
Teilchen, die solche Sterne erzeugen, liegt in der GréBenordnung 10!" eV 
oder noch héher. Bemérkenswert ist, da derartige StoBe nicht nur zwischen 
Nukleon und Kern, sondern auch zwischen zwei Nukleonen erfolgen. Bei- 


spielsweise wurde die Entstehung zweier Mesonen bei St68en von Neu-~ 


tronen mit Protonen schon bei verhaltnismaBig geringen Energien von der 
GroSenordnung 10° eV im Kosmotron beobachtet (J). 

Von FERMI (2, 3) stammt der Gedanke, Stofprozesse bei sehr hohen Ener- 
gien mit thermodynamischen Methoden zu behandeln. Die Grundannahmen 
der Theorie von FERMI besagen folgendes: 

1. Es wird angenommen, da8 beim Sto8B zweier sehr energiereicher Nukleonen 
die Energie im Schwerpunktsystem in einem sehr kleinen Volumen V frei- 
gesetzt wird. Da die Kernwechselwirkung sehr groB ist, kann man die 
Energieverteilung tiber dieses kleine Volumen nach statistischen Gesetzen 
behandeln. Hierdurch wird eine Theorie der St6f8e von Teilchen sehr hoher 
Energie moglich, die keine konkreten Annahmen iiber die Kernwechsel- 
wirkung voraussetzt. 

2. Das Volumen V, in dem die Energie freigesetzt wird, wird durch die 
Abmessungen der Mesonenwolke um die Nukleonen bestimmt; ihr Radius 
ist von der GrodBenordnung h/uc, wobei «4 die Masse des z-Mesons ist. Da 
aber die Nukleonen sich mit groBer Geschwindigkeit bewegen, erfahrt die 
umgebende Mesonenwolke eine Lorentzkontraktion in der Bewegungs- 
richtung. Das Volumen V betraigt also gréBenordnungsmabig 


4n (/h\® 2Mc? 
V = — — 
3 Ga) E > (1.2) 


wobei M die Masse des Nukleons und £’ seine Energie im Schwerpunkts- 
system ist. 

3. FERMI nimmt an, dafX die Teilchen im Volumen V im Augenblick des 
StoBes nach den Gesetzen des statistischen Gleichgewichts entstehen. Ohne 
miteinander in Wechselwirkung zu treten, verlassen sie dann das Volumen 
in einem ,,eingefrorenen’ Zustand. 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 56, 309, 1955. 
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| 4. FERMI betrachtet sowohl zentrale St6Be, die nach seinen Rechnungen zu 
_ einer isotropen Winkelverteilung fiihren, als auch nichtzentrale (periphere) 
St6Be. In diesem Fall wird bei der statistischen Behandlung au8er dem 
Energiesatz auch die Drehimpulserhaltung beriicksichtigt. Bei nicht- 
zentralen St6Ben ist die Winkelverteilung im Schwerpunktsystem nicht 
mehr isotrop. 

Der Grundgedanke FERMIs, statistische Methoden auf die Sto8prozesse 
anzuwenden, ist zweifellos sehr fruchtbar, aber einzelne Annahmen und 
quantitative Rechnungen sind doch wenig tiberzeugend [s. (4, 4)]. 
Unbegrindet ist zunachst die Behauptung, die Teilchenzahl im Mehrstrahl- 
Stern werde durch die Anzahl der im Volumen V im Augenblick des Stofes 
erzeugten Teilchen bestimmt. In diesem Augenblick ist es wegen der hohen 
Dichte der Teilchen und der starken Wechselwirkung zwischen ihnen itiber- 
haupt sinnlos, von einer Teilchenzahl zu sprechen. Selbst wenn man annimmt, 
dafi die Teilchen in diesem Augenblick entstehen, so ist die Voraussetzung 
einer starken Wechselwirkung nicht mit der Annahme zu vereinbaren, da 
diese Wechselwirkung unmittelbar nach dem Austritt der Teilchen aus dem 
Volumen aufhort. In Wirklichkeit erfolgt eine Ausdehnung des Systems, 
und die Teilchenzahl nimmt erst einen bestimmten Wert an, wenn die 
Wechselwirkung klein wird. Die Teilchen fliegen dann frei auseinander. Auf 
diesen Umstand hat POMERANTSCHUK (4) hingewiesen. 

Ferner berechnet FERMI (3) die peripheren St68e nicht korrekt, und damit 
ergeben sich auch ungenaue Winkel- und Energieverteilungen fiir die Teil- 
chen. Diese Rechnungen von FERMI sind mit der Relativitaétstheorie schwer 
vereinbar. Nach FERMI breitet sich bei einem wesentlich nichtzentralen 


Me? 1 
StoB wahrend der StoBzeit von der GroBenordnung (“Fr (-.) ee die Wechsel- 


wirkung tiber das ganze Volumen der Mesonenwolke, d.h. tiber eine Ent- 
fernung von der GroBenordnung f/uc aus. Das bedeutet, daB die Storung 
sich mit einer Geschwindigkeit ausbreiten muB, die wesentlich gro8er als die 
Lichtgeschwindigkeit ist. 

Die Schwachen der FERMIschen Theorie beruhen in erster Linie darauf, 
daB die Ausdehnung des Compound-Systems nicht in richtiger Weise 
beriicksichtigt wird. Wie LANDAU zeigte (6), laBt sich diese Ausdehnung auf 
Grund der relativistischen Hydrodynamik behandeln. Die Anwendung der 
Hydrodynamik auf diesen Fall ist ebenso gerechtfertigt wie die der Thermo- 
dynamik, da beider Anwendungsgebiete tibereinstimmen’). 

Qualitativ verlauft der StoBprozeB folgendermaBen (6): 

1. Beim StoB zweier Nukleonen entsteht ein Compound-System, wobei die 
Energie in einem kleinen, in transversaler Richtung LORENTZ-kontrahierten 
Volumen V freigesetzt wird. 

Im Augenblick des StoBes entsteht eine gro&e Anzahl von ,,Teilchen“, 
die ,,freie Weglinge“‘ in dem entstandenen System ist klein gegen dessen 
Abmessungen, und im System stellt sich ein statistisches Gleichgewicht ein. 


1) In der Tat sind die Anwendbarkeitsbedingungen fiir Thermodynamik und Hydro- 
dynamik in der Forderung U/L < 1 enthalten, wobei / die ,,freie Weglinge‘‘ und L die 
kleinste Abmessung des Systems ist. 
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2. Die zweite Etappe des StoBes besteht in der Ausdehnung des Systems. 
Auf diese Etappe la8t sich die Hydrodynamik anwenden, wobei man die 
Ausdehnung als Bewegung éiner idealen (reibungsfreien und nicht warme- 
leitenden) Flissigkeit auffassen kann+). Im Laufe der Ausdehnung bleibt 
die ,,freie Weglinge‘‘ klein gegen die Abmessungen des Systems, wodurch 
die Anwendung der Hydrodynamik gerechtfertigt wird. 

Da die Geschwindigkeiten im System mit der Lichtgeschwindigkeit ver- 
gleichbar sind, hat man nicht die tbliche, sondern die relativistische Hydro- 
dynamik zu benutzen. Wahrend der ersten und zweiten Etappe des StoB- 
prozesses erfolgt im System eine stindige Neubildung und Vernichtung von 
Teilchen. Hier ist die groBe Energiedichte im System wesentlich. In diesem 
Fall 148t sich das System infolge der starken Wechselwirkung zwischen den 
Teilchen gar nicht durch eine bestimmte Teilchenzahl kennzeichnen. 

3. Mit weiterer Ausdehnung des Systems nimmt die Wechselwirkung ab 
und die freie Weglinge zu. Die Teilchenzahl als physikalische GroBe tritt 
in Erscheinung, wenn die Wechselwirkung hinreichend klein geworden ist. 
Wird die freie Weglainge vergleichbar mit den linearen Abmessungen des 
Systems, so erfolgt der Zerfall in einzelne Teilchen. Dieses Stadium be-~ 
zeichnen wir als ,,Zerfall des Systems‘. Der Zerfall erfolgt bei einer Tem- 
peratur des Systems von der GréBenordnung yuc?, wobei uw die Masse des 
z-Mesons ist. (Die Temperatur wird tiberall in energetischen Einheiten ge- 
messen.) 


§ 2. Thermodynamische Beziehungen fiir den Zerfall des Systems 


Beim Zerfall des Systems kann man die Wechselwirkung zwischen den 
Teilchen vernachlassigen und erhalt dadurch eine Reihe einfacher Be- 
ziehungen. 

Wir betrachten einen Bereich des Systems, der sich auf der Zerfallstemperatur 
T,, befindet. Wir benutzen folgenden Ausdruck fiir die relativistische Dichte 
der z-Mesonen in diesem Bereich: 


_ Gn (Tx ) 
sth # (54) F (en), (2,1) 
Dabei ist a ae F 
T 


Hierbei ist g, die Anzahl der méglichen Zustande des Teilchens; in unserem 
Fall haben wir entsprechend dem Vorhandensein von z*-, 7-- und 7°-Mesonen 


In = 3; €8 ist 
2 dao 
F Zn) = : ee . 
( : ise == | ‘ 2a) 


*) Wir erliutern dies durch folgende qualitative Uberlegung. Damit man innere Reibung 
und Warmeleitung vernachlassigen kann, mu8 die REYNOLDsscheZahl R= LV/lv gréBer 
als Kins sein. Hierbei ist L die kleinste Abmessung des Systems, V die ,,zmakroskopische“ 
Geschwindigkeit, v die ,,Molekulargeschwindigkeit“, 1 die freie Weglinge. Da V und v 


von der Gréfenordnung ¢ sind, ist die Bedingung RS 1 aquivalent mit der Be- 
dingung 1/L <1. 


Hydrodynamische Theorie der Mehrfacherzeugung von Teilchen 539 


u | Die Funktion F (2) 14Bt sich folgenderma8en darstellen 


9 wo Ky [en (1 + m)] 
F nt) = 2q cae 
} (2n) = 2 Ps ieee.’ 
‘) hierbei ist K, (z) eine modifizierte Besselfunktion zweiter Ordnung [siehe 


\ (7, 8)]. Die Reihe (2,3) konvergiert sehr schnell. Wir geben die asymptotischen 
. Ausdriicke von K, (z) fiir groBe und kleine Werte von z an: 


(2,3) 


; gt \'l2 Toner 
K, (z) = (=) os? 2 + oy A fir z > ls 
(2,4) 
9 
K, (2) = 2 ing Ge atc I 


J Unter Benutzung dieser Ausdriicke kann man sich leicht tiberzeugen, daB 
fiir hohe Temperaturen gilt 
3 
Ne OaGo (-) - 
he 


und fiir niedrige Temperaturen 


Ty \h — 
Nn = Yn (5-4) é 3 


be \8 
Sg Bait A (2) D (zn), (2,5) 
m=0 (1 se m) 


Hierbei ist K, (z) eine modifizierte Besselfunktion erster Ordnung. 
Wir fiihren auch die asymptotischen Ausdriicke von K, (z) fiir groBe und 
kleine Werte von z an: 


CA [fe Sy al My 
Ss (gyieexe (=) € 1 os a al fia 2 1, re 


Oy ee tur eel. 


‘Man iiberzeugt sich leicht, daB bei z,—0 (sehr hohe Temperaturen) 
@ (0) = 6,49; fiir z> 1 erhalten wir 


SchlieBlich fiihren wir noch den Ausdruck fiir die Entropiedichte der 
z-Mesonen (in absoluten Einheiten) an: 


_ Gn (Tx\ 
on = $5 (7) Glen), 2.8) 
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dabei ist 
00 , m m) K, [22 (1 m 
G (zn) ui > 4K, [2% (1 + m)] ++ cad + AK, fe5'(1 = ) (2,9) 


m=0 (1 ei m)? 


Die Werte der Funktionen F (z), ® (z) und G (z) sind in Tabelle I zusammen- 
gestellt. 


Tabelle I 
z F (z) @ (z) G (z) Bit (Ze) @* (z) G* (2) 
0 2,40 6,49 8,65 1,80 5,68 WPsy 
0,5 ale 6,30 8,31 7D 5,58 Tesi 
0,7 2,02 6,12 8,02 1,65 5,47 7,19 
0,9 1,86 5,90 7,67 1,56 5,33 6,95 
1 1,78 5,78 7,48 oe 5,24 6,81 
12 1,62 Dol 7,07 1,41 5,05 6,51 
1,5 1,39 5,06 6,42 1,25 4,72 6,00 
2 1,05 4,27 Sol 0,982 4,07 5,07 
3 0,561 2,78 333333 0,546 aT 3,20 
6 0,0599 0,471 0,531 0,0599 0,471 0,531 
7 0,0268 (),237 0,263 0,0268 O23% 0,263 
8 0,0117 0,115 0,127 0,0117 0,115 0,127 


In Tabelle I beziehen sich die Werte der Funktionen F* (z), ®* (z), G* (z) 
auf den Fall eines Fermigases, die Funktionen F (z), ® (z), @ (z) auf den Fall 
eines Bosegases. Fiir ein Fermigas gilt an Stelle der Formel (2,2) 


Pilz) == #| oe ee 
ez Vitat 1 


und die Reihen (2,3), (2,6) und (2,9) erhalten alternierende Vorzeichen. 


Fir z > 1 gilt ; 
1, 1 
F(z) F* (2) 22 (=) e-? (1 = 8 =): 
22 8 2 


\ 


Is oF 
B(z) ~ D¥ (2) w 23 (=) e-? (: nee =): 
v4 z 


D) 8 
"ey 
Giz) G¥(2) we (=) e-? (1 a >) 
hire Sie 


AuBer z-Mesonen kénnen im System im allgemeinen auch andere Teilchen 
entstehen. Wie in (7) gezeigt wurde, kann die Anzahl der Mesonen mit 
hoherer Masse als der des z-Mesons bei einer Temperatur 7, ~ yc? betracht- 
lich sein. Einige der schweren Mesonen weisen jedoch nur schwache Wechsel- 
wirkung mit Nukleonen auf und werden infolgedessen in den Sternen nicht 
erzeugt. Andere schwere Teilchen werden in den Sternen offenbar paarweise 
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| erzeugt (beispielsweise entstehen A-Teilchen zusammen mit K-Mesonen)}), 
_ aber der Anteil dieser Teilchen ist verhaltnismaBig gering, und die experi- 


‘§ mentellen Daten sind zu sparlich, um bestimmte SchluBfolgerungen zu- 
/ zulassen. Wir werden sie deshalb nicht betrachten. 


i Auferdem mu das Vorhandensein von Nukleonen im System beriick- 


| sichtigt werden. Da bei energiereichen StéS8en mehrere Nukleonen (nicht 


i weniger als zwei) beteiligt sind, hat man hierbei auch ais Erhaltung der 
Kernladung zu beachten [siehe (9)]. 


| Die Ausdriicke fiir die Dichten der Nukleonen n,, und der Antinukleonen nay 
) haben folgende Form: 
qn) Ful (253 Yy Ynn) » | 


ag ed bs 
Nan = fs af i 4) Fy (2, Yan) - | 


Hierbei ist g, die Anzahl der méglichen Zustiande des Teilchens bei gegebenem 
Impuls; fir Nukleonen ist g, = 4 (zwei Ladungszustainde und zwei Spin- 
richtungen). Es ist co 


Fy (2n, y) = 2n | 
6 
wobei 2 = Mc?/T (M = Nukleonenmasse) und y = u/T (uw = chemisches 
Potential) ist. 
Die Gleichgewichtsbedingung fir die Bildung und Vernichtung von Paaren 
lautet Yan + Yan = 0. Bezeichnen wir yp, mit y, so erhalten wir yz, = — y. 
In den uns interessierenden Fallen ist y < z a z > 1. In der Formel (2,11) 


kann man also den Nenner nach Potenzen von (y —zyl+2 x?) entwickeln. 
Beschranken wir uns auf das erste Glied in dieser Entwicklung, so erhalten 


wir? 3 T\3 
nn = fs 2) Fy (2n) ev; Nan = us Ga) Fy (2n) eu, (2.10’) 


Non == 


(2,10) 


tre GE ah. (2,11) 
e—y ten V 142" zag | 


27? \he 277 \he 
Fir die Energiedichten (¢,, und ¢,,) und die Entropiedichten (sy, und Sap) 
der Nukleonen und Antinukleonen erhalten wir 


3 
Enn = AU (#5) (=) Dy (Zn) 6"; 


227) \he 
2) (Ts 
AT (5) (3 Ds (en) €-¥: (2.12) 
T 3 
son = ($25) (G2) (Galen) — aFole)] o¥ 
San = (5) & “y [Go (2n) ae yf) (2n)] BA (2.13) 


1) Die relativ hohen Lebensdauern samtlicher schweren Teilchen sind kaum mit der 
Annahme zu vereinbaren, da8 sie stark mit Kernen wechselwirken, falls man nicht 
annimmt, daf diese Teilchen paarweise erzeugt werden. 

2) Anm. d. dtsch. Red.: Unter Fy (z) ist nach (9) F(z, 0) zu verstehen. Die Formu- 
lierung des Textes iiber den Gang der Rechnung scheint auf einem Irrtum zu beruhen. 
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Die GréBe y (das chemische Potential')) ergibt sich aus der Bedingung, 


daB die Differenz zwischen der Nukleonen- und der Antinukleonenzahl im _ 


ganzen System konstant und gleich der urspriinglichen Anzahl der Nukleonen 
N, sein muB. 

Wir benutzen nun die abgeleiteten Formeln (2,1) bis (2,13) zur Berechnung 
einiger GroBen. 

Zunichst schaitzen wir die Zerfallstemperatur 7’, des Systems ab. Da die 
Dichte der z-Mesonen bedeutend gré8er als die Nukleonendichte ist, wird 
diese GroéBe im wesentlichen durch die Dichte der z-Mesonen bestimmt. 
Damit bei der Temperatur 7, ein Zerfall des Systems mdglich ist, muB die 
freie Weglange J der Teilchen bei 7, von der GréBenordnung der charak- 
teristischen Abmessungen LD des Systems sein. Wie wir auf Grund einer 
eingehenderen hydrodynamischen Rechnung (§ 4) zeigen werden, kann man 


fir Z niherungsweise setzen 
h EB "he 
~ po\Me} ? 


wobei H# die Energie des Primirnukleons und M seine Masse ist. Die freie ~ 


Weglange ist J ~1/no. Zur Abschaétzung nehmen wir an, daf grdBen- 
i \2 

ordnungsmaBig o = a ae gilt. Benutzen wir fir » den durch Formel (2,1) 

gegebenen Ausdruck, so erhalten wir 


1 2m 2 [Mer\ln 
1 nas aol ES eae 


(2,14) 


Die Ergebnisse einer Rechnung nach Formel (2,14) sind in Tabelle II zu- 

sammengestellt. 

Hieraus ergibt sich, daB die Zerfallstemperatur 7, zwischen den Werten 

0,7 wc? und 1,5 wc? liegt. In der Tat kann bei einem Wert 1/Z <1 kein 
Zerfall stattfinden, da die freie Weglinge zu klein 


Tabelle TI ist; bei 1/L > 1 kann das System infolge seiner zu 
kleinen Abmessungen nicht bestehen. Wir miissen 
Ty | yc? 1/ L?) darauf hinweisen, daB unsere Abschaétzung un- 
—__—_—_—_————_ genau ist, weil o und LZ nur gréBenordnungsmaBig 
0,5 9 bekannt sind, und da8 keine genaue theoretische 

0,7 3 Bestimmung der Zerfallstemperatur méglich ist. 
he 0,7 Die GréBe 7, hangt von dem Wert 1/Z nur gering- 
2 a fiigig ab (bei einer Anderung von //Z um den 


Faktor 100 andert sich 7, nur etwa um den 
Faktor 4). Da andererseits 1/Z nur schwach von 
der Anfangsenergie abhangt, ist diese auf 7, von noch geringerem EinfluB8. 
Ks ist also physikalisch sinnvoll, eine von den Eigenschaften des Systems 
(d. h. von der Anfangsenergie) praktisch unabhiangige Zerfallstemperatur 7’, 
einzufiihren. 


1) Anm. d. dtsch. Red.: genauer ist w= T'y, s. o. 
*) WL bezieht sich hier auf die Energie Z = 102 eV. 


> wet 
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Wir gehen nun zur Berechnung der Anzahl der Antinukleonen iiber. Dabei 


‘) nehmen wir an, da jeder Teilbereich des Gesamtsystems bei der gleichen 
 Temperatur 7', zerfallt, obwohl die Zeitpunkte des Zerfalls nicht fir alle 


| Bereiche iibereinstimmen mégen. Dann ist das Verhaltnis der gesamten 
(@ Nukleonenzahl im System zur Gesamtzahl der a-Mesonen gleich dem 

| Verhaltnis ihrer Dichten. Aus den Formeln (2,1) und (2,10’) erhalt man leicht 
Naam Noe Ns 
Meta oe sn Ni Ns 
HierbeisindVzund WV}, dieGesamtzahlen derz-Mesonen und der Nukleonen(Nu- 
kleonen und Antinukleonen) im System unter der Bedingung, da8 urspriing- 
lich keine Nukleonen vorhanden sind. JN, ist die urspriingliche Nukleonenzahl, 
N, und JN, sind die tatsichlichen Gesamtzahlen von z-Mesonen und Nu- 
kleonen (Nukleonen und Antinukleonen) falls urspriinglich Nukleonen vor- 
handen waren. Aus der Formel (2,15) erhalten wir 


Ny //N2\2 Ny \? 

ge Ve) + (at) 2.16) 
Analog kénnen wir das Verhiltnis der gesamten Energiedichte der Nukleonen 
und Antinukleonen ¢, zur Energiedichte ¢, der z-Mesonen bestimmen: 


s-Yo@Gl (oe 


Hierbei sind <j und ¢% die Energiedichten der Nukleonen und z-Mesonen 
fiir den Fall, da8 urspriinglich keine Nukleonen vorhanden waren (Ny = 0). 
Das Verhaltnis ¢,/e, hangt nicht vom Koordinatensystem ab, in dem der 
Proze8 betrachtet wird. 

In der Tat: Ein Teilchen mit der Masse M mége in dem Koordinatensystem, 


Gin y = (2,15) 


/ in dem das gegebene Volumenelement ruht, die Energie # haben. In einem 


anderen Koordinatensystem, das sich dem ersten gegentiber mit einer 
Geschwindigkeit v bewegt, hat das Teilchen die Energie 


ye E+ pzv 


— Vi — w/e 
wobei p, die Projektion des Impulses des Teilchens auf die Richtung der 
Geschwindigkeit ist. Da die Verteilung in dem gegebenen Koordinaten- 
system isotrop ist, erhalten wir durch Mittelung tber alle Richtungen 


EB’ = EY — 2/2. 

Die Energie eines Teilchens mit anderer Masse uw transformiert sich nach 
-dem gleichen Gesetz. Das Energieverhaltnis ist also unabhingig von der 
Geschwindigkeit v. 

Die Verhaltnisse N{/N2 und en/e> lassen sich leicht aus den Formeln (2,1), 
(2,5), (2,10) und (2,12) bestimmen, wenn man in den letzten beiden Formeln 
y = 0 setzt. Die entsprechenden Werte sind in Tabelle III angegeben. 

Ist die Zerfallstemperatur von der GroBenordnung 1,2 uc bis 1,5 uc?, so 
kann die Anregung ,,isobarer‘‘ Zustaénde des Systems und die Bildung von 
A-Teilchen eine gewisse Rolle spielen. Die Anregung ,,isobarer“ Zustaénde 
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fiihrt zu einer Zunahme der Anzahl der erzeugten z-Mesonen, die bei V, > No 
unwesentlich ist. Die Rolle der A-Teilchen wurde in den Arbeiten (7, 9) 
naherungsweise abgeschatzt. Da aber der Spin der A-Teilchen unbekannt 
ist und diese gemeinsam mit K-Teilchen erzeugt werden, was in den er- 


wihnten Arbeiten nicht beriicksichtigt wurde, ist diese Abschatzung sehr 


provisorisch. 

Wir betrachten folgendes Beispiel. Es sei 7; = 1,5 uc?, dann ist Nn/N2 

= 0,27, und die Anzahl der Antinukleonen betraigt 0,135. Angenommen, es 
sei N,/Nx = 0,15 (dies entspricht etwa drei 


Tabelle III urspriinglichen Nukleonen gegen 20 erzeugte 
See Mesonen). Dann erhalten wir aus der Formel 
T Ne en (2,16) N,/N2 = 0,3. Die Anzahl aller er- 
uct NY eo zeugten Nukleonen ist 0,15, die der Anti- 
nukleonen 0,075. In diesem Fall vermindert 
1,0 0,06 0,14 sich also die Zahl der Antinukleonen bei 
1,2 0,126 0,30 Beriicksichtigung der urspriinglichen Nu- 
1,5 0,27 0,57 kleonen um den Faktor 2. 
2,0 0,56 1,0 Die Formel (2,17) gibt das Verhaltnis der von 


den Nukleonen zu der von den z-Mesonen 
fortgetragenen Energie. Es sei 7, = 1,2 c?. Dann ist ep/ex gleich 0,3 
und N3/N? = 0,13. Bei N,/Nx = 0,15. ist e,/e, = 0,42. Ist dagegen 
N,/Nx 1, so ist en/e, ~ 2,3, d. h. die Nukleonen fiihten etwa 70% 
der Gesamtenergie fort. Man mu8 jedoch hervorheben, daB bei NV, ~ Nz 
die Anzahl der erzeugten Teilchen gering und die entwickelte Theorie eine 
grobe Naherung ist. 

Die Anzahl der Antinukleonen wird im allgemeinen durch eine héhere 
Temperatur als die Zerfallstemperatur bestimmt werden; in diesem Sinne 
gibt die Formel (2,16) eine untere Schranke an. Andererseits enthalten die 
Formeln (2,16) und (2,17) zwei Parameter, die Zerfallstemperatur des 
Systems 7’, und die GréBe N,/N,. Man kann jedoch eine GréBe bilden, die 
von N,/N, unabhangig ist und nur durch die Zerfallstemperatur des Systems 
T;, bestimmt wird, auch wenn die Nukleonenzahl bei hoéherer Temperatur 
festgelegt wird. Wie man leicht einsieht, hingt das Verhaltnis der Energie, 
die auf ein Nukleon kommt, zu der Energie, die auf ein z-Meson kommt, nur 
von der Zerfallstemperatur T, ab, und eine experimentelle Ermittlung 
dieses Verhaltnisses ware offenbar die beste Methode zur Bestimmung der 
Zerfallstemperatur. Bemerkenswerterweise haingt dieses Verhiltnis nicht 
vom Bezugssystem ab. Die Werte fiir dieses Verhaltnis sind in Tabelle IV 
zusammengestellt. 

Sehr wesentlich ist die Ermittlung des Zusammenhanges zwischen Entropie 
und Teilchenzahl (16). Wir erinnern daran, daB die Ausdehnung des Systems 
(die zweite Ktappe) als Bewegung einer idealen Flissigkeit betrachtet wird 
und daher als adiabatisch aufgefaBt werden kann. Diese Adiabasie kénnte 
durch StoBwellen beeintrichtigt werden, aber solche entstehen bei der Aus- 
dehnung nicht. Die Entropie des Systems und seiner Teilbereiche andert 
sich also nur in der ersten Etappe des StoBes und bleibt im Laufe des 
gesamten hydrodynamischen Stadiums der Ausdehnung bis zum Zerfall 
in einzelne Teilchen ungedndert. 
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i Aus den Gleichungen (2,1), (2,8), (2,10’), (2,13) erhalten wir folgenden Aus- 
(f driicke fiir die Entropie des Systems: 


Go (2n) G (2n) 
SD ee & INS ++ NV aay 
: [F  eeiatias q ene) re 
; Ist Ny = 0, so ist auch y = 0, und die Formel (2,18) fihrt auf 
N* == 05) (2,19) 


, Hierbei ist V* = N,+ N,, d.h. N* ist die Gesamtzahl der erzeugten Teil- 
| chen (Nukleonen und z-Mesonen), wahrend der Koeffizient a folgenden 


| Wert?) hat: : 
. ) wees 8 Fy (zn) + 3F (zz) (2,20) 
{ 8Go(2n) + 3G (zz) ‘ 
~ Die Funktion a ist in Tabelle V dargestellt. 
Tabelle LV Tabelle V 
bs en Nan Ly 
ly swage atta es a 
bc? Ex Ny ion 
Tiss uc? 6,8 0,17 0,113 
ce 3,76 0,5 0,198 
0,7 3,28 0,67 0,215 
0,8 2°99 0,83 0,222 
1 2,65 1 0,223 
1,5 2.16 1,43 0,216 
2 1,83 2 0,213 
T).> we 0,25 


Wie aus dieser Tabelle hervorgeht, haingt die Funktion @ nur schwach von 
der Zerfallstemperatur 7’, ab. Man sieht leicht ein, daB fit 7),-Werte zwischen 
0,7 und 1,5 wc? der Koeffizient @ sich praktisch nicht andert. 

Wir gehen nun zu dem Fall iiber, daB die urspriingliche Nukleonenzahl von 
Null verschieden ist. Die Gleichung fiir die Erhaltung der Kernladung 
lautet dann (2,10) 


» (TN 
Non — Nan = 35 (=) Fo(2a) [e"—e-"} Ve= My. (2,21) 


Hierbei ist V, das Gesamtvolumen des Systems. Andererseits ist die Gesamt- 
zahl der Nukleonen 
Ti, 


3 
Ware Non Van oa (2) Fo(%n) [e¥ + e-4] V,. (2,22) 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Man verifiziert (2,19) bzw. (2,20) durch Einsetzen von Vy 
und NV, aus (2,22) und (2,1) unter Verwendung von (2,18) mit y = 0, gn = 4 und 
Jn = 3. (2,19) folgt nicht aus (2,18), es ist vielmehr eine Definitionsgleichung fir a, 
mittels der sich (2,20) ergibt. Es zeigt sich im folgenden, daB der Ansatz (2,19) sehr 
zweckmafig ist, da a sich nur wenig mit 7’; andert. 
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Wir kehren nun zur Gleichung (2,18) zuriick. An Stelle von S benutzen wir | 


das Verhiltnis der bei Ny = 0 erzeugten Teilchenzahl N* zur urspringlichen 
Nukleonenzahl Ny. Zu diesem Zweck multiplizieren wir die rechte und die 
linke Seite der Gleichung (2,18) mit a und dividieren durch N, (siehe (2,21) und 
(2,15)). 
Wir erhalten 
“A neee S Go (Zn) In (Zn) | » 293 
No a ee SOR HD 29n Fo (2n) Sin y ry Oe 
Mit Hilfe der Gleichungen (2,1), (2,10) und (2,22) ergibt sich (N = N+ Np) 
N InF (Zn) 1 
~ Cotg y. 2,24 
No 29aFolea) Gy 7 4 ee, 


Aus diesen Gleichungen kann man das Verhaltnis N/N, als Funktion von 


N*/N, bestimmen (die GréBe y ist ein Parameter). Die Rechnungen zeigen, | 


daB in einem groBen Temperaturintervall (von 7; = 0,5 bis T;, = 2 uc?) 
und bis zu Werten N*/N, ~ 2 das Verhaltnis N/N, stets kleiner als N*/No 
bleibt. Hierbei ist der Unterschied zwischen N/N, und N*/N, um so gréBer, 


je kleiner die Temperatur 7; ist. Schon bei V*/N, = 3 und T, = 0,5 ue? 
ist aber NV/N, = 2,54, d.h. N/N* = 0,85. Fiir N*/N, <2 wachst die An- 


zahl der neugebildeten Teilchen rasch an, und N/N, geht gegen Eins. Die 
Beziehung Wee ke (2,25) 


gilt also auch beim Vorhandensein von Primarnukleonen bis zu Werten 
N*/N, von der GroéBenordnung 2, wobei unter NV die Summe der bei den 
StoéBen erzeugten Teilchen und der Primarnukleonen zu verstehen ist. 


§ 3. Die Gesamtzahl der Teilchen 


Zur hydrodynamischen Behandlung des Systems in den ersten beiden 
Etappen des StoBes mu man die Zustandsgleichung der gegebenen Sub- 
stanz kennen. 

Als Zustandsgleichung fiir die stark komprimierte Substanz bei Tempera- 
turen 7 > uc? benutzen wir (siehe (6)) 


Deen (3,1) 


wobei p der Druck und ¢ die Energiedichte ist. Fiir die Drucke und Dichten 
makroskopischer Korper gilt bekanntlich die Ungleichung p < ¢/3, wobei 
das Gleichheitszeichen erst im relativistischen Grenzfall gilt. Diese Un- 
gleichung wurde jedoch unter der Voraussetzung einer elektromagnetischen 
Wechselwirkung zwischen den Teilchen abgeleitet, und es ist noch nicht 
erwiesen, ob sie auch im Fall einer beliebigen Wechselwirkung gilt. Trotz- 
dem scheint uns eine Zustandsgleichung von der Form (3,1) sehr wahr- 
scheinlich. Da die Anzahl der Teilchen im System nicht vorgegeben ist, 
sondern sich aus dem statistischen Gleichgewicht ergibt, ist das chemische 
Potential gleich Null. Hieraus folgt 


STs hip 0s 


’ 
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wobei s die Entropie der Volumeneinheit ist. Unter Benutzung der Zustands- 
gleichung erhalten wir 


4 
Ts=e+p=—eE 


3 
Da bei gegebenem Volumen de = 7'ds ist, ergibt sich 
Ger Blk hk emer glt, (3,2) 


Die Beziehungen (3,2) stimmen mit denen fiir die .,schwarze Strahlung“ 
tberein, wie zu erwarten war. 

Wie wir bereits erwahnten, bleibt die Entropie wahrend des hydrodynami- 
schen Stadiums der Ausdehnung konstant und andert sich nur in der ersten 
Etappe, im Augenblick des StoBes selbst. Andererseits hangt. die Teilchen- 
zahl im Stern mit der Entropie tiber die Beziehung (2,25) zusammen. Daraus 
folgt, daB man zur Bestimmung der Gesamtzahl der Teilchen die Entropie- 
anderung im ersten Stadium des StoBes zu berechnen hat. Diese Entropie- 
anderung bestimmt man am einfachsten im Fall eines StoBes zweier gleicher 
Teilchen, etwa zweier Nukleonen. H’ sei die Energie der Nukleonen im 
Schwerpunktsystem. In diesem Schwerpunktsystem befindet sich aus 
Symmetriegriinden die Materie unmittelbar nach dem StoB in Ruhe. Die 
Gesamtentropie des Systems ist proportional ¢«”/: V,, wobei ¢ die Energie- 
dichte und V, das Volumen ist, in dem sich die Energie konzentriert. Es ist 
also ¢« = H’/V,; die Entropie und damit auch die Teilchenzahl ist pro- 
portional #”/: V,. Da das Volumen V, sich infolge der LORENTZ-Kontraktion 
umgekehrt proportional zu H#’ transformiert und andererseits die Energie # 
im Laborsystem proportional H#” ist, erhalten wir schlieBlich 


N w~ B's, (3,3) 


wobei H die Energie im Laborsystem ist. Aus Dimensionsgriinden kann 
man (3,3) schreiben Nw 

Nx bss) (3,3") 
wobei k eine Konstante von der GréBenordnung Eins ist. Aus dem Experi- 
ment ergibt sich k ~ 2. Die Beziehung (3,3) ist identisch mit der von FERMI; 
das kann auch gar nicht anders sein, da wir bei der Ableitung von der 
Zustandsgleichung fiir die schwarze Strahlung ausgegangen sind, die auch 
FERMI benutzt, ferner von der Beziehung N ~ S, die fiir jede ,,Zerfalls- 
temperatur‘‘ des Systems gilt. Nach FERMI wird die Zerfallstemperatur 
in dem Zeitpunkt unmittelbar nach dem Sto festgelegt. Diese Voraus- 
setzung enthalt, wie man zeigen kann (4), einen inneren Widerspruch, 
was aber die Richtigkeit der Beziehung (3,3) nicht beeintrachtigt. 
Bisher betrachteten wir zentrale St6Be, bei denen die Teilchen sich bis auf 
Abstinde nahern, die mit ihren Wirkungsradien vergleichbar sind. Nun 
gehen wir zu peripheren St6fen tiber, bei denen der StoBparameter grok 
gegen den Wirkungsradius der Krafte beider Teilchen ist. Auf den ersten 
Blick kénnte es scheinen, als ob die mittlere Anzahl der erzeugten Teilchen 
mit wachsendem StoBparameter schnell abnehmen miiBte. Das kann man 
darauf zuriickfiihren, daf die Energie des Mesonfeldes der stoBenden 
Nukleonen, die in ihrer Umgebung konzentriert ist, in einem System, 
39° 
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in dem das Nukleon ruht, mit wachsendem Abstand von den Zentren der 
Teilchen schnell abnimmt. Dieser Standpunkt wird in den Arbeiten von 
HEISENBERG (10) und BHABHA (11) iiber die Mehrfacherzeugung von Teil- 
chen bei hohen Energien vertreten. Er steht aber im Widerspruch zur 
Unbestimmtheitsrelation und ist infolgedessen fehlerhaft (6). Ausfithrlicher 
wird dieses Problem in einer Arbeit von FEINBERG und TSCHERNAWSKI (12) 
behandelt. Wiirde die Energie eines Bereiches des Systems in der erwahnten 
Weise abnehmen, so wiirde sie sehr bald klein gegen die energetische Un- 
bestimmtheit AH ~ hc/l, wobei 1 die Dicke des LORENTZ-kontrahierten 
Bereichs ist!). Daraus folgt, daB nicht die wahre Gesamtenergie des Systems, 
sondern nur ihr mathematischer Erwartungswert klein ist. Mit anderen 
Worten: es nehmen nicht die Gesamtenergie des Systems und die Gesamt- 
zahl der Teilchen ab, sondern nur die Wahrscheinlichkeit, da ein der- 
artiger StoB iiberhaupt eintritt. Zur eingehenden Analyse der nichtzentralen 
StdBe ist eine quantenmechanische Behandlung erforderlich, da die klas- 
sische infolge der Verletzung der Unbestimmtheitsrelation unzulassig ist. 
Eine konsequente quantenmechanische Behandlung des Problems der 
nichtzentralen StdBe ist auBerst schwierig. Eine solche Behandlung setzt 
eine Mesontheorie der Kernkrafte voraus, die noch gar nicht entwickelt ist. 
Es ist nicht ausgeschlossen, da8 bei einem nichtzentralen Sto8 (der selbst 
schon wenig wahrscheinlich ist) nur ein gewisser Teil der Energie des Primar- 
nukleons abgegeben wird. Heutzutage ist die Theorie jedoch noch nicht 
imstande, diese Frage zu beantworten. Unseres Erachtens ist es beim 
heutigen Stande der Dinge kaum sinnvoll, zentrale und periphere StdBe 
zweier Nukleonen zu unterscheiden. Die Wirkungsquerschnitte fiir StoBe 
mit Erzeugung eines Mehrstrahlsterns werden gré8enordnungsmaBig durch 
den ,,Nukleonenradius*‘ h/uc gegeben. 

Infolge seiner fehlerhaften Beriicksichtigung der peripheren St6Be kommt 
HEISENBERG (J0) zu dem falschen SchluB, da8B der StoBquerschnitt logarith- 
misch mit der Energie anwachst. Wir gehen hierauf etwas naher ein vgl. (12). 
HEISENBERG behandelt den StoB sehr schneller Nukleonen im System 
ihres gemeinsamen Schwerpunktes. Die Mesonfelder der Nukleonen nehmen 
mit dem senkrechten Abstand y nach einem e~ ¥/%-Gesetz ab, wobei 7) = h/uc 
ist. Um den Anteil y der urspriinglichen Energie H des Nukleons, der auf 
die zu bildenden Teilchen tibergeht, abzuschaétzen, wird der Bereich be- 
trachtet, in dem sich die Mesonwolken der beiden Teilchen beim StoB- 
parameter b tiberdecken. Es, ergibt sich y ~ e—°/» und die Anzahl der ent- 
stehenden Teilchen betrigt gré8enordnungsmaBig 

Nidlectlss ata 

~ ue” ce odes 
Der Querschnitt fiir die Erzeugung einer gewissen Anzahl N von Mesonen 
betragt 2b5 bei dem by, das N entspricht. Z. B. erhalten wir bei N = 2: 


a ) ir (3,5) 


Le 


(3,4) 


Oy > 22 ar (in 


2 
1) Wegen 1 = as ist a = 
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Daraus folgt, daB hauptsaichlich Schauer mit geringer Teilchenzahl ent- 
stehen miBten und da der Querschnitt logarithmisch mit der Energie 
anwachsen miiBte. Wie oben erwihnt, ist jedoch HEISENBERGS Behand- 
lung der peripheren St68e unzutreffend und die Formel (3,5) falsch. 

In der Tat fithrt bei y# < A E ihre Herleitung zu einem Widerspruch gegen die 
Unbestimmtheitsrelation. Dieser Fall entspricht einem Sto8parameter b ~ 7. 


In der Arbeit von BHABHA (11) wird der Versuch gemacht, auf Grund einer 
Untersuchung der Mehrstrahlsterne gewisse Riickschliisse auf die Struktur 
des Nukleons zu ziehen. Hierbei betrachtet der Autor, klassisch gesehen, 
,,weite’’ StoBe und verwickelt sich infolgedessen ebenfalls in Widerspriiche 
mit der Unbestimmtheitsrelation. Eine quantenmechanische Behandlung ist 
aber, wie bereits erwaihnt, heute noch nicht méglich. Irgendwelche Riick- 
schliisse auf die Struktur des Nukleons kénnen deshalb aus einer Analyse 
der Mehrstrahlsterne nicht gezogen werden. 

StoBe von Nukleonen mit Kernen sowie von Kernen mit Kernen werden 
in § 4 behandelt. 


§ 4. Energie- und Winkelverteilung der Teilchen 


In diesem Paragraphen behandeln wir das Ausdehnungsstadium beim StoB8 
zweier Nukleonen. Zur Untersuchung der Ausdehnung des Systems be- 
nutzen wir die Gleichungen der relativistischen Hydrodynamik: 


OT x 
=0 . 4,1 
Oa, c ( ) 
: Tip = OUGUyE + PGix- (4,2) 
Dabei ist mw = ¢ + p die Enthalpie der Volumeneinheit, u,; ist die Vierer- 
geschwindigkeit; ferner ist 9; =9 5 = 933 =1, gas = —1; weiter unten wird 


C=, ay = Bs Hy, Vy, ot Besetzt. 
Kine Projektion der Gleichung (4,1) auf die Richtung der Geschwindig- 
keit uw; fiihrt auf folgende Beziehung: 


CEM a, (4,3) 
0 Xe : 
Hierbei ist s die Entropiedichte. Die Gleichung (4,3) driickt den adiabatischen 
Charakter der Bewegung aus. Bei der Herleitung dieser Gleichung wurden 
die thermodynamischen Beziehungen de = T'ds und w = 7's benutzt. (Da 
die Teilchenzahl im System nicht vorgegeben ist, verschwindet das chemische 
Potential ww.) 
Nun ,,projizieren‘‘ wir die Gleichung (4,1) auf eine zu u; senkrechte Rich- 
tung. Diese Projektion lautet offenbar 
aT aT x 
Oxy, 35 UzUE Ax ’ 


denn sie liefert bei skalarer Multiplikation mit wu; Null. Eine einfache Rech- 
nung (13) fiihrt auf folgende Gleichung: 


Ou; Op Op 
De eet te ae i a2; == (0); (4,4) 
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Beriicksichtigen wir, daB in unserem Fall w = 7's und dp = sdT ist (wegen 
dw =—dp-+ Tds), so erhalten wir aus (4,4) 


Im Schwerpunktssystem hat unser System im Augenblick des StoBes die 
Form einer flachen Scheibe (die transversalen Abmessungen a sind E’/2 M mal 
so groB wie seine Dicke A). Dieser Charakter der Bewegung bleibt auch 
wihrend eines betrachtlichen Teiles des Ausdehnungsstadiums erhalten. 
Die Bewegung der Materie kann hierbei als eindimensional aufgefaBt werden. 
Die Lésung fiir das eindimensionale und auch fiir das anschlieBende drei- 
dimensionale Stadium der Ausdehnung wurde zuerst von LANDAU ab- 
geleitet (6). Spater erhielt CHALATNIKOW (14) eine genauere Lésung fir das 
eindimensionale Stadium; er ging dabei aus von einer Untersuchung des 
allgemeinen eindimensionalen Problems in der relativistischen Hydro- 
dynamik. In diesem Paragraphen wollen wir bei der Behandlung des ein- 
dimensionalen Problems zunachst (/4) und dann (6) folgen. 

Im eindimensionalen Fall kommen nur die Koordinaten 2, und 2, in Frage. ~ 
Wie man leicht einsieht, kann man die Gleichung (4,5) dann folgendermaBen 
schreiben (siehe (14)): 


OT uy, OTs, 
Oe por mo ey (4,6) 
Es muB8 also eine Funktion m geben, so daB 
0 
Pig meet s Piet (4,7) 


Ox, 
ist. Die Funktion @ ist das Potential der eindimensionalen Bewegung in der 
relativistischen Hydrodynamik. Fiir das Potential gilt folgende Differential- 
Benne: dp =Tu,de, + Tu,d2,. (4,8) 
Im folgenden werden wir an Stelle von x, die GréBe ¢ (x, = it), an Stelle 


von u, die GréBe uw = 1/V1 —v? (uw, —=iuy) und an Stelle von x, die 
GroBe x benutzen. Gleichung (4,8) nimmt dann folgende Form an: 


dy = —Tudt+ Tudz. (4,8’) 


Wir fiihren ein Variable a ein, die mit den Geschwindigkeiten uw, und w, 
folgendermafen zusammenhingt : 


u, = Gina, uw —Cofa. (4,9) 


Nun fithren wir eine Legendre-Transformation hinsichtlich der Variablen w 
und @ durch. Fir das Potential y erhalten wir 


dy=d(yo+ Tut—Tu,2) = 
= (tof a — x Sina) dT + (t Sina — x€oj a) Tda. (4,10) 
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Aus (4,10) ergibt sich 


Ce] 
- Becorens ok 1 Sin a — x€of a), (4,11) 
| dx 1 dy dy ~. 1 
= pp Sf a — P da Sin a ; w= af Cine — ee Coja. (4,12) 


? Nun wenden wir uns wieder der Gleichung (4,3) zu, die im Fall einer ein- 


\} dimensionalen Bewegung folgendermafSen geschrieben werden kann: 


Os , 08% 
Ot Ox 

] In dieser Gleichung gehen wir von den Variablen ¢ und x zu den Variablen 7 

i) und a tber: 


0 (t,, 2) ee Cofa,2) d(s Gina, | ‘hi 0(sGina,x)  A(s Gina, t) 


a = 0. 


OT Os) ORs) O(a Ol Tha) 


Da in unserem Fall s vollstandig durch die Temperatur 7' festgelegt wird, 
erhalten wir 
1 a8 «(0 
on” Me PNY =f los Ps . - 5 
s dt fa (a Coj a Sin a) — (x Gina —t Gof a| + 


is ap (Soja — x Sina) = 0. (4,13) 


Unter Benutzung der Beziehungen (4,11) und (4,12) kénnen wir die Glei- 
chung (4,13) auf folgende Form bringen: 


1 ds (dx 1 Oy Baye 
ere ine T et etl rae 
ee 1 dp de dp 


Ks ist aber 7 ds = a RE aan hs = RD 


wobei c, die Schallgeschwindigkeit im Medium ist, 

Wir fiihren nun statt der Variablen 7’ die GroRe y = In T ein und erhalten 
0? gi ae Ox 
fats ¢ Ay? Oy 

Da die Zustandsgleichung des Mediums p = e¢/3 lautet, ist cj = 1/3. Setzen 

wir diesen Wert in die Gleichung (4,15) ein, so erhalten wir 

OF, ION PESO ATs 
Oe ..dY* Oy 

Die Lésung des eindimensionalen Problems der relativistischenH ydrodynamik 

ist damit auf die Lésung einer linearen Differentialgleichung mit konstanten 


ae (ee 1) S20. (4,15) 


). (4,15) 


1) Infolge eines Druckfeblers in der Arbeit von CHALATNIKOW (/4) sind die Koeffizienten 
in den Gleichungen (4,15) und (4,15’) verschieden von den entsprechenden Koeffizienten 
in der Arbeit (14). 
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Koeffizienten zuriickgefiihrt. Der Ubergang vom Potential y zu den Variablen 
x und ¢ erfolgt nach den Formeln (4,12). 
Wir wenden uns nun wieder dem uns interessierenden Problem der Aus- 
dehnung einer ebenen Scheibe von der Dicke 4 zu. Im Schwerpunktssystem 
dehnt sich die Scheibe in beiden Richtungen symmetrisch aus; wir betrach- 
ten nur die Ausdehnung nach einer Seite. Den Punkt x = 0 wahlen wir so, 
daB® die Ausdehnung symmetrisch zur Ebene x, = —/ mit |] = A/2 erfolgt. 
In erster Linie sind nun die Randbedingungen fiir unser Problem zu klaren. 
Offenbar mu8 in der Ebene x, = —/ (die aus Symmetriegriinden als feste 
Wand betrachtet werden kann), das Medium ruhen, d. h. a = 0 sein. Unter 
Benutzung der Gleichung (4,12) kénnen wir diese Bedingung folgender- 
maBen schreiben: dy 
(2) saa fe (4,16) 
da a=0 
An der Grenze gegen das Vakuum muB sich die gesuchte Losung an eine 
einfache (RIEMANNsche) Welle anschlieBen, fiir die als Lésung gilt 


v—oC 
l= & 


2: 
1 — ve 


wobei v die Geschwindigkeit der (iiblichen) Bewegung ist. Man kann zeigen 
(siehe (73)), daB in der einfachen Welle die Groen @ und y durch die Be- 
ziehung 
eee She, (4,18) 


verkniipft werden. Um die Anschlu8bedingung zwischen der einfachen 
Welle und der allgemeinen Losung zufinden, miissen wir die Ausdriicke (4,12) 
fir x und ¢ in die Gleichung (4,17) einsetzen. Tun wir dies und benutzen 
wir auBerdem die Bedingung (4,18), so erhalten wir y = 0. 

Die zweite Randbedingung lautet also 


y=0 fir a=—~. (4,19) 
1) 


An Stelle des Potentials y fiihren wir ein Potential y, gema8 der Beziehung 


y= ye, (4,20) 
ein, ferner als Variable a und z (an Stelle von y): 
pe Page (4,21) 
9 


In diesen neuen Variablen nehmen die Gleichung (4,15) und die Rand- 
bedingungen (4,19) und (4,16) folgende Form an: 


@z a2 
¢ aa eae) = 0, (4,22) 


ae Veet t 2a, (4,23) 


z 


2 
0% Oe HET V3 


0a ise == fur? e0* (4,24) 


(4,17) = 
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Ferner fiihren wir eine Laplace-Transformation hinsichtlich der Variablen z 
durch: 


y =| m(2) eo? dz. (4,25) 
0 


Die Gleichung (4,22) geht dann tiber in 


dy ey 
6 = Ue 
18 3 daz 4 ew) 
die Randbedingungen nehmen folgende Form an: 
0 l 
gy. sa a ae bei a=—O. (4,27) 
da 2 
Toe 


Die Lésung setzen wir in der Form 


yp = a (gq) er re 


an. Fir p (q) erhalten wir aus der Gleichung (4,26) eine quadratische Glei- 
chung. Wir verwenden diejenige Losung, die einem Abklingen von wy bei 
a —> oo entspricht. Die Funktion a (q) ergibt sich aus der Gleichung (4,27). 
Wir erhalten schlieBlich 


(4,28) 


Mit Hilfe der Umkehrformel der Laplace-Transformation erhalten wir fir 


die Funktion 
: ae Vr-+ V3 
SACRED oe 
€ : dq 
l Reg < 0. (4,29) 


1 
me 2a ye —+( +a) 


Der Integrationsweg in (4,29) wird so gelegt, daB die Pole des Integranden 
links liegen bleiben. 
Das Potential y, das den Randbedingungen geniigt, lautet also schlieBlich 


y=1 sev | ev I, (Zz as a dy’. (4,30) 
a/V3" 


Hierbei ist J, eine Beselfunktion imaginaéren Arguments’). 


1) Vgl. Anhang I. 
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Mit Hilfe der Beziehungen (4,12), die man zweckmaSigerweise folgender- 
mafen schreibt: : 


(4,12’) 


kann man nun die Abhangigkeit der GréBen y (d.h. 7’) und a (d.h. v) 
von x und ¢ finden und damit das Problem vollstandig lésen. 

Wir behandeln nun ein spateres Stadium des eindimensionalen Zerfalls, in 
dem y und a groB sind und y > a ist. Diese Bedingungen bedeuten eine 
verhaltnismaBig niedrige Temperatur (y ist negativ) und ultrarelativistische 
Teilchengeschwindigkeiten. Fiir dieses Stadium benutzen wir einen asym- 
ptotischen Ausdruck fiir J): 


Ih (2 id 4 we Vee 


Das Potential y betragt dann ungefahr 


—nVr-F 
4 ~A-e ‘ 


Beschranken wir uns auf eine logarithmische Genauigkeit, so erhalten wir 
unter Benutzung von (4,12) leicht 


2 


t+ @ cays Pr—2 
we 3 


A , 
B - aay ¢ eyes 1) (4,31) 
Hieraus ergibt sich 
= gas In eee 
2. tae 
pith z in pm S* Yn F® m4), (4,32) 
Nun fiihren wir folgende Bezeichnungen ein 
es ae ah ee ee 
A S beer Pits 


Da y =InT und die Energiedichte ¢ proportional 74 ist, kann man die 
zweite Gleichung (4,32) auch folgendermafen schreiben: 


—A(nte-Vm) 
o == -e5e (4,33) 


: ; t—a 
1) Man sieht leicht, dafi ——— =~ e—2¢<1, 
tt+oa 


; 
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Bei a > 1 ist ferner 

Wy ~uy~ il jVi—w 
[vgl. (4,9)]. Die GréBe 1/71 — v? bezeichnen wir mit uw. Aus Gleichung (4,9) 
pretbt, sich a = ArGin wu ~1n2u; 
- die erste der Gleichungen (4,32) liefert dann 
feat 


UW. : 
t— 2 


(4,34) 


Die Gleichungen (4,33) und (4,34) sind identisch mit den friiher von LANDAU 
auf anderem Wege abgeleiteten Gleichungen [Beziehungen (16) und (24) 
der Arbeit (6)]. 

Fir das eindimensionale Ausdehnungsstadium ist auch eine exaktere Lésung 
als (4,33) bis (4,34) méglich (diese Gleichungen gelten ja nur mit logarith- 
mischer Genauigkeit); zu ihrer Herleitung geht man von Formel (4,30) aus. 
Da jedoch das anschlieBende dreidimensionale Stadium nur in sehr grober 
Naherung behandelt werden kann, ist zur Zeit noch kein AnlaB fiir eine 
weitere Prazisierung vorhanden. 

Wir betrachten nun die Energie- und Entropieverteilung lings der Dicke 
der Scheibe. Wie man leicht einsieht, ist die Energiedichte von der GréBen- 
ordnung ew?1), Fiir die Energie dH, die auf die Schichtdicke dé kommt, 
wobei 6 = t — z ist, erhalten wir 


dE ~ ca? u?do, 
wobei a der Radius der Scheibe ist. 
Unter Benutzung der Formeln (4,33) und (4,34) erhalten wir 


i! = 
——(Vz —2Vn )* 
ieee "dn. (4,35) 


Aus der Formel (4,35) geht hervor, daB die Energieverteilung ein Maximum 


bei 7 = 1/4 hat. Die Energie ist also im wesentlichen im Gebiet 6 ~ Via 
konzentriert. Bei t > A ist 6< ¢. Hin groBer Teil der Energie ist also in der 
diinnen Schicht 6< t konzentriert, die nahe an der Grenze des Bereiches 
liegt. Nun bestimmen wir die Entropieverteilung. Die Entropiedichte be- 
trigt su?). Wegen s ~ ¢’/* erhalten wir fiir die Entropie in der Schicht- 


dicke do dS ~ sua? do, 
oder unter Benutzung von (4,33) und (4,34) 


—+ [Ve —2vn F 
dS ~e dn. (4,36) 


Diese Verteilung hat ein Maximum bein = t. Das bedeutet, daB die Entropie 
im Gebiet L ~t konzentriert ist. Daraus folgt [vgl. (4,34)], daB im Gebiet 


1) Die Energiedichte wird nimlich durch die Komponente 7',, ~ eu? des Energie-Impuls- 


Tensors gegeben. 
2) Die Entropiedichte wird durch die Komponente s° des Vierervektors der Entropie- 


stromdichte gegeben: 8° ~ we'ls. 
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des Maximums der Teilchenzahl w? ~ 1 ist, und daher ist die Bedingung 
a > 1 nur naherungsweise erfillt. In diesem Gebiet bewegt sich die Materie 
mit Geschwindigkeiten von der GréBenordnung der Lichtgeschwindigkeit, 
aber nicht mit ultrarelativistischen. 

Nun gehen wir zum réumlichen Stadium des Zerfalls iitber. Die gewonnene 
Lésung bleibt giiltig, solange man die Bewegung als eindimensional auf- 
fassen kann. Hierzu ist notwendig, daB der Zerfallswinkel ?, d. h. der Winkel, 
den die Bahn des gegebenen Volumenelements mit der a-Achse bildet, 
klein ist. Genauer ist notwendig, daB der Abstand, den das gegebene Element 
in transversaler Richtung durchlauft, klein gegen die Systemabmessungen a 
ist. Diese Bedingung kann man folgendermafen schreiben: 


Co SW (4,37) 
Zur Abschitzung des Winkels # verwenden wir die bisher noch nicht be- 
nutzten Transversalkomponenten der Gleichung (4,1). Es ist 
OT OT 29 
Oi, ae On) 


oder groBenordnungsmafig 
Paglt ~ Too/y- 


Es ist aber Ty, ~ ew? und T,, ~ «, also uw20 ~ t/a. Da wegen (4,34) wu? ~t/d 
ist, erhalten wir schlieBlich 


eae (4,38) 


Je weiter also ein Teilchen von der Front entfernt ist und je geringer infolge- 
dessen seine Energie ist, desto starker wird es abgelenkt. Die Formeln (4,37) 
und (4,48) liefern a 
tem. 
Die Ungleichung (4,39) gibt die Anwendbarkeitsbedingung fir die ein- 
dimensionale Lésung. Die Grenze fiir deren Anwendbarkeit liegt um so 
weiter, je niher das Teilchen sich an der Front befindet. Vom Zeitpunkt 
t, = a?/d an wird die seitliche Ablenkung wesentlich. Der entstehende Be- 
wegungszustand kann nur angenéhert behandelt werden. Qualitativ kann 
man ihn als konisches Auseinanderfliegen der Teilchen betrachten. Wir 
wenden uns wieder der Ableitung d6/dt zu; es ist 
dé dx 1 
dtl pulghlagg gids, Wome 5s 

Im zweiten (dreidimensionalen) Stadium der Ausdehnung ist w bedeutend 
groBer als im ersten. Infolgedessen bleibt die GréRe 6 fiir jedes Materie- 
element praktisch konstant. Dariiber hinaus kann man zeigen, da& man 
alle Ableitungen der hydrodynamischen Gré8en sowohl in Richtung von 6 
als auch in transversaler Richtung vernachlassigen kann. Die seitlichen 
Krafte sind also klein, und fiir das Auseinanderfliegen ist nur die Tragheit 
verantwortlich (radiales Auseinanderfliegen). Fassen wir die qualitative 
Beschreibung des Zerfalls noch einmal zusammen: Die Winkelablenkung 


(4,39) 
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der Bahnen jedes Teilchens, die in der ersten, im wesentlichen eindimen- 


#) sionalen Phase des Zerfalls erreicht worden ist, bleibt in der anschlieBenden 
«8 rdumlichen Phase ungeandert. 


Hieraus folgt, daB sowohl der Energie- als auch der Entropiestrom, die 
innerhalb jedes Kegels mit gegebenem Offnungswinkel % transportiert wer- 


i@ den, konstant sein miissen. Wegen 6 — t — x < t ist der Querschnitt dieses 


Kegels proportional #2, und die Konstanz des Energie- und des Entropie- 


4) stroms bedeutet 


eu2t? = const; suf? ~ &/+ ut? = const. (4,40) 
f ; ~ 3 1 
{ Daraus erhalten wir W est —& FS ae ; (4,41) 


( Diese Beziehungen geben die zeitliche Anderung der GréBen uw und ¢ bei 
) konischer Ausdehnung. Im ersten Stadium ist, wie aus (4,34) hervorgeht, 
} u~tl:, im zweiten Stadium wu ~ ¢, und die Geschwindigkeit ist in diesem 
' Fall weniger von der Lichtgeschwindigkeit verschieden als im ersten Sta- 
| dium. Das Ubergangsgebiet vom ersten zum zweiten Stadium ist sehr 
_kompliziert und soll nicht ausfithrlich behandelt werden. Statt dessen 
stellen wir uns das Problem, die gewonnene Loésung fiir das zweite Stadium 
_ an die eindimensionale Lésung in dem Punkt anzuschlieBen, wo diese. 
unbrauchbar wird, d.h. im Punkt t, = a?/6. 
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: 


ct —= Ca 2 = eZ, (4,42) 
a a 
Erinnern wir uns, dai Mins eiaes yx 
TS Ge ae a 
5 : L E 
gilt, so erhalten wir L= oe In 57 


wobei EH’ die Energie im Schwerpunktssystem und # die im Laborsystem 
ist. Dann wird 
ak Cais F 7 Ly pepe 2 He Ae (4,43) 
i Cvie srs eae WRI OA 1a SA 


Setzen wir diese Ausdriicke in Formel (4,36) ein, so ergibt sich 
dS = VE? qj, 


Im raumlichen Stadium ist, wie wir gefunden haben, 6 = const, und damit 
ist auch A = const fiir jedes Materieelement. Infolgedessen wird die Entropie 
jedes Materieelements bis zum Zerfall des Systems in einzelne Teilchen 
durch diese Formel beschrieben. Wie wir wissen, ist aber die Teilchenzahl 
proportional der Entropie. Folglich erhalten wir fiir die Verteilung der 
Teilchen 


aN =~ eVL-* dj, (4,44) 
/ one Serer (4,45) 
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Der Zerfallswinkel @ bleibt ebenso wie 6 fiir jedes Element konstant. Die 
Formeln (4,44), (4,45) geben die Winkelverteilung der Teilchen im Schwer- 
punktssystem in Parameterdarstellung. Die meisten Teilchen entstehen™ 
bei 6 ~t, da in diesem Gebiet die Entropie ein Maximum hat. Fir diese 
Teilchen ist das eindimensionale Stadium bei t, ~a abgeschlossen. Der 
Zerfallswinkel dieser Teilchen ist also von der GréBenordnung Eins. Bei 
kleinen Winkeln entstehen weniger Teilchen, aber solche mit héherer 
Energie. Aus den Formeln (4,44) und (4,45) geht hervor, da8 bei zentralem 
StoB die Winkelverteilung im Schwerpunktssystem im Gegensatz zu FERMI 
durchaus nicht isotrop ist. Die gréBten Werte der GroBe A, die man sinn- 
L 


vollerweise noch beriicksichtigt, ergeben sich aus der Bedingung / dN ~1. 
Man erhalt Imax 


Amax am KB. Pe (4,46)?) 


Wir ermitteln nun die Energieverteilung der Teilchen. Im Stadium der 
eindimensionalen Bewegung ist « ~ Vt/6, im Stadium der konischen Be- 


wegung u ~¢t. Aus der AnschluBbedingung dieser Groen fiir t = ¢t, er-— 


halten wir 
Ls—. (4,47) 


Nun suchen wir die AnschluBbedingung fiir die Energiedichte ¢. Bei ¢ = t, 
erhalten wir aus (4,33) 


—+(21-VE—) . 


E = &e 
Andererseits ist im Stadium der konischen Bewegung ¢ = t-*. Die AnschluB- 


bedingung liefert 
(4 } — | (2t-VE-2) 
E> Eo ee Cae : 


; (4,48) 


Das freie Auseinanderfliegen der Teilchen beginnt im Zeitpunkt t,, in dem 
der betreffende Bereich des Systems die ,,kritische‘‘ Temperatur 7’, erreicht 
hat (vgl. § 2). Diesem Zeitpunkt entspricht eine bestimmte Energiedichte ¢,. 


L 
1) Wegen dN =~ eh Hat dd erhalten wir aus der Bedingung [ dN ~~: 
Amax 
Ce! T* —Amax aa 


(mit logarithmischer Genauigkeit). Da aber N ~ eZ/2 ist, haben wir 
A— 
ee 
dN =~ celhxe?2, 
4=0 
L — 


Hieraus folgt C ~ e2 und dmx = ue 106 


A 
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Aus der Formel (4,48) erhalten wir einen Ausdruck fiir den Zeitpunkt f,. 


1 1 Toa 
(: 2 a GEV L =7?) 
ty i t, = é 5 
Ek 
Daraus ergibt sich wegen (4,47) der Wert fiir die GréBe u im Zeitpunkt des 
Zerfalls : 
Up Ye —. (4,49) 


Die GroBe u, hangt mit der Energie der auseinanderfliegenden Teilchen auf 
einfache Weise zusammen. Betragt die Energie des Teilchens in dem Bezugs- 
system, das mit dem betreffenden Materieelement verbunden ist, Hy, so 
betragt sie im Schwerpunktssystem H)u,. Aus Formel (4,49) geht hervor, 
daB die herausfliegenden Teilchen eine um so héhere Energie erhalten, je 
spater das betreffende Element des Systems zerfallt: 


a + VER 


Up = const - e 
Die Konstante in dieser Beziehung ergibt sich aus der Gleichung 
[Boma = E. 
Hieraus erhalten wir fiir die Teilchenenergie & = H)u, den Ausdruck 


sia LVR 

8xMe ° 2" . (4,50) 
Die Gleichungen (4,44) und (4,50) geben die Energieverteilung in Para- 
meterdarstellung. Entstehen Teilchen mit verschiedenen Massen oder spielt 
die von den Nukleonen tibernommene Energie eine wesentliche Rolle, so 
1aBt sich dieser Umstand auf Grund der in § 2 entwickelten Gedankenginge 
beriicksichtigen. 
Aus den Formeln (4,44), (4,45) und (4,49) geht hervor, daB die Energie 
eines Teilchens eindeutig mit seinem Flugwinkel zusammenhangt. Die 
Mehrzahl der Teilchen (A = 0) hat eine verhaltnismaBig geringe Energie. 
Die Teilchen jedoch, die unter kleinen Winkeln davonfliegen, sind energie- 
reich. Es entsteht also ein konzentrierter Energiestrom unter einem kleinen 
Winkel. 
Nun miissen wir vom Schwerpunkts- zum Laborsystem tibergehen. Auf die 
Einzelheiten der Umrechnung wollen wir nicht naher eingehen (vgl. Anhang 
II), sondern geben nur die Endformeln an: 


i: ee ES 
es oe ie di, (4,51) 
V2x2L 
5L 1 
-< 4 A+—V— 
C= ae M-e° : ‘ 
2yV3 
Die Koeffizienten in den Formeln (4,51) und (4,52) ergeben sich aus den Be- 
aan fan=N und [EdN=E. 


aN = 


(4,52) 
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Der Zerfallswinkel im Laborsystem betragt 


4 


1= a oe (4,53) — 


Ferner gilt folgende niitzliche Formel 

Iny=—L (4,54) 
fir den Sto8 zweier gleichartiger Teilchen. Das bedeutet, daB das geo- 
metrische Mittel aller Flugwinkel durch die Energie des eingedrungenen 
Teilchens bestimmt wird (fiir St6Be gleichartiger Teilchen). 
Abb. 1 stellt die Verteilung der Teilchen nach den Formeln (4,42) bis (4,54) 
dar. 
Te 
5 dune 


ORT ZG ALN ETE 292 WIBT HE BRUINS AE ICN at 


Abb. 1: Differentielle Energiespektren der Sekundarteilchen, die beim Sto8 zweier Nukleonen entstehen; 
E, ist die Energie des Primirteilchens. (Die Rechnungen wurden von L.I. SARYTSCHEWA 
ausgefiihrt.) 


Die Verteilung der Teilchen auf die Winkel und auf die Energien sind nahezu 
GauSverteilungen, wenn man als Variable die Logarithmen dieser GréBen 
benutzt. Die Verteilungen haben lange ,,Schwanze“ beiderseits des Maxi- 
mums. Im Anhang II wird gezeigt, daB man A zweckmafigerweise folgender- 
maBen definiert : A= —Intg 8/2. 


Mit dieser Definition geht die Gleichung (4,44) tiber in die folgende 


o 
Vuanise de 
sin?) 
Diese Formel gibt explizit die Winkelverteilung der Teilchen an. Unter 


Benutzung der Formel (4,50) erhalten wir dann unmittelbar den Zusammen- 
hang der Teilchenenergie mit dem Winkel # (im Schwerpunktssystem): 


L o 
— ete - ye In*tg > 
é = Me 


adN ye 


(4,55) 


(4,56) 
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* Ein wichtiger Parameter des StoBprozesses ist der Winkel, innerhalb dessen 
i die Halfte der Energie emittiert wird. Wir geben die Werte fiir diese GroBe 
i einerseits nach der Theorie von LANDAU [Formeln (4,51) bis (4,53)], anderer- 
} seits nach der Theorie von FERMI unter Beriicksichtigung der nichtzentralen 
‘@ StoBe an (Tabelle V1). 


Tabelle VI) 


Energie 
in eV 


Oy, Bis 


dy), Mle 
nach FERMI nach FERMI 


nach LANDAU | nach LANDAU 


0,7 - 10-4 
2,1- 10-4 
6,7 - 10-5 


1015 


2,2 - 10-3 
1016 


0,031 3,8 - 10-8 


Der StoBparameter 7/R in der Theorie von FERMI ist 7/R = 0,712; &), 
ist der Winkel im Schwerpunktssystem, y:,, der Winkel im Laborsystem. 
Obwohl wir der Ansicht sind, da8 FERMIs Berechnung der Winkelverteilung 
fehlerhaft ist, fihren wir hier zum Vergleich seine Ergebnisse an, da sie 
oft zur Gegentiberstellung mit dem Experiment benutzt werden. 

Aus der Tabelle VI geht hervor, daB die Verteilung des Energiestromes 
nach der eben entwickelten Theorie bedeutend schmialer ist als nach der 
Theorie von FERMI. 


§5. Stéfe von Teilchen mit verschiedenen Massen 


Bisher haben wir nur StoBe von Nukleonen mit Nukleonen betrachtet. Im 
Experiment beobachtet man jedoch bei hohen Energien auch St6Be zwischen 
Nukleonen und Kernen sowie zwischen Kernen und Kernen; ohne eine 
theoretische Deutung dieser Prozesse ist streng genommen kein Vergleich 
zwischen Theorie und Experiment mdglich. 

Es ware falsch, wollte man einen StoB zwischen Nukleonen und Kernen 
oder von Kernen untereinander als eine Reihe von St68en der Kernprotonen 
und -neutronen auffassen. Da der Abstand der Teilchen im Kern von der 
GréBenordnung des Radius der Kernkrafte ist und in jedem StoBakt mehrere 
Teilchen erzeugt werden, muB ein Sto8 zur Bildung von Teilchen in dem 
gesamten Volumen fihren, das ein Nukleon in einem anderen Kern oder ein 
kleinerer Kern in einem gréBeren durchléuft. Das Nukleon tritt nicht mit 
dem ganzen Kern, sondern nur mit einem Teil in Wechselwirkung: Es schneidet 
eine ,,Rdhre‘“‘ aus dem Kern heraus [siehe (15)]. Die Anzahl der beim StoB 
erzeugten Teilchen hangt mit der Entropie nach der Beziehung (2,25) 
zusammen, wobei hier unter V die Gesamtzahl der neu entstehenden Teilchen 
und der beim StoB beteiligten Nukleonen zu verstehen ist. 

Am einfachsten lat sich der zentrale StoB zweier gleichartiger Kerne von 
der Massenzahl A behandeln. Hier treffen die Uberlegungen, die uns zur 
Formel (2,28) gefiihrt haben, vollstaéndig zu. Es ist leicht zu sehen, wie die 
Formel (2,28) hierbei abzuandern ist [siehe (6)]. Die Geschwindigkeit des 


1) Entnommen aus dem Bericht von ROSENTAL und TSCHERNAWSKI (16). 
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einfliegenden Kerns sei gleich der Geschwindigkeit des Nukleons beim StoB 
zweier Nukleonen. Um dies zu erreichen, muf seine Energie Amal so groh 
sein. Da die Massendichte im Kern etwa so gro ist wie die Massendichte 
des Protons, bezogen auf seine Wirkungssphare, ist die Energiedichte 
unmittelbar nach dem StoB ebenso groB wie beim StoB zweier Nukleonen. 
Da offenbar auch die Lorentzkontraktion die gleiche bleibt, ist die Entropie- 
anderung einfach proportional dem Kernyolumen, also der Massenzahl A. 
Wir erhalten somit schlieBlich 


{Ae EO \* 
— , —_— ————_- == Kh 9I4 ———__——. é 5 | 
N=kA (sara) kA ( :) (5,1) 


‘Wesentlich komplizierter ist die Behandlung des StoBes eines Nukleons mit 
einem Kern oder eines StoBes von Kernen verschiedener Massenzahl. Wir 
beschaftigen uns zunachst mit einem StoB zwischen Nukleon und Kern. 
Die Berechnung der im Stern erzeugten Teilchenzahl lat sich wieder auf 
die Berechnung der Entropie in der ersten Etappe des StoBes zuriickfiihren, 
denn bei der hydrodynamischen Ausdehnung andert sich die Entropie 
nicht. Beim StoB eines Nukleons mit einem Nukleon brauchte zur Berech- — 
nung der Entropie der Mechanismus der Kontraktion nicht betrachtet zu _ 
werden, da das Ergebnis schon durch Symmetriebetrachtungen festzulegen 
war. Anders liegen die Dinge beim StoB zwischen Nukleon und Kern [dieses 
Problem wurde in (J6) behandelt]. 

Wir iibertragen die Vorstellung der Kernmaterie als eines Kontinuums auch 
auf die Behandlung der ersten Etappe des StoBes, der Kontraktion der 
Kernmaterie. Diese Behandlungsweise hat natiirlich nur Naherungscharakter 
und ist nur fiir eine Abschétzung brauchbar. Von einer ,,Ausbreitung einer 
StoBwelle oder einer fortschreitenden Welle durch das Nukleon® kann man 
nur im tibertragenen Sinne reden. 

Wir wahlen ein Bezugssystem, in dem Nukleon und Kern gleiche, aber ent- 
gegengesetzte Geschwindigkeiten haben. Infolge der Lorentzkontraktion 
bilden Nukleon und Kern in diesem Bezugssystem zwei stark abgeflachte 
Scheiben. Dementsprechend kann man das Problem zu Beginn des Stofes 
als eindimensional betrachten. Der StoB des Nukleons mit einem Kern 
1aBt sich also als StoB mit einer Réhre auffassen, die aus dem Kern heraus- 
geschnitten ist, deren Querschnitt gleich dem Querschnitt des Nukleons 
ist und deren Lange zwischen dem Kerndurchmesser und dem ,, Durchmesser “‘ 
des Nukleons liegt. Nahert sich das Nukleon der Réhre, so beginnt sich iiber 
die Materie der Rohre und des Nukleons nach beiden Seiten eine Stofwelle 
, auszubreiten (Abb. 2). In unserem Bezugssystem ist die Materie zwischen 
den beiden StoBwellen in Ruhe. Die StoBwelle im leichten Teilchen gelangt 
frither an den Rand als die in der Réhre. Geschieht dies, so beginnt von 
diesem Rand Materie auszustromen (Abb. 3). In der Kernmaterie breitet 
sich eine Entspannungswelle mit einer Geschwindigkeit aus, die gleich der 
Schallgeschwindigkeit in diesem Medium ist. Gleichzeitig lauft in dieser 
Richtung die StoBwelle, die noch nicht bis zum Rand gekommen ist. Die 
Berechnung der Entropie erfolgt in verschiedener Weise, je nachdem, ob die 
fortschreitende Welle die StoBwelle einholt, ehe diese den Rand erreicht 
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und der KontraktionsprozeB abgeschlossen ist. Da wir von der Zustands- 
gleichung p = ¢/3 ausgegangen sind, ist die Schallgeschwindigkeit 


ge Op\~ 1 
: a). 7 


Nun berechnen wir die Geschwindigkeit der StoBwelle D. Wir gehen zu dem 
Koordinatensystem tiber, in dem die StoBwelle ruht. Dann ist die Ge- 
schwindigkeit der Materie hinter der StoBwelle (siehe Abb. 2) gleich D, 
die vor der Welle 


Abb. 2. Abb. 3. 


wobei v, die Geschwindigkeit des Teilchens im ,,System der gleichen Ge- 
schwindigkeiten“ ist. Infolge der Kontinuitat des Energie- und Impulsstromes 
durch die Grenzflaiche gilt [siehe (13)] ‘ 


pi + Dee soot a U9" Eo 


2, 

1— Dp? 1—v2 ’ (5,2) 
D(p, + &) i V2 (Po + 9) 

1—- Dp © 1 * (3) 


Hierbei sind p, und «, Druck und Energiedichte hinter der StoBwelle, 
p, und ¢, die Werte dieser GroéBen vor der StoBwelle. Dividieren wir die 
erste Gleichung durch die zweite, so erhalten wir 


p, + De, Leah? +, us 
D(py+ &) V3 (Pe + &2) 


(5,4) 


Da die Geschwindigkeit v, der einfliegenden Teilchen nahezu gleich der 
Lichtgeschwindigkeit ist, gilt dasselbe auch fiir die Geschwindigkeit v,’. 
Setzen wir v,’ = 1, so wird die rechte Seite der Gleichung (5,4) gleich Eins, 
und unsere Ergebnisse hangen demnach nicht von der Zustandsgleichung 
vor der StoRwelle ab. Benutzen wir fiir die Materie hinter der StoBwelle die 
Zustandsgleichung p, = €,/3, so erhalten wir fiir D folgende Beziehung 


1 4 
aN. 2 pe NE 9 
3 7 D a Ps 
also Dire 1s: (5,5) 
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Nun kénnen wir die minimale Réhrenlinge J, bestimmen, fir welche die 
fortschreitende Welle die StoBwelle einholt. Sie ergibt sich aus der Beziehung 
d c¢—D’ 

wobei d der ,,Durchmesser‘‘ des Nukleons ist. 
Setzen wir die entsprechenden Werte von D und ¢, ein, so erhalten wir 


li 

d 
Bei Réhrenlangen J <1, 148t sich die Entropieinderung einfach berechnen. 
Man hat die Entropie der einzelnen Bereiche des Systems unmittelbar nach 
dem Durchgang der StoBwelle, wenn sie sich in unserem Bezugssystem in 
Ruhe befinden, auszurechnen. Wie man leicht sieht, betragt die Entropie- 
anderung des Gesamtsystems 


= 3,7. (5,6) 


S 1at Peat, 
5 = (Fs i- 1) bei d ae ointlis (5,7) 
Dabei ist S, die Entropiednderung beim StoB zweier Nukleonen. 
Die Formel (5,7) hat infolge der Unbestimmtheit des ,,Durchmessers“ des 
Nukleons eine erhebliche Ungenauigkeit. Wendet man diese Formel auf 
einen StoB zwischen einem leichten und 
einem schweren Kern an, so wird sie 
genauer. Unter d hat man in diesem Fall 
den Durchmesser des leichteren Kerns zu 
verstehen. 
Bei Rohrenlangen, die hodher sind als 
l, = 3,7d, wird die Lésung komplizierter. 
In diesem Fall holt die fortschreitende 
Welle die StoBwelle ein, kann aber nicht 
durch die Grenzflache hindurchlaufen, 
da die StoBwelle in der Materie des einfliegenden Kerns mit einer Ge- 
schwindigkeit fortschreitet, die hdher ist als die Schallgeschwindigkeit in 
dieser Materie. Die fortschreitende Welle wird an der StoBwelle reflektiert. 
Ks entsteht ein Gebiet, das rechts von der StoBwelle und links von der fort- 
schreitenden Welle begrenzt wird (Abb. 4). Um die Bewegung des Mediums 
in diesem Gebiet zu beschreiben, benutzen wir die Gleichungen (4,15) und 
(4,15’) fir die beliebige eindimensionale Bewegung eines relativistischen 
Gases: F 

TA LIP We og OUD G (4,15’) 

da Oy? Opie Tes ; 
Unabhangige Variable sind hier die GréBen a = ArCtg v, wobei v die Ge- 
schwindigkeit des Mediums ist und y = In 7'/Ty, wobei 7, die Temperatur 
bei v = 0 ist. Die Koordinate x und die Zeit ¢ driicken sich durch die Funk- 
tion y nach den. Formeln (4,12’) aus. Das uns interessierende Gebiet der 
Lésung wird durch die fortschreitende Welle einerseits und durch die StoB- 
welle andererseits begrenzt. Wir stellen nun die Randbedingungen fiir die 
Funktion y auf. 
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An der Grenze mit der fortschreitenden Welle gilt eine Bedingung analog 
(4,19): 

4=0 fir a=+, dh. a=Y3y. (5,8) 

0 

Nun gehen wir zu der Randbedingung fiir die StoBwelle tiber. Da in diesem 
Fall die Materie hinter der StoBwelle nicht ruht, wird beim Ubergang zu 
einem Koordinatensystem, in dem die Geschwindigkeit der Grenzfliche 
gleich Null ist, die Geschwindigkeit hinter dieser Grenzflache 


i ied 
ant. 


Hierbei ist v, die Geschwindigkeit hinter der StoBwelle in dem System, in 
dem die Geschwindigkeiten der Primarteilchen ihrem Betrage nach gleich 
sind. Die Formeln (5,2) bis (5,4) bleiben auch im betrachteten Fall giiltig, wenn 
man statt D hier v,’ einsetzt. Hieraus ergibt sich insbesondere v,' = 1/8. 
Die Gleichung (5,9) liefert einen Zusammenhang zwischen v, und D (bei 
vj = 1/3), den man folgendermaBen schreiben kann 


dx 1+32%g¢a 


(5,9) 


— ; 5,1 
dt 3+ Iga eek 
Ks ist nimlich v1, = —%ga. Aus den Beziehungen (5,2) bis (5,4) (in denen 
man D durch v,’ zu ersetzen hat), kann man folgende Beziehung fir die 
StoBwelle ableiten: ® \de ( a ears iy 
PS a A old Oe f 
In den Variablen a@ und y (v, = —%ga, y = ln T/T)) bedeutet dies 
a= ly. (5,12) 


Setzen wir in Gleichung (5,10) den nach den Formeln (4,12) und unter 
Beriicksichtigung der Beziehung (5,12) berechneten Wert fiir dx/dt ein, so 
erhalten wir schlieBlich folgende Bedingung fiir die StoBwelle 


0 0 ) a > 
wk —— —_—_- = SSS Sei fe Ay 
(35+ 55,) (1 =) 1 QO fire y (5,13) 


Uns interessiert die Entropieéinderung nach dem Durchgang der StoBwelle. 
Die Entropiedinderung fiir die Zeit, bevor die fortschreitende Welle die StoB- 
welle erreicht, wird durch (5,7) gegeben. Die weitere Entropieanderung laBt 
sich folgendermaBen schreiben: 


U's 
S, =o, [ su,dt’. (5,14) 
Mee 
Hierbei ist o) der Querschnitt der Rohre, S die Entropiedichte hinter der 
StoBwelle, u, = v,'/V1 —v'2, wobei v,' die Geschwindigkeit des Mediums 
hinter der StoBwelle ist; ¢,’ ist der Zeitpunkt, zu dem die fortschreitende 
Welle die StoBwelle einholt, ¢,’ die Zeit, zu der die StoBwelle den rechten 


1) Siehe Anhang III. 
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Rand erreicht und der KontraktionsprozeB aufhért. dt’ ist das Zeitelement 
in dem System, in welchem die Grenzfliche ruht 


dt’ = dt V1 — D?. 
Unter Benutzung der Formeln (4,12) und (5,12) erhalten wir 


Uk 
Pe go 
(Romer a ssuliee? Sold eein ees 15) 
ts eae rie Ld re 
0 


Hierbei ist y, der Wert von y zu dem Zeitpunkt, wo die StoBwelle den Rand 
des Systems erreicht. 

Haben wir die entsprechenden ziemlich komplizierten Rechnungen, die 
in (16) ausfiihrlich geschildert werden, ausgefiihrt, so erhalten wir 


3 
SL, Hag eve ies 337 (5,16) 
Rie Ne eed ate ale: 
Hierbei ist S, die Entropiednderung beim Sto zwischen zwei Nukleonen, 
und 8 ist die gesamte Entropieanderung beim Sto8 eines Nukleons mit 
einer Roéhre von der Lange J. 
Mitteln wir die Formeln (5,7) und (5,16) ttber alle moglichen StoBe vom 
zentralen StoB bis zum StoB des einfliegenden Nukleons mit der Peripherie 
des Kerns, so erhalten wir folgende Ausdriicke 


S 1 A = (2 A’!s — 1)*/2 


— | i= cP od 
% 3 (4h — 1p tO; See huit,  cAge— ale (5,17) 
ee 0,167 (Aphne cA) ta iA aoa 
Gy Dee gatas ye on! abe vrmaetiae ppettonmle At ae Ns aa 
A’ls — Aj . 
0,6 fier yt Oe furs A oe O ls Ay Ol. (5,18) 


Die gewonnene Abhangigkeit la8t sich mit einem Fehler von héchstens 5% 
durch folgende einfache Formel approximieren: 


S 

So 
Hierbei ist A die Massenzahl des stoBenden Kerns. Fiir die Teilchenzahl 
erhalten wir daraus : 

N 0,19 D) 

Wace (5,20) 
wobei NV" die Anzahl der Teilchen ist, die beim StoB zwischen zwei Nukleo- 
nen erzeugt werden. Die Abhangigkeit der Vielfachheit vom Atomgewicht 
ist in Ubereinstimmung mit dem Experiment [siehe (15)] nur schwach. So 
unterscheidet sich die Vielfachheit fiir Blei (4 = 207) von der fiir Stick- 
stoff (A = 14) nur um den Faktor 1,7. 


= A919, (5,19) 
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| Die Energie- und die Winkelverteilung bei Sté8en von Nukleonen mit 
_ Kernen unterscheiden sich offenbar innerhalb der Genauigkeitsgrenzen 
{ unserer Rechnung nur um ein Geringes von den entsprechenden Verteilungen 
) fiir St6&e zwischen zwei Nukleonen. 


Anhang I 


, Wir gehen jetzt etwas naher auf die Herleitung der Formel (4,30) aus (4,29) 
| ein. Die Gleichung (4,29) kann man folgendermaBen schreiben: 


d+i00 
~ Vp?=1_—— —yp 
veN I é ¥3 
h(—y) = = —. ees dp. jt 
U 1ys 2a J Vr —1 ta)” ee 
6 —ico 


Die Funktion 


ist also die Bildfunktion zum ,,Original‘‘ h (— y). 

’ Wir benutzen ferner die Regel der Multiplikation von Bildfunktionen 
_ (Faltungssatz) [vgl. (17) 8. 55]. Nach dieser Regel gilt folgendes: Wenn der 
1 Bildfunktion f, (p) das Original h, (t) und der Bildfunktion f, (p) das Original 
! h, (t) entspricht, so entspricht der Bildfunktion 


£3 fi (p) fo (P) 
Pip) = pga 
das Original a3 
h(t) = [ he(6) hy(t — 6) de. (1,3) 


Sind also die Originalfunktionen h, (¢) und h, (¢) bekannt, so kann man mit 
Hilfe der Beziehung (1,3) auch das Original zu der Bildfunktion f (p) finden. 
Wir zerlegen die Bildfunktion f (p) in folgende Faktoren: 


Va 
3 
h a 


fi(p) = pe Lae a 


e 
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Der Bildfunktion f, (p) entspricht das Original A, (— y): 


d+t00 
1 1 
hi(—= Y= / ra 5 CMD Rae Os y)- (1,5) 
6-—ico 


Der Bildfunktion f, (p) entspricht das Original h, (— y) [siehe (17), Formel 


XV, 15]: 
: ] 6+ico gia 
Paley ~ Oni sihee De 


oat 


Bet fle — = In ( i ay (1,6) 


Hierbei ist J, eine Besselfunktion imaginaéren Arguments, und es gilt 


ie naiipa, SS Op 
Oupfaur? <0. 


Setzen wir die Ausdriicke (I,5) und (1,6) in die Formel (I,3) ein, so erhalten wir 


==¥ 
h(—y) = feor, (2 = a dyy- (1,7) 


al/V3_ 
Hieraus ergibt sich sofort die Formel (4,30) 


==Y 


3 
4=1V3er [ en Ty (Vv t= =] dy. 
d 


a/V3 


In der Arbeit von CHALATNIKOW (/4) ist in der Formel (4,30) der 
Faktor 1 - V3 fortgelassen worden. 


Anhang II 


Zur Ableitung der Formeln (4,51) und (4,52) gehen wir von der Verteilung 
im Schwerpunktssystem zu der Verteilung im Laborsystem iiber. Zunidchst 
behandeln wir die Transformation der Winkel. 

Der Flugwinkel y im Laborsystem hingt mit dem Flugwinkel 9 im Schwer- 
punktssystem folgendermafen zusammen: 


vo’ V1 — V2 sin 8 
v' cos? + V 


Ey eG re (II,1) 
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Hierbei ist v’ die Geschwindigkeit des Teilchens im Schwerpunktssystem 
und V die Geschwindigkeit des Schwerpunkts im Laborsystem. Den Nenner 
dieses Ausdrucks stellen wir folgendermaBen dar: 


1 
v csset+ V xv’ cos + v0' + 5s ini 0%), 
es ist némlich 
V2 —v2 = (V +0’) (V —v’) © 2(V — vv’). 
Beriicksichtigen wir, da&8 V naher an Eins liegt als v’, so erhalten wir 
1 
v' cos? + V (1+ cos 8) + % (it — v’?), 
Unter Benutzung der Relation wu’ = 1/1 — v? erhalten wir 
v' cos & + V=1+ cos 8+ 7 He (11,2) 


Das letzte Glied kann nur bei Winkeln #, die nahezu z sind, eine wesentliche 
Rolle spielen. Damit auch in diesem Fall das letzte Glied klein wird, muB 
die Ungleichung 


1 ¢ 
ST (II,3) 


erfillt sein. Wegen (4,45) ist 0 ~ e-*, und aus (4,50) folgt dann, daB 


24th L?—2? 


Die Ungleichung (II,3) bedeutet also 
€ 


<cg (11,4) 
Diese Ungleichung ist stets erfiillt, denn bei 2 = 0 ist die rechte Seite gleich 
L 


e ° und sie wird erst bei 2 = Amax gleich Eins. Setzen wir im Zahler des 
Ausdrucks (II,1) v’ =1 und ersetzen v’ cos? + V durch 1+ cos#, so 
erhalten wir 


papi gee % (11,5) 


Unabhingig von den konkreten Bedingungen ist der Zerfall im Schwer- 
punktssystem fiir jeden StoB zweier gleichartiger Teilchen symmetrisch. 
Das bedeutet, daB die Winkel 9 ebensooft vorkommen wie die Winkel 7 —#. 


Es ist aber ie ei ay 


tg 5 = eee 


Wir mitteln nun In x iiber alle Teilchen und erhalten 
Iny =nV1 — V2? = —L, (11,6) 


also die Formel (4,54). 
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Um auch Winkel von der GréBenordnung Eins zu beriicksichtigen, definieren 
wie A folgendermaBen: r 


s 


Da aineg ee (11,7) 


2 


Setzen wir in der Formel (II,5) tg 0/2 = e~? und tg (~— #)/2 = e’ fiir die Teil- 
chen, die im Schwerpunktssystem in verschiedenen Richtungen fliegen, so 
kénnen wir uns leicht iiberzeugen, daB der Ubergang von dem nach rechts 
fliegenden zu dem nach links fliegenden Teilchen im Schwerpunkssystem nur 
in einer Anderung des Vorzeichens von 4 besteht. Man kann also schreiben 


ag, (11,8) 

Die Formeln (II,8) und (4,44) geben also die Winkelverteilung der Teilchen 
im Laborsystem an, wobei A positive und negative Werte annehmen kann. 
Diese Formeln sind im wesentlichen identisch mit den Gleichungen (4,51) 
und (4,53). > 
Wir wenden uns nun der Transformation der Energie beim Ubergang vom 
Schwerpunkts- zum Laborsystem zu. 
& sei die Energie des Teilchens im Schwerpunktssystem. Wenn das Teilchen 
nach rechts fliegt, betragt seine Energie im Laborsystem 
Oe em ta 

a 
wobei P, die Projektion des Impulses auf die Geschwindigkeit des Schwer- 
SON IERIE ages rau aia ees Earnccliy Da Ry arn 


P ist der Absolutbetrag des Impulses, ~ die Masse des Teilchens. Nahert 
sich die Geschwindigkeit des Teilchens im Schwerpunktssystem der Licht- 
geschwindigkeit, so ist 8 (1 + cos 9) 


Vi- vp 
9) 


&' = Geb eaeery: a Ger, (IT, 10) 
Fliegt das Teilchen nach links, so haben wir 


Bil ea mg ea 


yi-v yi-v ” 


6 (II,9) 


So = 


Ks gilt also 


denn es ist 1 ee 
iS we 
> u’ 6 
Wir erhalten also priIVagrehes 
Oh Teas pgeemraap a? Be laia (11,11) 


Setzen wir diese Ausdriicke in die Gleichung (4,50) ein, so ergibt sich 


5.1L ak Be 
—~ 4A+ VE 


é' ~ Me® (11,12) 
Die Formel hat die Eigenschaft, im Laborsystem sowohl die Teilchen zu 
beschreiben, die sich im Schwerpunkssystem nach rechts, als auch die, die 
sich nach links bewegen, falls man der GréBe A beide Vorzeichen beilegt. 
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Anhang III 


¥ Wir leiten nun die Beziehung (5,11) ab. 

.@ In dem Koordinatensystem, in welechem die StoBwelle ruht, sei die Ge- 
§ schwindigkeit hinter der StoBwelle v,', vor ihr »,'. 

“f Die Gleichungen (5,2) und (5,3) lassen sich dann folgendermaBen schreiben: 


py + UP & Pz + Vo 


Le ee ae 
v1 (p, + &) ws U9 (Po + €2) 9 
et eS is (IIT,2) 


Die GroBen v; und v; hangen mit den Geschwindigkeiten v, und v, in dem 
Koordinatensystem, in welchem die Geschwindigkeiten der stoBenden Teil- 
chen dem Betrage nach gleich sind, folgendermafen zusammen 


; 1+ D 

a sa Qe 

peepee De ttt) 
aot D 

9 = ——_—— .-. I 4 

be Palas I oie 


Eliminieren wir aus dem Gleichungen (III,1) und (III,2) die GréBen vo; 
bzw. v5, so erhalten wir 


ry (Pr — Pe) (Pr + £2) IIL5 

b "P(e, = &) (By Fe)” bite? 
ZW. 

pce erases) User 1) (III,6) 


(& — &) (py + &) - 
Aus den beiden letzten Formeln ergibt sich 


oo = at (III,7) 
in: 


Zur Vereinfachung der Ableitung nehmen wir an, da beiderseits der Stob- 
welle dieselbe Zustandsgleichung herrscht (p = ¢/3). Wir weisen jedoch 


darauf hin, daB es bei groBen Geschwindigkeiten v, geniigt, die Giltigkeit 
dieser Gleichung hinter der StoBwelle anzunehmen. Aus (III,7) ergibt sich 


O05 = 3" (LTE) 
Die Gleichung (III,5) nimmt dann folgende Form an 
vag te (III,5’) 
é 
z% + 3p, 
nnd daraus erhalten wir eye 
: (III,8) 


Pu? Quiet —A- 
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Setzen wir die Formeln (III,3) und (III,4) in die Gleichung (III,7) ein, so 
gewinnen wir durch einige einfache Umformungen einen Ausdruck fiir D: 
pa rte te a SC, SD Ca) ae 

3 — 0, 
Wir bestimmen nun das Verhaltnis 7,,,/p,), wobei p,,, der Druck bei der 
Geschwindigkeit v, hinter der StoBwelle und p,, der Druck bei der Ge- 
schwindigkeit Null vor der StoBwelle ist. Nach (III,8) betragt dieses Ver- 


haltnis Drv, Fs ie — yi?) bes e, | 
0 


P10 (907 — 1) (1 — 4?) 


Da fir hohe Geschwindigkeiten v,, die gegen die Lichtgeschwindigkeit 
gehen, auch vy gegen Kins strebt [siehe (III,4)], ist wegen (III,7) vj ~ 1/3. 
Die Beziehung (III,10) wird dann unbestimmt: Wir haben also folgenden 
Grenziibergang auszufiihren: 


(III,10) 


E 
Py» [9 v'? ia 1), =0 Ov, %4=0 
* = —— 2 JU Reiki 
E Ie [oe Ti, Ov; 
Otte |e 2 
Nun ist aber av, n Av, OD ane 
dv, OD Ory i 


Die Ableitung 0v/0D ergibt sich aus der Gleichung (III,3), die Ableitung0D/dv, 
aus der Gleichung (III, 9): 


Ou - Gears (oD — 8%, + 1p 
(53)-> 9(1 — 03)’ (Fras * go) 


Hieraus erhalten wir leicht den Ausdruck fiir das Druckverhaltnis: 
Pig apt Gi 
Pio Lar Uy 


Wegen der Zustandsgleichung ergibt sich aus (III,14) unmittelbar die 
Formel (5,11). 


(III, 14) 


Ubersetzt von H. VOGEL 
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